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第 一 章 曲 线 


$11 引 宣 


曲线 和 有 曲面 的 微分 几何 包括 两 个 方面 ， 其 中 一 个 方面 是 随 凑 
柚 积 分 的 出 现 而 开始 的 , 这 部 分 可 以 称 为 经 典 微分 几何 ， 粗略 地 
说 , 经 典 微分 几何 是 研究 曲线 和 曲面 的 局 部 性 质 的 ， 所 谓 局 部 性 
质 , 指 的 是 仅 取 决 于 曲线 或 曲面 在 一 点 邻近 的 行为 的 那些 性 质 . 适 
合 于 研究 这 种 性 质 的 方法 是 微分 学 的 方法 。 由 于 这 一 点 , 在 微分 
儿 何 中 考虑 的 曲线 和 曲面 将 由 一 定 阶 数 的 可 微 函 数 来 定义 . 

男 一 方面 是 称 为 整体 微分 儿 何 的 那 部 分 ， 这 部 分 研究 局 部 性 
质 对 整个 曲线 或 曲面 的 行为 的 影响 ， 我 们 将 在 本 书后 面部 分 回 到 
微分 几何 的 这 个 方面 . 

也 许 经 典 微分 几何 最 有 趣 和 最 有 代表 性 的 部 分 是 曲面 的 研 
究 。 然 而 , 在 研究 曲面 时 , 自然 会 出 现 曲 线 的 某 些 局 部 性 质 、 因 此 
我 们 在 第 一 章 中 将 简要 地 论述 一 下 曲线 . 

本 章 是 以 这 样 的 方式 组 织 的 : 那些 主要 对 曲面 感 兴趣 的 读者 ， 
可 以 仅仅 阅读 $1-2 到 8 T5，812 到 8T4 的 内 容 基 本 上 是 介 
绍 性 材料 (参数 曲线 , 弧 长 . 向 量 积 ), 这 些 材料 在 其 他 课程 中 可 能 
也 有 ,但 为 完整 起 见 这 里 还 是 把 它们 包括 进来 了 .$1-5 是 本 童 的 
核心 , 它 包含 了 研究 曲面 所 需要 的 有 关 曲 线 的 材料 。 为 那些 希望 
对 曲线 这 个 课题 了 解 得 更 深 一 些 的 读者 ,我 们 编写 了 $1-6 和 
4 二 7 
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$I2 参数 曲线 


我 们 记 Rs 为 三 个 实数 (2,y,?) 的 集 . 我 们 的 目标 是 刻 划 Rs 的 
某 种 子 集 ( 称 为 曲线 ), 它们 在 一 定 意义 上 是 一 维 的 , 而 且 对 它们 可 
以 采用 微分 学 的 方法 .定义 这 种 子 集 的 一 种 自然 的 途径 是 用 可 微 
函数 ， 单 个 实 变量 的 实 函数 , 如 果 在 所 有 点 具有 任意 阶 的 导数 ( 它 
们 自然 是 连续 的 ), 那 末 我 们 说 它 是 可 微 的 (或 光滑 的 )， 下 面 是 曲 
线 的 第 一 种 定义 ,虽然 它 并 不 完全 令 人 满意 , 但 对 本 章 的 目的 是 完 
全 合适 的 . . 

定义 ”从 实 直线 展 的 一 个 开 区 间 了 = (a, 8) 到 Rs 中 的 一 个 
可 微 映 照 a 工 >Rs 称 为 一 条 可 微 参 数 曲 线 . . 

在 这 个 定义 中 ， 可 得 的 意 恩 是 指 ，a 是 一 个 对 应 ， 它 将 每 个 
ftE 工 喘 照 ,到 点 wu 的 [入 = (的 ,9 人， 2( 四 )E RS， 而 函数 4( 罗 ， 
y(t), z() 痢 是 可 微 函数 .变量 # 称 为 曲线 的 参数 ， 这 里 , 区 间 是 
从 广义 的 意义 上 说 的 、 即 包括 a= 一 oo,5= 十 oo 的 情况 ， 

如 果 我 们 记 or' 信 为 在 志 点 的 一 阶 导 数 ,并且 对 函数 gg 和 ，# 
采用 类 似 的 记号 , 则 向 量 (zw ( 信 , y 提 , x 的 ) a (4) ERs 称 为 曲 
线 a 在 # 点 的 切 向 量 (或 加 度 向 量 )， 象 集 alT) CRs 称 为 o 的 轨 
迹 ， 正 如 下 面 的 例 5 中 所 说 明 的 那样 , 应 该 仔细 地 区 分 参数 曲线 
和 它 的 轨迹 ,前 者 是 一 个 映照, 后 者 是 Rs 的 一 个 于 集 . 

关于 术语 的 一 个 注意 点 ， 库 多 人 采用 “无 限 可 微 " 这 个 词 表 示 
画 数 具有 任意 阶 的 导数 ， 而 “可 微分 "这 个 词 则 用 来 表示 上 只要 求 存 
在 一 阶 导数 的 情况 ， 我 们 不 采用 这 种 说 法 . 

例 1 可 微 参数 曲线 

ot) = (a008t, asint, BH, 1EB, 
的 轨迹 是 柱 面 o”+y* 一 a* 上 间距 为 2x5 的 螺旋 线 。 这 里 参数 + 是 
2 轴 与 连接 原点 O 和 点 a( 旭 在 9 平面 上 的 投影 的 直线 的 夹 角 


[ 注 ] 这 里 的 ot), 一 眼 大 出 是 一 个 矢量 ， 包 以 我 们 不 用 黑体 来 加 以 标记 , 希望 
读者 阅读 时 予以 注意 ， 一 一 至 者 注 . 
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四 11 1 2 

《 见 图 1 . 

例 2 映照 

a. R—>R’, a() = (#8, 区 ， iER, 

是 可 微 参数 遇 线 ， 它 的 轨迹 如 图 1-2 所 示 。 注 意 : (0) = (0, 0)， 
即 在 1=0, 速度 向 量 是 零 . 

例 3 映照 

o, R—>R’, a(t) = (8—4, 护 一 全，tE 民 ， 

是 可 微 参 数 曲 线 ( 见 图 1-3)， 注意; a(2) =a( 一 2) 一 (0, 0)， 即 映 
照 a 不 是 1-1 的 . 


» 


D> ef 


图 1-3 
例 4 映照 
ai R—>F2, a(t) 一 (¢, 十 |)， +ER, 


£41 


1-@ 图 1-5 


不 是 可 微 参数 曲线 , 因为 | 引 在 1~=0 不 可 微 (图 1- 久 ， 
例 5 两 条 相 异 的 参数 曲线 
alt) = (cost, sinD), 
B(#) = (cos 2t, sin 22), 
具有 相同 的 轨迹 ， 即 圆周 sy?=1, 这 里 i€ (0 一 6, 2x 十 @), E> 
0. 注意 : 第 二 条 曲线 的 速度 向 量 是 第 一 条 曲线 的 速度 向 量 的 两 倍 
(图 二 后 . 
现在 我 们 简要 地 回顾 一 下 R* 中 向 量 内 积 (或 点 积 ) 的 某 些 性 
质 . 设 w= Gu ws vs) 所 只 "并 定义 它 的 范 数 (或 长 度 ) 为 
| 一 人 退 十 俱 十 蝗 。 
lw| 的 几何 意义 是 从 点 Qa, ws, vue) 到 原点 OQ 一 (0, 0, 0) 的 距离 。 


| 


413 参数 曲线 tsi 
现在 设 v= (wa va, we) 和 w= (v1, va, v03) 属于 民 ?， 设 0 0<0< 
1; 是 线段 Ow 和 Oo 形成 揭 角 。 内 积 4 定义 为 ( 见 图 1-6) 

vw= |w||%v| cos0. 

这 时 成 立 以 下 的 性 质 ; 

1. 假设 % 和 ww 是 非 零 向 量 .， 则 当 且 仅 当 %% 与 b 正 交 时 ，w* 
一 0. 

2, WYW=Vu 

3. Mw wD) = MV = MY. 

4. we (0 十 0) = 二 Ww, 

下 面 我 们 给 出 内 积 的 一 个 有 用 的 表达 式 ， 设 = (i, 0, 0)， 
8 一 《0, 1, 0), es 一 (0, 0, 1)， 容 易 证 明 ， 如 果 j 一 j, 则 66j==1 
而 如 果 4# 六 则 we 一 0, 这 里 六 j=1,2, 8， 因此, 若 记 

We1+ Us6st Use3, 一 0164 十 V203 十 9086sy 
并 运用 性质 3 和 4 我 们 得 到 
20 一 201 十 Woa09 十 Was。 

从 上 面 的 表达 式 可 知 ; 如 果 wlt) 和 (人 ,3E 工 是 可 微 曲 线 ， 

则 w( 回 vw(5) 是 可 微 函 数 , 且 


TI ARIOELIORAOE 


习 是 


1. 求 参数 曲线 a( 人 ), 其 轨迹 为 加 2 十 妨 =1, 并 使 ql) 沿 着 辑 接 蝴 时 针 方向 
运动 ,是 a(0) = (0, 1). 

2. 设 mt) 是 不 通过 原点 的 参数 曲线 ， 如 果 xfo) 是 K 的 轨迹 上 距 原点 最 近 /wd 
羽 的 点 , 且 a'(to) 寺 0, 证 明 位 置 向 量 aCto) 正 交 于 oCto). gy 0 = 
急 穴 试 描述 一 阶 导数 wb 恒 等 于 零 的 参数 曲线 a(， - 二 ap 名 上 = 0 

4. 设 TI 一 Ra 是 参数 曲线 ， 并 设 9€ 是 网 定向 量 ， 假设 对 所 有 的 t€ 
mw 人 (9 正 交 于 %, 且 a(0) 也 正 于 wv， 证明: 对 所 有 的 ?EI al 四 正 交 
了 ibyry = -0 -> Sib :Ye cad) 由 本 (6)=Cens 二 
下 设 a TI 一 Rs 是 参数 曲线 ,对 所 有 的 teEI,a'( 们 小 0 证明 : 当 旦 仅 当 关 凡 
-Ny NS ab 正 交 于 a(t) 时 ,|a(9| 是 非 零 常数 
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$1-3 正则 曲线 ; 弧 长 


设 w 了 ->R* 为 可 微 参数 曲线 ， 对 每 个 EI, 车 ef( 人 0, 可 
以 定义 一 条 包含 点 wx 名 和 向 量 of (有 的 直线 ， 这 条 直线 称 为 “在 
5 点 的 切线 。 对 曲线 的 微分 几何 研究 ,基本 的 一 点 是 在 每 一 点 存 
在 这 样 一 条 切线 。 因 此 我 们 称 w(8) 一 0 的 点 # 为 a 的 坷 点 ， 而 且 
我 们 只 限于 研究 没有 奇 点 的 曲线 ， 注 意 ， 在 $1-2 的 例 23 中 ， 点 
4 一 0 是 奇 点 . 

定义 一 条 可 微 参 数 曲 线 了 >R* 称 为 是 正则 的 , 如果 对 所 
有 的 t€EI, 都 有 ow( 驴 类 0. 

今后 我 们 将 只 考 虐 正则 的 可 微 参数 曲线 (而 且 为 方便 起 见 适 
党 省略 可 微 二 字 )， 

给 定 婚 了 工 正则 参数 曲线 a，I->R3 从 点 加 开始 的 弘 长 定义 
为 

的 -| le la, 

这 里 |W I- VED TDF 
是 向 量 (人 ) 的 长 度 . 因为 (从 0, 所 以 弧 长 8 是 # 的 可 微 函数 ， 
且 ds/dt= | 0)|. 

在 习题 8 中 ， 我 们 将 对 上 述 纹 长 定义 的 合理 性 给 出 一 个 几何 
论证 . 

可 能 出 现 这 样 的 情况 : 参数 已 经 是 从 某 点 起 计算 的 弧 长 .在 
这 种 情况 下 ds/dt 一 1 |af(t) |， 即 速度 向 量 的 长 度 总 等 于 1， 反 
之 ,如 果 |w 的 |= 工 则 


t 
:一 | 全 一 上 一 加 ， 


即 二 是 从 某 点 起 计算 的 弧 长 . 
为 简化 叙述 起 见 , 我 们 以 后 都 用 弧 长 作 参 数 来 表示 曲线 ， 后 . 
面 我 们 将 会 看 到 ( 见 §$ 1-5) 这 个 限制 不 是 实质 性 的 ， 一 般 并 不 需 


$1-3 正则 曲线 ; 弧 长 [7] 


要 提 到 弧 长 ， 的 起 点 , 因为 绝 大 部 分 概念 是 以 als) 的 导数 来 定义 
的 . 
为 方便 计 , 我 们 再 作 一 约定 。 给 定 由 弧 长 参数 sE (a, 中 表示 
的 曲线 ,我 们 可 以 考虑 另 一 条 由 BB《( 一 9) 一 a(3) 定 义 于 (一 5b, 一 号 
. 的 曲线 6B, 曲线 BB 与 曲线 a 有 相同 的 轨迹 , 但 是 按 相反 方向 描绘 ， 
这 时 , 我 们 说 这 两 条 曲线 相差 一 个 定向 的 改变 ， 


习 题 


1. 证 明 ; 正则 参数 曲线 a( 从 一 《3,31?，313) 的 切线 与 直线 y 一 0, sz 的 夹 
角 是 不 变 的 . 

2， 当 wy 平面 上 一 个 半径 为 工 的 图 盘 沿 着 轴 无 滑动 地 滚动 时 , 加 盘 的 周 线 
上 一 点 画 出 的 轨迹 称 为 旋 轮 线 ( 图 1-7)， treetoirwst) 
“a、 求 一 参数 曲线 ms R_>R2, 其 轨迹 为 此 能 轮 线 , 并 求 出 它 的 奇 点 , 全 “ 
b 计算 相应 于 加 盘 滚 动 一 四 的 旋转 线 的 级 长. 4 天 二 


; 


/一 ~ 


0 pb 
图 1-7 旋 轮 线 
3. 设 04=2a 是 圆 81 的 直径 ，OY 和 4F 分 别 是 贺 5S1 在 0 点 和 和 4 点 的 切 
线 .从 0 点 出 发 的 半 直 线 Y 与 81 相 交 于 0, 与 直线 4F 相交 于 如. 在 08 
上 截取 线 役 0p=0B。 如 果 我 们 以 0 点 为 轴 心 旋转 7+, p 点 描绘 出 米 的 
曲线 称 为 Diocles 营 叶 线 ， 取 04 为 > 轴 , 0 为 g 轴 ,证 明 : 
au 人 一 (2 如 iER， 的 轨迹 是 Diocles 蔓 叶 线 (t=stanb， 
见 图 1-8). 7 
b. 原点 (0,，0)? 是 此 蔓 叶 线 的 一 个 奇 点 、 
6， 当 to 时 ,a(t) 趋 于 直线 4 一 24, 且 (四 >(24, 0)， 因 此 ， 当 i> 
c 时 , 葛 叶 线 及 其 切线 趋 于 直线 2 二 24; 我 们 说 x 二 2a 是 此 莫 叶 线 的 
渐 近 线 ， 
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图 1-8 一 叶 线 图 4-9 点 物 线 


4， 设 a; 0， 只 一 R2 由 
a(t) = (ees t, cost 十 log tan 言 ) 
给 定 , 这 里 1+ 是 y 轴 和 向 量 a(#) 的 夹 角 ， 则 ac 的 轨迹 称 为 半 物 线 ( 见 图 
1-9)， 证 明 . 
3， 4 是 可 微 参数 曲线 , 曲线 上 除了 点 :== 邱 以 外 都 是 正则 点 . 
b， 此 涡 物 线 的 切线 上 切 点 和 2 帮 之 间 的 线段 的 长 度 , 总 等 于 二 
5, 设 % 〈 一 届 十 so) 一 R3 由 
Bat 3Ct2 
a = (es, es) 
给 定 。， 证明; 
3a. 对 t=0, & 与 z 轴 相 切 . 
b. 当 t3> 十 co 时, q(t)>(0, 0), 且 @'(?) (0, 0). 
6 取 反 向 曲线 ， 当 t-> 一 1 时， 曲线 及 其 切线 趋向 于 直线 FHY+A 
0, 
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图 1-10 D3scartes 时 形 线 


完整 地 画 出 5 的 轨迹 , 使 它 关 于 直线 y= 二 7? 对 称 , 这 样 得 到 的 图 形 称 
为 Descartes 叶 形 线 ( 见 图 1-10)，, 
6， 对 参数 曲线 a( 认 =《ae*'cogt, ae*Sin 人 起, 1ER, 4 和 5 为 常数 ，94>>0, b 
<0, 
a. 证 明 ， 当 4-> 二 oo 时 ，w(9 图 绕 原点 0 螺旋 形 地 盘旋 并 趋 于 原点 0 
《 正 因 为 这 样 ,a 的 轨迹 称 为 对 数 暴 线 . )( 见 图 1-11). 
b. 证 明 ; 当 1->~ 时 ， oi)>(0, 0) 且 


区 1-21 对 数 螺 线 
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lim | [a 1as 
是 有 限 的 , 即 c 在 [to，=) 具 有 有 限 弧 长 . 

7. 对 一 个 映照 & 7 一 Ra 如 果 表 达 式 ga( 的 一 (2Z( 鸭 ， 纺 的， 区 区 ) 中 的 每 一 个 
坐标 浮 数 具有 直到 龙 阶 的 连续 导数 ， 则 称 此 映照 为 0* 类 曲线 。 如果 
仅仅 是 连续 的 , 我 们 说 @ 是 0 类 的 ， 如 果 映 照 & 是 11 的, 则 称 曲线 g 
为 薪 单 曲线， 因此 § 1-3 例 3 中 的 曲线 不 是 简单 曲线 . 

设 aI>R3 是 0° 类 的 简单 曲线 如果 由 (to 十 h) 和 alto) 决定 的 
直线 当 h->0 时 有 极限 位 置 ， 则 我 们 说 a 在 t=toEI 有 器 切 线 . 如果 由 
ol 十 及 ) 和 alto 十 决定 的 直线 当 加 %*->0 时 有 极限 位 置 ， 则 我 们 说 a 
在 t=to 有 强 切 线 ， 证明. 

a. a(t)=(13, 12), 1ER 在 i=0 有 器 切线 而 没有 强 切 线 . 
*b， 如果 I>R3 属 于 0 类 ,是 在 1=to 正则 , 则 a 在 = 好 有 强 切 线 。 
c. 已 知 属于 07 类 而 不 属于 0? 类 的 曲线 
(22, £2), 当 1>0，, 
2 -| (#9, 一， 当 j<0. 
画 出 此 曲线 及 其 切 向 量 的 略图 , 
"38, 设 .I>Rs 为 可 微 曲线 , [4, 8] cI 为 闭 区 间 ， 对 [4, 5] 的 每 一 分 寡 


G= 加 过 人 过 <=0 
考虑 和 式 习 |a(t) 一 aGtt-D| 一 Kay P), 这 里 卫 代 表 给 定 的 分 割 ， 分 刘 
巴 的 范 数 |P| 定 义 为 


|P|=maxz(t, —t1), 4 == 工 ， 2, 


1-12 


几何 上 ,Kow 忆 ) 是 一 内 接 于 a《[a, 8]), 顶点 在 a(#) 的 折线 的 长 度 
( 见 图 -12)， 这 个 习题 的 要 点 是 证 明 ; ak[a, 忠 ) 的 弧 长 , 在 一 定 意义 上 
是 内 接 折 线 长 度 的 极限 , 


$ 1-4 Rs 中 的 向 量 各 Ln, 
证 明 ， 对 给 定 的 e> 0, 存在 6> 0, 使 得 若 |P| <3 则 
| 六 eola-rxa P)|<e. 
9. a. 设 必 IT>Rs 为 -Co 类 的 曲线 (参见 题 7)。 运 用 题 8 中 描述 的 折线 
逼近 , 给 出 4 的 弧 长 的 一 个 合理 定义 . 
b. 《不 可 求 长 的 曲线 .) 下 面 的 例子 表明 ， 对 任何 一 个 合理 的 定义 ,在 一 
个 闭 区 闻 中 的 Oo 类 曲线 的 弧 长 仍 可 能 是 无 界 的 . 给 定 曲 线 a [0, 4] 
一 Ra, 当 t 尖 0 时, a( 引 二,fginkm/ 引 ), 而 ac(0) 一 (0,0), 从 几何 上 证 


明 ,相应 于 二 D<t<t/m 的 这 有 曲 线 的 弛 长 至 少 是 3/ (+). 
由 此 再 证 明 , 曲线 在 区 间 1/N <t<4 的 长 度 大 于 3 训 1(w+ 了 DD， 因 


此 当 六 一 co 时 它 趋 向 于 无 穷 大 . 

10。 (直线 为 最 短线 ) 设 a。 I>R 是 一 参数 化 曲线 。 
设 {o bcl, 令 co 一 2 ao) 一 9。 
a， 对 任何 常 值 向 量 风 jo| 一 也 征明 


GD 一 上 |. «Wedte joeclas, 


b. 令 
oo=_9-2 ， 
[9 一 2 
证 明 ; 


le) — al | <f lc Las, 
即 从 <Ka) 到 ab) 长 度 最 短 的 曲线 ,是 连接 这 两 点 的 直线 . | 


$1-4 民 ? 中 的 向 量 积 


在 这 一 节 中 我 们 将 论述 Re 中 向 量 积 的 一 些 性 质 ， 这 些 性 质 
在 今后 研究 曲线 和 曲面 时 是 有 用 的 ， 

首先 我 们 回顾 一 下 向 量 空间 的 定向 的 概念 ， 对 % 维 向 量 空间 
的 两 个 有 序 基 o 一 {ej} 和 Jf 一 {f 必 ,6 一 1，…, m, 如 果 基 的 变换 逢 
阵 的 行列 式 是 正 的 , 则 这 两 个 有 序 基 有 相同 定向 ， 我 们 记 这 种 关 
系 为 e~f。 从 行列 式 的 基本 性 质 可 知 , e~f 是 一 种 等 价 关系 ， 即 
它 满足 ; 
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1. e~e. 

2. 如 果 e~f, 则 了 ~e. 

3. 如 果 e~f, f~g, 则 e~yg. 
因此 ,六 的 所 有 有 序 基 的 集合 被 分 解 成 等 价 类 (一 个 给 定 类 的 各 元 
索 有 人 ~ 关系 ), 根 据 性 质 3， 这 些 等 价 类 是 不 相交 的 ， 因为 其 变换 
的 行列 式 不 是 正 就 是 负 , 所 以 仅 存 在 两 个 这 样 的 等 价 类 . 

根据 以 上 关系 确定 的 每 一 个 等 价 类 , 称 为 下 的 一 个 定向 ， 因 
此 矿 有 两 个 定向 ， 如 果 我 们 任意 选 定 其 中 的 一 个 定 庙 , 则 另 一 个 
称 为 相反 和 定 讽 。 

在 =R: 的 情况 ， 存 在 一 个 自 然 的 有 序 基 = Cl 0, 0)， 
ea 一 (0, 4，0), Bs 一 《0, 0,1), 我们 称 相应 于 这 个 基 的 定向 为 R* 的 
正定 向 , 另 一 定向 为 负 定 向 (当然 , 这 点 可 同样 适用 于 任何 R”). 同 
样 ， 当 R" 的 一 个 给 定 的 有 序 基 属 于 R? 的 正定 向 (或 负 定 向 ) 时 ， 
我 们 称 这 个 基 是 正 基 (或 克基 ). 因此 有 序 基 w, es, ee 是 一 个 负 
基 , 因为 变换 这 个 基 为 et ea es 的 矩阵 的 行列 式 等 于 一 十 

现在 我 们 来 谈 谈 向 量 积 ， 设 忆 2E€ R*.，w 和 wv( 按 这 一 次 序 ) 
的 向 至 积 , 是 RS 中 由 下 式 唯一 决定 的 向量 wu 人 %, 

(信人 四 -ao 一 detikw， 9， oo)， 对 一 切 向 量 oE Ra. 
这 里 detGw ww @) 的 意思 是 ， 如 果 ww @ 关于 自然 基 {ey 的 表 
达 式 为 
VU Eu 0 一 了 0 = To, t=1, 2, 8, 
Ju Ws Vs 


则 det(w ww ®)=|v vs val, 


au 表示 令 阵 Cas) 的 行列 式 ， 由 定义 直接 可 得 

2 Ua Ur Va 

V2 Vg V1 Vs 4L Ya 
注 wv 人 % 也 常常 写作 wxw, 并 把 它 称 作 又 积 . 
以 下 几 个 性 质 是 很 容易 验证 的 (事实 上 它们 正 表达 了 行列 式 

的 一 般 性 质 )， 


WwW Ws 


人 v= 


os. {DD 


二 4 Rs 中 的 向 量 积 [1s] 


工 。VA4 一 一 4 人 ( 反 交 换 律 ). 
2. Au 关于 以 2%? 是 线性 的 ; 即 对 任何 实数 5，2, 我 们 有 
(cu 十 Do) 人 4 一 QU 人 4 十 Do 人 和信 

3. 当 旦 仅 当 4 和， 线性 相关 时 ,ww 人 vw 一 0. 

4. (WAV w=0, CAV) v=0, 

由 性 质 4 可 知 ， 向 量 积 w 人 2z0 是 和 ww 所 组 成 的 平面 的 法 
向 ， 下 面 我 们 给 出 它 的 范 数 和 方向 的 几何 解释 . 

首先 ， 我 们 看 到 @& 入 2). (wv) 一 lu 人 v1?>>0， 这 意味 着 向 
量 w, %, uAw 的 行列 式 是 正 的 , 即 {uw, v, w 和 人 2} 是 一 个 正 基 ， 

其 次 ,我 们 证 明 以 下 关系 ， 

wp VV 


WAYV) (LAY) = wy vy 


这 里 w 2 wm, 9 是 任意 的 向 量 。 这 是 容易 证 明 的 ， 因 为 我 们 注意 
到 上 式 两 边关 于 w v, %，y 都 是 线性 的 ， 因 此 只 要 验证 下 式 就 足 
够 了 
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(No): uA) P|, jb, Ill, 2,8, 
GB: Ci 
这 是 直截了当 的 . 
于 是 ,可 以 得 到 
luAv =| | |wl?lv|2(1— 60080) =—A’, 
wr DD 


这 里 9 是 % 和 ww 的 夹 角 ,4 是 由 名 和 % 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 

简单 地 说 ，vw 和 的 向 量 积 是 一 个 垂直 于 允 利 2 生成 的 平面 

的 向 量 , 这 个 向 量 的 范 数 锋 于 由 和 wv? 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 . 
这 个 向 量 的 方向 取得 使 {w, ww, ww 人 外 是 一 个 正 基 (图 1-18)， 
向 量 积 是 不 可 结合 的 事实 上 , 我 们 有 以 下 的 恒等式 ，. 

GAD Ao= Vw) vO— (vw), (2) 

式 (2) 可 以 证 明 如 下 .首先 我 们 看 到 , 等 式 的 两 边 都 关于 4 9, @% 

线性 , 因此 , 只 要 对 所 有 的 基 向 量 式 (2) 成 立 , 则 此 和 恒等式 便 是 正确 

的 ， 而 对 所 有 的 基 向 量 式 (2) 成 立 这 一 点 是 可 以 直截了当 地 证 明 
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图 1-13 


的 , 例如 


(6@1 Nes) 人 4 一 6 一 (9461) es 一 (69°01)01, 
最 后 , 设 & 人 从 一 (at 人 的， 人 及 ) 和 v= (V1), volt), 


ws() 是 从 区 间 (c, 四 到 民 * 的 可 微 映 照 ，3E (w 5)， 由 式 (D 直 
搂 可 知 “9 A 人 v(t) 人 


AOD) 4 A ot) +w(t) 人 加 
向 量 丙 出 现在 注 多 几何 纺 构 中 是 很 自 然 的 ， 家 上 Rs 中 平 


面 和 直线 的 几何 学 的 绝 大 部 分 ， 能 够 清楚 地 用 向 量 积 和 行列 式 来 
表达 . 在 下 面 的 习题 中 , 我 们 将 复习 一 下 这 方面 的 部 分 内 容 . 


*2, 


*3. 
“4， 


习 题 


， 验 证 下 列 的 基 是 否 为 正 基 : 


a，R? 中 的 基 {《1, 3), (4, 2)}， 以 

b，Rs 中 的 基 {(1, 3, 5), (2, 3, 7), (4, 8, 3)}. 区 

包含 于 Ra 中 的 平面 一 由 方程 sz 十 凤 十 o9 十 4=0 给 定 ， 证 明 :; 向 量 "天 
(a, b, 0) 垂直 于 平面 P， 且 平面 了 到 原点 (0, 0 0) 的 距离 为 12j/ 
Voto+te?, 

求 平 面 8 十 鸣 十 时 一 4 人 0 与 平面 3 十 4 一 7 =0 的 交角 . 

已 知 两 个 平面 si 十 bg 十 cu 十 办 一 0 1 一 1 .2 证 明 ， 这 两 个 平面 平行 的 
充 要 条 件 是 


对 -人 
0 bs ca” 


“6. 


“7. 


“8 . 


10. 


1-4 良 中 的 向 是 积 [15 


这 里 约定 : 如 果 分 母 是 零 , 则 相应 的 分 子 也 是 零 ( 如 果 丙 个 平面 或 者 重合 
或 者 不 相交 , 则 我 们 称 这 两 个 平面 是 平行 的 ). 


. 证 明 . 通过 不 共 线 的 三 点 Pi1= (T1, Y1, Bi), PI CP, Ys, £9), Pa— (Xe 


ya，33) 的 平面 , 由 方程 
(Pp—pP1)A (0 一 3) (Pp—pa)=—0 

给 定 ， 这 里 2= (2 y, 8) 是 平面 上 任意 的 一 点 ,而 p 一 pi 表示 向 量 (z 
ZY 一 委 ; 8 一 81)) 余 类 推 . 
已 知 两 个 不 平行 的 平面 aiz 十 DB 十 cu 十 0 一 0 ?一 1, 2, 证 明 . 
这 两 个 平面 的 交 线 可 以 用 参数 表示 为 

多 一 00 一 W1t Y 一 加 一 tt go~— wat, 
这 里 (zo，yo，so) 属 于 交 线 ,%= (wd，?xa，Vs) 是 向 量 积 % 一 和 人 oa w 一 (cu 
Do 1 一 二 3 


证 明 : 平面 
arvtbyt+cst+a=0 
与 直线 
TP—To=ut, 人 一 bo 一 Wo2t g— 20—uUat 
平行 的 充 要 条 件 是 


Gui + buat cus—=0. 
证 明 ; 两 条 不 平行 的 直线 
TTo=ut, Y—Yo—=ut, 8g— Bo0—ust, 
VT—T1=0t, yg—i= Vi), g—81 = vt 
之 间 的 距离 2 由 下 式 给 定 


= [GAver| 
Pp [uAv 


这 里 4 一 (Wi, Ua, 08); 9= (V1 v3, Va), ?= (m0— 21 Yo—1, 0— PBI). 


. 求 平面 0 2 一 32 一 31，V 一 3 一 51， 8 一 5 二 9; 的 交 


和 角 . rt eg 入 
R? 的 自然 定向 ， 使 我 们 可 能 对 两 个 线性 无 关 的 向 量 w vER? 所 组 成 的 


- 平行 四 边 形 的 面积 4, 给 定 一 个 符号 .为 此 , 设 {er},i~=1, 23, 是 R? 的 家 


然 有 序 基 , 并 记 w=wiel 十 waea， 4 一 WE 十 2963， 观察 下 列 和 矩阵 关系 
人 的 2) *) 
ve Vep) \vr vo/\wa vs 
说 te |? 
结果 得 到 有 ?= 。 . 
V1 Vs | . 
由 于 最 后 一 个 行列 式 与 基 了 外 同 号 ， 我 们 可 以 按 {2 0} 的 定向 是 正 
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或 负 来 说 4 是 正 的 或 负 的 ， 这 称 为 R? 中 的 定向 面积 。 


11, a, A 由 三 个 线性 无 关 的 向 量 由 ww wER* 组 成 的 平行 六 面体 的 体 
7 一 [GeAovol, 并 论述 Rs 中 的 定向 体积 的 意义 . 


藉 四 
{+ | MV ww 
wo WV WewW W 


12， 已 知 向 量 "学 0 和 向 量 证明: 当 且 仅 当 2 垂直 于 w 时 ， 存 在 一 个 向 量 
妃 使 4 人 ?9 一品， ?， 这 个 辣 量 4 是 不 是 唯一 的 ? 如果 不是 的 话 ， 那 未 最 一 般 
的 解 是 什么 ?二 人 人 

18， 设 w= CuzC8》, wal 的 ,ta( 失 ) 和 u(D 一 (oa(b，oa(Gb，oa(Gb)) 是 从 区 间 
《as 5) 到 Rs 的 可 微 映照 ， 如 果 导 数 ,的 和 ot) 满足 条 件 

w=aut) bv, 098F) =0u(t) — 08), 

这 里 wm 5 和 。 是 常数 , 证 明 w(t) v(t) 是 常 向 量 . 

14， 求 出 所 有 与 向 量 (2, 2, 1) 垂直 并 与 点 (0, 0, 02，( -2 1), (DJ 
切 所 诀 定 的 平面 平行 的 单位 向 重 . 和 5 ) 

C0, fg 后 


10 7， < 
$1-5 以 弧 长 为 参数 的 曲线 的 局 部 理论 


这 一 节 的 内 容 ， 包 含 本 书后 面部 分 要 用 到 的 关于 曲线 的 主要 
结果 . 

设 a I= (o, 8) 一 Rs 是 一 条 以 弧 长 为 参数 的 曲线 。 由 于 切 
向 量 w (s) 具有 单位 长 度 ， 从 而 二 阶 导数 的 范 数 |a'(s) |， 度 量 了 
邻近 切线 与 * 点 切线 的 交角 的 变化 率 ， 因 此 |o"(s) | 表示 在 :的 
一 个 邻 域 中 ， 曲线 以 怎样 的 速率 离开 * 点 的 切线 ( 见 图 二 这 
可 以 启发 我 们 作出 以 下 的 定义 ， 

定义 设 w 工 >Rs 是 以 弧 长 为 参数 的 曲线 sETI 则 数 
[es) | 一 Cs) 称 为 w 在 点 s 的 曲率 . 

如 果 wx 为 直线 ，a(s) = ws+w， 其 中 必 与 是 常 向 量 (|w| = 
1), 则 二 0， 反 之 , 如果 = |a" (8) | 三 0, 积分 后 则 有 ol8) 一 wa 十 
v, 所 以 这 曲线 是 直线 . 

注意 ， 当 定向 改变 时 切线 的 方向 也 改变 ， 邯 如 果 B( 一 s) 


b. 证 
te ee 
一 


了 ?一 vd vo vew |, 


8 1-5 以 斌 长 为 参数 的 曲线 的 局 部 理论 [1] 


ols) 


a"(s) 


ots) 


a'(s) 
区 114 


oCs), 则 
da 
a He- 中 一 一 两 OF 


因此 改变 定向 时 a" sa) 和 曲率 保 
持 不 变 . 

在 se) 和 0 的 点 ， 可 由 方程 
os) 一 5)nfs) 定义 与 as) 同 
方向 的 单位 向 量 ”(s)， 而 且 ， 微 
分 wa ols) 一 1， 可 得 a"(s): 
oa (s) 一 0, 即 or" (8) 与 a'(s) 正 交 . 
因此 wn(s) 与 w (8) 正 交 ， 称 nC8) 
为 在 3 点 的 主 法 向 量 ， 由 单位 切 
向 量 w (s) 与 主 法 向 量 w(s) 决定 图 15 
的 平面 ， 称 为 在 8 点 的 密切 平面 ( 见 图 15) . 

在 k(s) 一 0 的 点 , 主 法 向 量 ( 因 此 密切 平面 也 ) 没有 定义 (参见 
习题 10). 为 对 曲线 进行 局 部 分 析 , 密切 平面 对 我 们 来 说 是 不 可 少 
的 ， 因 此 为 方便 起 见 , 我 们 采用 以 下 的 说 法 ， 即 如 果 a (8) =0, 则 
我 们 说 sE 工 是 一 阶 奇 点 (os 一 0 的 点 称 为 零 阶 奇 点 )， 
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以 下 我 们 将 只 考 虚 没有 一 阶 奇 点 的 ， 以 红 长 为 参数 的 曲线 . 
我 们 用 ils) 一 os) 未 示 w 在 s 点 的 单位 切 向 量 ， 因 此 ?ts) = 
kls)n(s). 

单位 向 量 5(s) =ti(s) 人 nls) 是 与 密切 平面 正 交 的 ， 称 为 在 s 
点 的 从 法 向 量 ， 由 于 8(s) 是 一 单位 向 量 ， 因 此 长 度 |% Ge) | 是 邻 
近 的 密切 平面 与 s 点 的 密切 平面 的 变化 率 的 度 量 ， 即 W(s) 度量 
了 在 s 的 一 个 邻 域 中 , 曲线 以 怎样 的 速率 离开 8 点 的 密切 平面 ( 见 
图 1-15). 

为 计算 5) ,我们 注意 , 一 方面 5 (s) 垂直 于 58), 另 一 方面 

b’'(s) = (8) 人 m(s) +t(8) An’(s) =t(s) Nn (s); 
即 5'(s) 也 垂直 于 tls)。 因 此 5’(s) 平行 于 (9) ,我们 可 以 用 某 个 
函数 Y(s) 来 记 
b’(s) —7 (sn(s). 
(注意 ; 有 许多 作者 用 一 rs) 表示 我 们 这 里 的 5(s)、) 

定义 设 c，I>Rs 是 一 条 以 缴 长 ， 为 参数 的 曲线 ,SE 了, 且 
a'(s) 关 0。 则 由 5'(8) 一 zC9)n(s) 定义 的 数 7(9) 称 为 a 在 s 的 搁 
率 。 

如 果 w 是 一 平面 曲线 ( 即 ec(D) 包含 在 一 个 平面 中 )， 则 此 曲 
线 所 在 的 平面 与 密切 平面 一 致 ,因此 7 三 0。 反之 ,如果 “==0 ( 且 
#0) , 我 们 有 2(s) 一 加 一 常数 ,因此 

(a(s) .5o) 一 af (8) po 一 0. 
可 见 a(9) :bo= 常 数 , 因而 als) 包含 在 垂直 于 5。 的 平面 中 . 这 里 ， 
有 处 处 不 等 于 零 的 条 件 是 实质 性 的 . 在 习题 10 中 我 们 将 给 出 个 
例子 , 例 中 能 定义 为 恒 等 于 堆 , 但 曲线 不 是 平面 曲线 . 

找 率 与 曲率 不 同 , 它 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 ， 挠 率 的 符号 
具有 几何 意义 ,这 点 将 在 以 后 论述 ( 见 $ 1-6). 

注意 ， 当 改变 定向 时 , 由 于 5 一 4 人 mn， 从 法 向 量 的 符号 也 跟着 
改变 ， 由 此 推 得 罗 (s) ,以 及 挠 率 在 改变 定向 时 是 不 变 的 . 

证 我 们 总 结 一 下 我 们 的 观点 ， 对 参数 ， 的 每 个 值 , 我 们 给 定 
三 个 正 交 单位 向 量 #s)， n(s), 5Cs)， 它 们 形成 的 三 面体 称 为 在 
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8 的 Frenet 标 架 .。 当 疝 量 t(s) 和 DG 的 导数 (8) 一 km，5'(s) 
一 2 用 基 {t, %, } 表达 时 ,产生 了 一 些 几 何 的 量 ( 曲 率 天 和 挠 率 
7) ,这些 量 使 我 们 了 解 a 在 s 的 一 个 邻 域 中 的 行为 . 

对 其 他 的 局 部 几何 量 的 探索 ， 引 导 我 们 去 计算 w (9) 。. 然 而 ， 
由 于 w=58 人 zt, 我 们 有 

ns) = 6 (8s) 人 ts +0(8) AV(s) = ~— To0— kt, 

我 们 又 得 到 曲率 和 挠 率 . 

为 以 后 的 应 用 , 我 们 将 称 下 列 方程 


t= fn, 
|*- — ki—70, 
bon 

为 Frenet 公式 (为 方便 起 见 ， 我 们 省 去 了 参数 s) ， 在 这 一 部 分 ， 
以 下 儿 个 专门 和 名词 是 常用 的 ， 纪 平面 称 为 从 声 平 面 ， 而 地 平面 
称 为 法 平面 . 包含 nm(8) 且 通 过 a(e9) 的 直线 称 为 主 法 线 , 包 合 5(s) 
县 通过 ats) 的 直线 称 为 从 法 线 ， 上 曲率 的 倍数 慷 =1/8 称 为 在 8 点 
的 曲率 半径 。 当 然 , 很 容易 证 明 ; 一 个 半径 为 "的 辑 的 申 率 半径 是 
人 人, 

实际 上 , 我 们 可 以 认为 ，R* 中 的 偶 线 是 从 一 根 直 线 通 过 弯曲 
(曲率 ) 和 扭转 ( 抄 率 ) 而 得 到 的 。 从 这 种 解释 去 思考 ,我 们 就 会 去 
推测 以 下 的 结论 ,粗略 地 说 , 这 个 结论 表明 石和 YY 能 完全 描述 曲线 
的 局 部 行为 . 

出线 局 部 理论 的 基本 定理 ”给 定 可 微 函数 9)>> 0 和 (8)， 
3E 了 则 存在 一 正则 参数 曲线 a。，I->R”, 使 8 为 a 的 弧 长 ,BR(s) 为 
xx 的 曲率 ,z(9) 为 w 的 挠 率 ， 而 且 , 满足 同样 条 件 的 其 他 任何 曲线 
9 与 a 只 相差 一 个 刚体 运动 , 即 存 在 Rs 的 一 个 具有 正 的 行列 式 的 
正 交 线性 映照 p 和 一 个 向 量 6, 使 4=poa-tc. 

以 上 的 结论 是 正确 的 . 完整 的 证 明 涉 及 常 微分 方程 的 解 的 存 
在 和 唯一 性 定理 ， 将 在 第 四 章 的 附录 中 给 出 ， 然 而， 具有 同样 的 
8, ZX(s) 和 z(s) 的 两 曲线 之 间 只 差 一 个 刚体 运动 的 唯一 性 的 证 明 
却 是 简单 的 , 可 以 在 这 里 给 出 ， 
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基本 定理 的 唯一 性 部 分 的 证 明 ”我 们 首先 注意 到 ， 在 刚体 运 
动 下 弧 长 、 曲 率 和 挠 率 是 不 变 的 ; 这 意味 着 , 举 个 例子 来 说 , 如果 
M. R'>R le 且 a=a() 是 一 参数 曲线 , 则 


站 
这 似乎 是 合理 的 ， a 
来 定义 的 ， (这 些 导数 在 平移 时 是 不 变 的 , 而 内 积 和 向 量 积 是 以 向 
量 的 长 度 和 和 角度 来 表达 的 ， 因 此 在 刚体 运动 时 也 是 不 变 的 . ) 仔 细 
的 验证 留 作 习 题 (见习 题 6). 

现在 ， 假 设 两 条 曲线 a=als) 和 a=a(s) 满足 条 件 %(s) ~ 
E(s) 和 7T(8) 一 T(8)， sEI， 设 如 no，bo 和 to, m0, 50 分别 为 a 和 
2& 在 s=sE 工 的 Hrenet 标 架 、 显 然 ， 存 在 一 个 使 (sj 到 a(so)， 
使 了， No, 58o 到 如 , no, 5o 的 刚体 运动 ， 因 此 , 对 a 作 此 刚性 运动 
后 ,我 们 有 a(so) 一 also), 并 且 a 的 了 renet 标 加 t(8), n(s)，8 (8) 
和 a 的 Frenet 标 架 2(s), mn(s), 5(8) 分 别 满足 Frenet 方程 ; 


t 6 
人 证 

Qan dm yr 
BB TD， 本 a Thy 
ob 16  - 
GB BY 


而 ts0) 一 天 so)，m (so) =n(s0), b (so) =0 (so0). 
现在 ,利用 Frenet 方程 , 我们 看 到 对 所 有 的 sE 了 ， 
喜 世 + 于 15 一 5 全 
Yo, t,t—i+6—0, 0—b +n—n, w—n> 
一 1 一 下 0 一 大 十 7 一 n—ny— hn—n, t—ty 
—zn—n, 5 一 四 
一 0. 
因此 大 括号 中 的 表达 式 是 常数 , 而 且 因 为 对 8 一 % 它 是 零 ， 所 以 它 
恒 等 于 零 ， 从 而 对 所 有 的 sSE IT， 我 们 有 ts) = 5s)，m(a) -=n(8)。 


§1-5 以 弧 长 为 参数 的 曲线 的 局 部 理论 L321] 
bls) 一 6(8)， 由 于 
dm _ 7 0 
Er 


我 们 得 到 (dyds) (a 一 0) 0， 因 此 als) =als) 十 %, 这 里 4 是 一 党 
向 量 ， 由 于 as) 一 also) ,我 们 有 a=0; 因 此 ,对 所 有 的 sE 了 ,我 们 
有 als) =a(ls), 证 毕 . 

注 1 在 曲线 为 平面 曲线 a I 一 民 * 的 特殊 情况 , 有 可 能 给 曲 
率 万 一 个 符号 ， 为 此 , 设 {ei, 时 为 民 的 自然 基 ( 见 8 1-4), 并 定 
义 法 向 量 (9]，sE I 使 基 代 (s) , nts)} 与 基 {e 6 中 有 相同 的 定 
向 , 则 曲率 上 由 下 式 定义 : 

at 


Bt 


可 能 是 正 的 ,也 可 能 是 负 的 ， 显 然 ,|| 符合 前 窄 的 定义 , 而 且 当 
我 们 改变 “的 定向 ,或 改变 R? 的 定向 时 ,的 符号 都 要 改变 (图 十 
16). 


i 


6 


图 1-16 


还 应 该 注意 到 的 是 , 在 平面 曲线 的 情况 (v 三 0). 上 述 基本 定 
理 的 证 明 事实 上 是 很 简单 的 (见习 题 9). 

注 2 给 定 一 正则 的 参数 曲线 wm，I->Rs (不 一 定 以 弧 长 为 参 
数 )， 有 可 能 得 到 一 条 以 弧 长 为 参数 的 曲线 6，J->Rs， 它 与 a 的 
轨迹 相同 ， 事 实 上 , 设 


ss 的 一 | |e (las, , El, 
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由 于 ds/di 一 le | 关 0， 所 以 函数 * 一 :人 及 具有 可 微 的 反 函 数 1 一 
tts), sE 3(7) =J, 这 里 ,用 一 种 有 些 混淆 的 记 法 , # 也 就 是 s 的 反 
函数 s!， 现在 设 8 一 aot，J 一 Rs, 显 然 8(J) 一 a 了 DD), 且 18 (9| 
= [a GO (dt/ds) [一 1、 这 表示 具有 与 a 相同 的 轨迹 , 而 且 B 是 
以 缴 长 为 参数 的 ， 通 常 说 8 是 a(T) 的 用 张 长 的 再 参数 化 ， 

这 个 事实 使 我 们 能 够 将 前 面 定 义 的 所 有 局 部 概念 扩充 到 具 任 
意 参 数 的 正则 曲线 , 因此 , 我们 说 a，I>R’ 在 ;iE 了 的 曲率 (2， 
是 otT) 用 绝 长 的 再 参数 化 B,J 一 R" 在 相应 的 点 3 一 (的 网 
率 ， 这 显然 是 与 8 的 选择 无 关 的 ， 它 表明 了 在 $ 1-8 结尾 部 分 所 
作 的 仅 考 虑 以 弧 长 为 参数 的 曲线 的 限制 不 是 实质 性 的 . 

在 应 用 时 ， 如 果 能 有 一 些 使 用 任意 参数 来 表示 几何 量 的 明确 
公式 , 往往 是 方便 的 , 我们 将 在 习题 12 中 给 出 一 些 这 类 公式 . 


习 是 


如 时 没有 明确 说 明 , 这 里 a。I 一 R 总 表示 一 条 以 弧 长 为 参数 的 曲线 , 且 
对 所 有 的 sE1, 曲率 %(s) 六 0. 
1. 已 知 参 数 曲 线 ( 螺 旋 线 》 

as) 一 (acos 世 ， Sina 可， 5 也)， seER, 

这 里 e292=a?+b3， 
， 证 明 参 数 * 是 弧 长 , 
求 a 的 曲率 和 找 率 ， 
. 求 a 的 密切 平面 . 
. 证 明 ; 包含 ws) 并 通过 als) 的 直线 与 # 轴 的 交角 总 等 于 /2， 
， 证明，@ 的 切线 与 4 轴 的 交角 是 不 变 的。 
“23. 证 明 ; a 的 找 率 是 


TC9)=— 


@ 0 要 


Ws) Aa"(s) eo"(s) 
[2Cs) | 


3. 假设 CT)CR2( 即 K 是 平面 曲线 )， 并 按 上 文 所 述 给 大 定 一 个 符号 ， 将 
向 量 认 s) 平行 移动 ,使 得 tCs) 的 出 发 点 和 R? 的 原点 重合 , 则 #(8) 的 端 
点 描画 出 的 参数 曲线 s>tCs) 称 为 a 的 切线 的 指标 线 ， 设 6(s) 是 按 Ra 
的 定向 从 et 到 tCs) 的 夹 角 ， 证 明 C4) 和 (2) (注意 我 们 假设 二 0). 


“4. 


“7 ， 


和 二 -5 以 缴 长 为 参数 的 曲线 的 局 部 理论 [23] 
a&. 切线 的 指标 线 是 正则 参数 曲线 . 
b. at/ds= Cd0/ds)n, 即 k=a0/ds. 
假设 一 参数 曲线 的 所 有 法 线 通过 一 个 固定 点 。 证明; 此 曲线 的 轨迹 包含 
在 一 个 圆周 中 


， 设 正则 参数 曲线 a 具有 如 下 性 质 . 它 的 所 有 的 切线 通过 一 固定 点 。 


3a. 证明: a 的 轨迹 是 一 条 直线 (或 一 条 直线 段 ). | 
b. 如 果 < 不 是 正则 的 ,s 中 的 这 个 结论 是 否 仍然 正确 ? 


.Rs 中 由 向 量 + 确定 的 平移 是 指 映 腿 4， Ra 一 Ra ，4(D) 一 2 十 0 pE RB. 


如 果 对 所 有 的 向 量 4w ?ER 都 有 pw'pv=w*v， 则 线性 映照 p:， Rs 一 只 

称 为 正 交 变 换 。 Ra 上 的 一 个 刚体 运动 ， 是 一 个 平移 和 一 个 具有 正 的 行 

烈 式 的 正 交 变换 合成 的 结果 (把 具有 正 的 行列 式 作为 条 件 ， 是 因为 我 们 

希望 刚体 运动 保持 定向 ). 

a. 证 明 ， 在 具有 正 的 行列 式 的 正 交 变换 下 ， 疝 量 的 范 数 和 两 个 向 量 的 
夹 角 0 0 和 0<m, 是 不 变 的 . 

b. 证 明 ， 在 具有 正 的 行列 式 的 正 交 变 换 下 ， 两 个 向 量 的 向 量 积 是 不 变 
的 ， 如 果 我 们 去 掉 关 于 行列 式 的 条 件 , 此 结论 是 否 仍然 正确 ? 

6. 证 明 ， 一 条 参数 曲线 的 弧 长 、 曲 率 和 找 率 (只 要 有 定义 时 ) 在 刚体 运 
动 下 是 不 变 的 . 

设 4 IT->R? 是 一 条 平面 正则 的 参数 曲线 (任意 参数 )， 并 按 注 1 定义 +” 

一 p(t) 和 一 k(t)， 假 设 (从 和 下 0, ET 在 这 种 情况 下 ， 下 列 曲 线 称 为 

a 的 新 属 线 (图 1-17). 


韶 1-17 - 


[241 ”第 一 章 曲 线 


8. 


BOD ma + RT +EL. 


a， 证 明 ，o 的 渐 必 线 在 点 的 切线 ,是 在 1 点 的 法 线 ， - 
pb. 考虑 & 上 两 个 相 邻 点 页， 约 ) 妇 中 入 的 法 线 ， 令 嫉 趋 近 因 证 明 ; 两 根 
法 线 的 交点 收敛 于 的 渐 思 线 轨迹 上 的 一 点 ，} 
参数 曲线 (任意 参数 ) | 
oty)=(t, cosht), iER 


的 轨迹 称 为 总 链 线 . 
a. 证 明 此 基 链 线 的 带 符号 的 曲率 (参见 注 是 
人 
2 一 685 


10， 


11. 


_b. 证 明 此 县 链 线 的 渐 闻 线 ( 参 见习 题 7) 是 


BG)=(t—sinh tcosh t, 2 cosh), 


. 已 知 可 微 函 数 x(s)，sEI， 证 明 : 以 XCs) 一 为 曲率 的 平面 参数 曲线 由 


下 式 给 定 
a(s) = (| cos 9(s)ds 十 a， | sin 9Csyds+b), 0(s) = | kls)ds + 9, 


麻 且 此 曲线 除了 向 量 (e, 8) 的 一 个 平移 和 角 yg 的 一 个 旋转 外 是 后 全 确定 
的 ， 
已 知 映照 


Ct 0, el 当 t>0; 
alt) -| 人 er 0)， 当 t< 
《0,， 0, 0)， 当 t=0, 
a， 证 明 a 是 可 微 曲线 . 
b， 证明 ， 对 所 有 的 如 是 正则 的 ; 且 当 0， i 生 士 V 373 时 ， 曲 率 
k(t) 尖 0, 而 C0) 二 0. 
0. 证 明 ， 当 1>0, t>0 时 的 密切 平面 的 极限 是 平面 y=0， 而 当 1->0,# 
<0 时 的 密切 平面 的 极限 是 平面 s=0( 这 暗示 法 向 景 在 +=0 处 不 连 
续 , 并 说 明了 为 什么 我 们 要 将 % 二 0 的 点 排除 在 外 ). 
d， 证 明 ; 即使 a 不 是 平面 曲线 ， 能 名 定义 了 使 7 三 0, 
平面 曲线 常常 用 极 坐 标 p 一 pC《0), 4<9<6 给 出 。 
a. 证明 ; 弧 长 是 | 


人 VY p+ Cp')? 00， 


这 里 符号 “! ”表示 对 8 的 导数 。 
b. 证 明 ; 曲率 是 


8$ 1 上 5 以 弧 长 为 参数 的 曲线 的 局 部 理论 【35] 
二 .36p72 一 ap" 十 P 
#0) = (PVTEP 
12. 设 4: 1>R3 是 一 条 正则 参数 曲线 (不 一 定 以 红 长 为 参数 )， 设 BJ> 
Ra 是 ca 用 由 加 Ez 开始 计算 的 弧 长 s 一 s( 约 的 再 参数 化 ( 见 注 3). 设 
t 二 $C8) 是 3 的 反 画 数 , 并 令 da/dt = 二 a'，d?a/a 引 二 wm" 余 类 推 ， _ 证明; 
a. at/ds=1/|a|, dat/ds= — (oa fa)®). 
b. a 在 teEI 的 曲率 是 


ft 了 上 
Kb 一 一 [入 人 


8。G 在 tEI 的 挠 率 是 
d. 如 果 &: I->R? 是 下 而 出 级 eC) (gb) y( 信 )， 则 a 在 点 的 带 
符号 的 曲率 ( 见 注 四 是 
CIE 
*13， 假 设 对 所 有 的 se€ I 有 TCs) 二 0 和 1(s) 关 0， 证明: cCD 沙 在 球面 上 的 
充 要 条 件 是 
已 ?十 ( 忆 )272 一 常数 ， 

， .这 里 =]/h, T=1fv,B' 是 电 关 于 8s 的 导数 .. 

14. 设 a (4 5) 了 >R? 是 一 条 正则 的 平面 参数 曲线 . 假设 存在 如， 天 加 到 
已 使 从 原点 到 “的 轨迹 的 距离 lx( 纺 | 在 加 点 最 大 . 证 明 ; a 在 加 的 曲率 
满足 1kCio)| 之 1alto)1. 

“15. 设 曲 线 a 处 处 具有 非 零 措 率 ， 证 明 ; cx 的 向 量 函 数 b=bCs)( 从 法 商量 》 
“ 针 定 了 a 的 曲率 Cs) 的 信和 挤 率 (8) 的 绝对 值 。 
“16. 设 曲 线 & 处 处 具有 非 零 挠 率 : 证 明 ; a 的 向 量 函数 mnCs)《 主 法 向 量 》 

.决定 了 a 的 曲率 Cs) 和 挠 率 r*(s) 的 值 ， 

17. 一 般 来 说 , 当 曲 线 a 的 切线 与 一 加 定 的 方向 形 大 一 个 不 变 的 光 时 ， 藉 。 a 
为 螺旋 线 .2 假设 r(s) 二 0 s E11， 证明: 
*a， 当 且 仅 当 /f= 二 常数 时 ,a 是 一 条 螺旋 线 . 

sb， 当 且 仅 当 包 含 w(s) 并 通过 aks) 的 直线 平行 于 一 加 定 平面 “是 
一 条 螺旋 线 . 

“o， 当 上 仅 当 包 含 2Cs) 并 通过 cs) 的 直线 与 一 加 定 方向 形成 一 常数 角 
时 ,a 是 一 条 螺旋 线 . 

ad， 曲 续 机 
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a(s) = (SE { sins)as, 2 | oos 6(s)0s， 之 3 )， CI 一 D2 十 C2 
是 妊 旋 线 , 息 */x=b/a. 
*18. 设 4 I>R? 是 正则 参数 曲线 (不 一 定 以 弧 长 为 参数 ),%(#) 四 0，T(#) 思 
0, EI， 和 如果 存在 曲线 1->Rs, 使 < 和 5 在 ;ecI 的 主 法 线 相 同 ， 则 
曲线 a 称 为 Bertrand 曲线 ， 此 时 ,曲线 a 称 为 a 的 Bertrand 二线 ,上 且 
我 们 有 
Qt 一 aft) 二 rn(t), 
证 明 . 
a, 了 是 常数 . 
b. 当 且 仅 当 存在 线性 关系 
AR(E) + BT) =1, t+€17 
时， 是 Bertrand 曲线 , 这 里 4, B 是 非 零 常数 ,和 ”7+ 分 别 是 a 的 
曲率 和 搁 率 . . 
6. 如 果 % 有 多 于 一 条 的 Bertrand 但 线 ， 则 它 有 无 限 多 条 Bertrand 侣 
线 。 当 且 仅 当 a 是 一 圆柱 螺旋 线 时 才 出 现 这 种 情况 ， 


$1-6 局 部 规范 形式 ( 守 ] 


儿 何 学 中 最 有 效 的 解 题 方 法 之 一 ， 是 找 出 适合 这 个 问题 的 坐 
标 系 统 ， 研究 曲线 在 8 点 的 邻 域 中 的 局 部 性 质 时 ， 我 们 有 一 个 自 
然 的 坐标 系统 ， 即 在 * 点 的 Hzrenet 标 架 、 因 此 把 曲线 参照 于 这 
个 标 架 是 方便 的 ， 

设 mw I->R? 是 一 条 没有 一 阶 奇 点 的 ,以 弧 长 为 参数 的 曲线 。 
我 们 将 护 架 tCs0), mC80), bso) 作为 Rs 的 基 ， 来 写 出 此 曲线 在 m% 
的 一 个 邻 域 中 的 方程 ， 不 失 一 般 性 , 我们 可 以 假设 一 0， 并 考虑 
(有 限 的 )Taylor 展开 式 : 

a( =a(0) Tew (0) 十 要 (0) + 生 a (0) + 
这 里 lim R/s=0， 由 于 a (0) = (0)=Kn 及 
- oo" 0) = mn) = nt hn yn hs— krb, 
[ 注 】 初次 阅读 时 本 节 可 以 略 去 。 


和 16 局 部 需 范 形式 L271 
我 们 得 到 


ols) —a(0) =(s— st ( 冲 + 
这 里 所 有 的 项 都 是 在 ,0 处 计算 的 ， 
现在 让 我 们 这 样 来 取 誉 标 系 Osw， 使 原点 0 和 wa(0) 重合 ， 
县 t=(1, 0, 0)，%=(0, 1 -0),，5=(0, 0, 1), 在 这 些 条 件 下 , 
0(8) — (ws), y (8), 由 
2(8) =: 一 +R 


9m 后 kzD++ 及 , 


y(s) 一 各 ++ | (D 
z(s) 一 一 全 :二 BR, 


这 里 R- (Rs,R,, RR,)， 表 达 式 (了 ) 称 为 a 在 s~0 的 一 个 邻 域 中 
的 局 部 规范 形式 ， 在 图 1-18 中 描绘 的 是 对 较 小 的 s,m 的 轨迹 
在 加, 此 和 % 平面 上 的 投影 的 栈 图 ， 


.如 平面 上 的 投影 


地 平面 上 的 投影 号 平面 上 的 投影 
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下 面 我 们 将 叙述 局 部 规范 形式 的 一 些 几 何 应 用 .在 习题 中 可 
找到 更 进一步 的 应 用 . 

第 一 个 应 用 , 是 以 下 关于 挠 率 符 号 的 说 明 ， 从 (了 的 第 三 个 广 
程 可 知 , 如 果 -z<0 且 s 充分 小 , 则 z(s) 随 s 而 递增 ， 让 我 们 约定 ， 
称 所 指 的 一 面 为 密切 乎 面 的 “正面 >， 则 由 于 z(0) 一 0， 当 我 们 
沿 弧 长 增加 的 方向 描绘 曲线 时 ， 曲 线 将 在 8=0 处 穿 过 密切 平面， 
指向 正面 ( 见 图 1-19). 相反 , 如果 * 之 0, 曲线 ( 沿 弧 长 增加 的 方向 
描绘 ) 将 穿 过 密切 平面 ,指向 与 正面 相反 的 一 面 . 

8 工匠 中 习题 工 的 螺旋 线 具 有 负 挠 率 ， 螺 旋 线 


«(8) ~ (a con 2 了 & sin 了 一 二 ) 


是 具有 正 挠 率 的 曲线 的 一 个 例子 ， 它 是 由 第 一 条 螺旋 线 关 于 ww 平 
而 反射 而 得 到 的 ( 见 图 1-19)， 


正 后 章 ， 


图 1-19 


注 以 5 一 一 mm 来 定义 搁 率 也 是 很 普 台 的 . 若 采 用 这 种 定 
义 ,习题 1 中 的 螺旋 线 的 挠 率 就 变 成 正 的 了 . 

规范 形式 的 另 一 个 推论 是 ， 存 在 s8=0 的 一 个 邻 域 JCI， 使 
a(J) 完 金 包含 在 从 切 平面 上 向 量 % 所 指 的 一 面 ( 见 图 1-18)， 事 
实 上 , 由 于 b>>0, 我 们 得 到 . 对 充分 小 的 yD 忆 0 当 且 仅 当 s=0 
时 ,y(s) 一 0、 这 证 明了 我 们 的 断言 . 

作为 规范 形式 的 最 后 一 个 应 用 ， 我 们 提 及 密切 平面 的 下 述 入 
质 : 在 * 点 的 密切 平面 , 是 由 s 点 的 切线 和 点 al(s 十 及 所 决定 的 平 
面 当 思 ->0 时 的 极限 位 置 ， 为 证 明 这 点 , 让 我 们 假设 3=0， 则 包含 
s 一 0 处 的 切线 前 每 一 个 平面 星 *= of 或 y 一 0 的 形式 。 平面 VY=0 
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是 从 切 平面 , 如 上 所 见 它 不 包 禽 w(0) 附近 的 点 (除了 ol0) 本 身 )， 
所 以 我 们 可 以 不 予 考虑 ， 平 面 z 一 o 经 过 s+ 有 的 条 件 是 (s 一 0) 


开 
2 一 百 史 十 和 … 
y (h) 名 成 + ja 二 


令 /一 0, 则 我 们 看 到 c->0， 因此, 平面 z(s) =c(Cooy(s) 的 极限 位 
置 是 平面 一 0, 即 密 切 有 平面 。 这 正 是 我 们 想 证 明 的 ， 


习 是 


“1. 设 以 弧 长 为 参数 的 曲线 a。 I 一 Rs 的 曲率 (8) 天 0, s EI 
设 己 为 满足 以 下 两 个 条 件 的 平面 : 
(1) 书包 含 * 点 的 切线 。 
《2)》 对 * 的 任何 给 定 的 邻 城 Jc 在 三 的 两 边 总 都 存在 s(Cv) 的 点 . 
证 明 : 了 是 a 在 s 的 密切 平面 . 
2. 设 以 弧 长 为 参数 的 曲线 a: 7 一 Rs 的 曲率 以 8) 半 0, s€ IT， 证 明 ; 
a. 在 s 点 的 密切 平面 ， 是 通过 a(s)，a(s 十 加 )，als+ 加 ) 的 平面 当 
,hy>0 时 的 极限 位 置 . 
b. 通过 c(Gs)，cGsThD，cts 十 pa) 的 园 当 所, ha->0 时 的 极限 位 置 是 在 
s 点 的 密切 平面 上 的 一 个 画 ; 其 圆心 在 包含 %s) 的 直线 上 , 其 半径 是 
曲率 半径 1/%(s)， 这 个 园 称 为 在 3 点 的 密切 国 . 
3. 证 明 ; 正则 参数 曲线 a: TI- Re 的 曲率 x 从 中 0 是 平面 曲线 woa 在 t 点 的 
曲率 ,这 里 w 是 a 在 t+ 点 的 密切 平面 上 的 重 直 投影 .. 
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在 这 一 节 中 , 我 们 想 令 述 曲线 的 整体 微分 几何 的 一 些 结 果 . 其 
荧 在 平面 曲线 的 篇 单 情况 ， 这 个 课题 已 经 提供 了 一 些 不 平凡 的 定 
理 和 有 趣 的 问题 和 例子 ， 这 里 ,为 了 叙述 这 部 分 材料 , 我 们 必须 不 
加 证 明 地 接受 一 些 能 够 理解 的 事实 ， 我 们 将 尽 可 能 仔细 地 精确 说 


[ 注 ] 初次 税 读 时 本 节 可 以 格 走 ， 
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明 这 些 事实 ， 昌 然 我 们 要 在 以 后 以 更 系统 的 方式 回 过 来 论述 整体 
微分 几何 (第 五 章 ), 但 我 们 相信 , 旱 一 点 提出 这 方面 内 容 能 增进 兴 
趣 和 启发 思想 . 

本 节 将 由 浅 入 深 地 介绍 以 下 三 个 课题 ，(A) 签 周 不 等 式 , (B) 
四 顶点 定理 ，(0) Cauchy-Crofton 公式 。 这 些 课题 是 完全 独立 
的 ,初次 阅读 时 可 以 略 过 其 中 茶 一 部 分 或 全 部 内 容 ， 

在 闭 区 间 [a, 如 中 的 一 个 可 微 函数 是 定义 在 一 个 包含 [4, 引 
的 开 区 间 的 可 微 函 数 的 限制 . 

一 条 正则 参数 曲线 a: [4, 臣下 R3， 如 果 a 以 及 它 的 所 有 导数 
在 点 和 点 的 值 相同 , 即 

aa) =a(b), oq) =0(b), (a) =a" (8),* 

则 称 为 平面 闭 曲 线 ; 如 果 曲 线 “此 外 不 再 自身 相交 ， 则 4 区 为 和 单 
闭 曲 线 , 即 如 果 刀 , tE [ec，D) ,下 尖 轨 则 a(5) 天 alto) (图 1-20). 

:我 们 通常 考虑 以 弧 长 s 为 参数 的 曲线 a [0, 口 ->Ra 因此 1 是 
ax 的 长 度 ， 有 时 候 我 们 提 到 人 简单 闭 曲 线 o， 是 指 这 种 曲线 的 轨迹 . 
如 同 $1-5 的 注 1 中 所 述 ， wx 的 曲率 将 附带 一 个 符号 ( 见 图 1-20), 


. 《a) 人 简单 妆 曲 线 . : .2) 《 非 简单 ) 财 曲 线 
图 1-20 
我 们 假设 ， 平 面 上 任意 一 条 简单 闭 曲线 总 围 成 平面 上 的 一 
不 称 为 0 的 内 部 的 区 域 ， 这 是 所 清 Jordan 项 线 定理 的 一 部 分 
《证明 见 $5-6 定理 1), 这 个 定理 对 诸如 环 面 ( 炸 面 饼 图 的 表面 , 见 
图 121(q)) 上 的 简单 闭 曲线 并 不 成 立 ， 无 论 什么 时 候 我 们 谈 到 
简单 闭 曲 线 O 所 包围 的 面积 , 都 意味 着 O 的 内 部 的 面积 ， 我 们 进 
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的 环 而 了 上 的 简单 闭 曲线 0; 
0 在 上 并 不 图 成 区 域 人 @@) C 是 正定 向 的 


图 1-21 

一 步 假 设 简单 闭 曲 线 的 参数 能 这 样 地 选择 ， 以 致 当 沿 着 曲线 按 参 
数 增 加 的 方向 前 进 时 ， 曲 线 的 内 部 始终 在 左边 (图 1-21(3))， 这 
样 的 曲线 称 为 正定 向 的 ， 

及. 等 周 不 等 式 

这 也 许 是 微分 几何 中 最 古老 的 整体 性 定理 ， 它 与 下 面 的 (等 
周 ) 问 题 有 关 ， 在 平面 上 所 有 长 度 为 1 的 简单 闲 曲 线 中 , 哪 一 条 所 
包围 的 面积 最 大 ? 等 周 问题 的 这 种 形式 , 希腊 人 早已 所 知 , 他 们 也 
知道 答案 是 圆 、 然而 ,关于 圆 是 等 周 问 题 的 管 案 的 令 人 满意 的 证 
明 ， 直 在 很 久 以 后 才 出 更 ， 主要 的 原因 似乎 是 最 早 的 一 些 证 明 都 
假设 了 解 的 存在 性 ， 直 到 1870 年 才 由 开 . Weierstrass 指出 , 许多 
类 似 的 问题 并 没有 解 ， 他 
给 出 了 等 周 问题 解 的 存在 
性 的 完全 的 证 明 。Wei- 
erstrass 的 证 明 有 点 难 懂 ， 
这 是 他 本 人 发 展 的 求 某 种 
积分 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 
的 理论 的 一 个 推论 (这 个 
理论 称 为 变 分 学 ， 等 局 间 加 122 
题 是 用 这 个 理论 处 理 的 问题 中 的 一 个 典型 例子 )， 以 后 , 人 们 找到 
了 更 直接 的 证 明 , 我 们 将 要 叙述 的 简单 证 明 是 卫 Schmidt 提出 的 
(1989)， 另 一 种 直接 的 证 明和 关于 这 部 分 内 容 的 更 进一步 的 参考 
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文献 ,请 参 着 参考 书 惠 中 的 [10]. 
我 们 将 运用 以 下 的 公式 ， 来 求 一 条 正定 向 简单 闭 曲 线 a() - 
(et),y()) 所 图 的 面积 4, 这 里 +E fa, 5] 是 任意 的 参数 
OL AGL OAOL EC 
注意 ,第 二 个 公式 是 由 第 一 个 公式 结合 下 面 的 观察 而 得 到 的 ; 由 于 
曲线 是 封闭 的 ， 
b b 3 
人 oy” d=| (wy) (一 | wyot 
~ toy Cb —2y (0) ~ wyat 
二 zs 
第 三 个 公式 是 由 前 两 个 公式 直接 得 到 的 . 
为 证 明 式 (1 中 的 第 一 个 公式 ,我们 首先 考虑 图 -23 的 情况 . 
图 1-22 中 曲线 由 两 条 平行 于 y 轴 的 直线 朋 和 能 写成 形式 
y=fi(w) 与 y=fa(%) 2€ [ao 2 fu>fs 
的 现 眉 缴 组 成 。 明 然 ,此 曲线 包 转 的 面积 是 


4- fwao—) fan. 
由 于 此 曲线 是 正定 向 的 , 按 图 二 22 的 记 法 , 我 们 有 
及 = -人 人 (的 2 Ga 一 | yw (Dds— -ov 和 


这 是 因为 沿 寿 平行 于 y 轴 的 线 股 of ( 引 一 0。， 这 样 ， 我 们 证 明了 这 
种 情况 下 的 式 (1)， 

要 证 明 一 般 的 情况 ， 必 须 证 明 有 可 能 把 曲线 所 围 的 区 域 分 成 
”有 限 个 上 述 类 型 的 区 域 ， 这 显然 是 可 能 的 (图 1-28), 只 要 在 此 平 
面 上 存在 一 条 直线 妨 ， 使 a 到 这 条 直线 的 距离 p( 纺 是 一 个 具 
有 有 限 多 个 临界 点 的 函数 (临界 点 是 p'( 尹 =0 的 点 }， 而 这 后 一 个 
断言 是 正确 的 ， 但 我 们 不 准备 证 明 ， 然 而 我 们 要 提 到 , 式 (1) 也 能 
够 利用 平面 上 的 Siekes 定理 (Green 定理 ) 得 到 〈 见 习题 15) . 


§ 1-7 平面 曲线 的 一 些 整体 性 页 E83 ] 


定理 1( 等 周 不 等 式 ) 设 O 是 一 条 长 度 为 7 的 简单 平面 闭 曲 
线 , 4 是 0 所 围 区 域 的 面积 , 则 
1 一 4r4Z0， (2) 
当 且 仅 当 O 是 一 个 加 
时 等 式 成 立 . “ 
证 明 设 召 和 也 
是 与 了 曲线 O 不 接 角 的 | 
两 条 平行 直线 ， 移 动 这 
两 根 平行 直线 直到 它们 
第 一 次 与 O 相 届 ， 这样 
我 们 得 到 0O 的 两 根 平 
行 的 切线 友和 五， 使 曲 
线 O 全 部 包含 在 工 和 也 
所 确定 的 长 条 中 ， 考 虑 
一 个 与 开 和 了 1 均 相 切 
且 与 O 不 相遇 的 圆 Sr 
设 0 是 S: 的 圆心 ,以 O 图 1-24 
为 原点 取 一 坐标 系 ， 使 = 轴 往 直 于 也 和 刀 (图 1-24)， 以 弧 长 为 
参数 表示 0, a(s) 一 (wn(s), y(9))， 使 得 它 是 正定 向 的 ， 而 且 工 和 
荆 的 包 点 分 别 是 8 一 0 和 5 一 sl。 
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我 们 可 假设 立 的 方程 为 
a(s) =— (8(8), 36)) = (os), 9(3)), s€ [0, 了， 
这 里 27 是 荆 和 之 间 的 距离 。 利 用 式 (1), 并 用 表示 St 所 围 
的 面积 , 我 们 有 


4=| oy ds, 可 一 rr3 一 _f yw’ Gs, 
于 是 4+tor = (zy 一 go Yds <| (oy yo ds 
a ， ， 
| VE TY 


-| 有 + ds=17. (3) 


我 们 现在 注意 这 个 事实 ， 两 个 正 数 的 几何 平均 值 小 于 或 等 于 
它们 的 算术 平均 值 , 并 且 当 上 且 仅 当 CT 因此 


VZV < 二 (4+mr9)< 豆 Ir, (9 


即 4 Ars< Te, 所 以 式 ( 成 立 ， 
现在 假设 式 (2) 中 的 等 号 成 立 . 则 式 (8) 和 (中 的 等 号 一 定 
处 处 成 立 , 由 式 ( 约 中 的 等 式 可 铬 4 一 10、 于 是 1 一 2o， 并 县 ? 
与 荆 的 方向 无 关 . 此 外 , 式 (8) 中 的 等 式 蕴涵 
‘(oy —y%) = (v2+9) (2) + Y)D, 


或 ， (w+) 0, 
即 : 2 3 Vt 


VV 
因此 w 一 土 ryY， 由 于 + 与 荆 的 方向 选择 无 关 , 我 们 可 以 在 最 后 一 
个 关系 式 中 将 与 9 互 换 ,得 到 y= 土 r[v'， 因 此 

sty? 72( 0) + (yD = 
D 是 一 个 圆 , 这 正 是 我 们 要 证 明 的 .证 毕 。 

注 1 很 容易 验证 以 上 的 证 明 能 应 用 于 OF 曲线 ， 即 对 有 曲线 
we 人 一 (人 ,9 为) iE [a, 51), 我 们 仅 要 求 函 数 4(), y(t 有 连 
续 的 一 阶 导数 (当然 ,， 如 果 曲 线 是 闭 若 线 , 则 a 点 和 点 的 导数 相 
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多 ). 

注 2 等 周 不 等 式 对 一 大 类 曲线 均 成 立 ， 对 所 考 瞄 的 曲线 ， 
只 要 我 们 能 定义 弧 长 和 面积 , 都 已 经 找到 行 得 通 的 直接 证 明 。 为 
应 用 的 方便 ,我 们 指出 此 定理 对 分 段 O4 曲线 也 成 立 ,分 段 01 曲线 
即 由 有 限 多 段 0 弧 组 成 的 连续 曲线 . 这 类 曲线 可 以 具有 有 限 多 个 
角 点 ， 在 角 点 切线 是 不 连续 的 . 


《图 1~25). 
BB. 四 顶点 定理 
我 们 将 需要 有 关 平 面 闭 曲 

线 的 更 一 般 的 事实 . 分 段 昼 曲线 
设 a [0, 习 ->R? 为 由 a(s) 1-25 


一 (wm(s), yls)) 给 定 的 平面 团 曲 线 、 由 于 s 是 弧 长 , 故 切 向 量 1(s) 
一 《vw (s), y (s)) 具有 单位 长 度 ， 引 入 由 #3) 一 (wm'(s), Y(s)) 给 定 
的 雪 线 指标 线 去 [0, 如 一 R? 是 较 方便 的 ， 这 是 一 可 微 曲线 , 其 轨 
迹 包 含 在 一 个 半径 为 1 的 加 上 (图 1-26)。 注意 ， 此 切线 指标 线 的 
速度 向 量 是 


OO 


这 里 %* 是 法 向 量 , 按 $1-5 的 注 2 取 定 向 ,是 a 的 曲率 . 
设 0(9)，0 过 0(s) 一 2w， 是 tl8) 与 % 轴 的 夹 角 ， 即 2(2)= 
6080(8), y (8) 一 sin9(s)， 由 于 


Ov8) =aro tan 


“(s) 
w’ (8) 了 


< 


加， 1-26 
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se0 


切线 的 指标 线 


切线 的 指标 线 


=- 


用 2-27 
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因此 ，9 一 9(s) 作为 可 微 函 数 是 局 部 地 有 定义 的 ( 即 关于 每 个 = 在 
一 个 小 区 间 内 有 定义 ) 且 


dt a ; Or ai 0 
sb, sin0) =0(--sing, cos0) 一 0 


这 意 昧 着 0 (s) = 上 (8), 并 启发 我 们 用 
0(s) -| Ca 
来 定义 一 整体 的 可 微 函数 6. [0, 如 ->RR， 由 于 
入 一 8 一 bo 一 2 一 ( arc tan 2) 


3 


这 个 整体 函数 和 前 面 局 部 定义 的 9 只 差 一 个 常数 、 直观 上 ，2 (9) 
度量 了 切 向 量 的 总 的 旋转 角度 ， 即 当 我 们 在 曲线 ww 上 从 0 前 进 到 
s 时 , 切线 指标 线 上 的 点 i(3) 描绘 的 总 的 角度 ， 由 于 a 是 闭 曲 线 ， 
这 个 角 是 2 的 整数 倍 三 即 


人 (s)ds=0(D) —0(0) =2m7. 


整数 工 称 为 曲线 w 的 旋转 指标 . 

图 1-27 给 出 了 一 些 曲 线 及 其 旋转 指标 的 例子 ， 注 意 , 当 我 们 
改变 曲线 的 定向 时 , 旋转 指标 改变 符号 ， 而 且 , 所 给 的 定义 使 得 正 
定向 的 简单 闭 曲 线 的 旋转 指标 总 是 正 的 ， 

下 面 的 定理 给 出 了 关于 旋转 指标 的 一 个 重要 的 整体 性 质 ， 此 
定理 将 在 本 书 的 后 面部 分 证 明 G 56 定理 2). 

切线 回转 定理 ”简单 闭 曲 线 的 旋转 指标 是 土 1， 这 里 的 符 号 
决定 于 曲线 的 定向 . 

设 有 亚 则 平面 曲线 (不 一 定 是 六 曲线 ) ao， [a, 外 一 R’, 如果 对 
所 有 的 二 [4, 外 ,a 的 轨迹 xl[a, 中 ) 全 部 位 于 由 t 处 的 切线 决定 
的 闭 半 平 面 的 一 边 , 则 称 < 是 凸 的 (图 1-28)， 

正 划 平 面 有 曲线 g，[a, 加 一 R? 的 顶点 是 使 姑且 一 0 的 点 iE 
[a, 5] .例如 ,不 等 轴 的 椭圆 恰 有 四 个 顶点 ， 即 轴 与 椭圆 相 过 的 点 
(见习 题 切 . 一 个 有 趣 的 整体 事实 是 ， 这 个 数 正 是 一 切 凸 闭 曲 线 
所 具有 的 最 少 的 项 点 数 ， 
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非 凸 曲线 
1 一 28 


定理 2( 四 顶点 定理 ) ”简单 吓 闭 曲线 至 少 有 四 个 顶点 ， 
在 开始 证 明之 前 我 们 需要 一 个 引 理 . 
引 理 设 w， [0 站 一 RR? 为 以 弧 长 为 参数 的 平面 闭 曲 线 ， 并 
没 4，B, 0 为 任意 实数 ， 则 i 
(Mrt+By+0) 要 本 -0 .0 


这 里 函数 % 一 269), 9 二 y(s). 由 als) = (ws), y(3)) 给 定 ,是 a 的 
曲率 . | 
. 引 理 的 证 明 ”由 前 可 知 存在 一 可 微 函 数 0. [0, 如 一 RR 使 2 be 
一 0080, 9 G3) 一 Sin0， 故 (8) 一 9 (8) 并 且 l 
2 一 一 bo y= ks, 
从 而 , 由 于 涉及 的 函数 在 0 和 7 取 值 一 致 ， 


2 
| k’ds=0 

0 
1 1 1 
| mk’ ds = -| jordan 一 一 | 2 ds=0, 
0 0 o 
2 ! i 


证 毕 . . 
定理 的 证 明 以 弧 长 为 参数 表示 曲线 £0; He :由 于 天 
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1-29 
~h(s) 是 闭 区 间 [0, 习 上 的 连续 函数 , 它 在 [0, 中 上 达到 最 大 值 和 
最 小 值 (这 是 实 函 数 中 的 一 个 基本 事实 , 它 的 证 明 , 例如 可 参见 第 
五 童 附录 中 的 命题 10)， 因 此 ,a 至 少 具 有 两 个 顶点 ，a(s1) ~p 和 
xsa) 9， 设 工 是 通过 Pp 和 g 的 直线 ，B 和 7 是 由 点 2 和 7 决定 
的 O 的 两 段 弧 . 

我 们 可 以 肯定 ， 这 两 段 弧 中 的 每 一 段位 于 五 的 确定 的 一 边 . 
否则 就 会 意味 着 这 段 弧 与 工 在 不 同 于 p 和 g 的 一 点 "相交 (图 
1-29(g)).。 由 于 廿 性 以 及 p, 9, 7 是 0 上 不 同 的 点 ， 因 此 在 中 间 
点 (比如 说 区 的 切线 与 也 重合 再 者 ， 由 于 西 性， 这 就 说 明 工 在 
2 9 和 7 三 点 与 O 相 切 ， 可 是 另 一 方面 ， 除 非 五 上 整个 线段 rg 
属于 0， 否则 g 和 7 总 落 在 邻近 p( 中 间 点 ) 的 点 的 切线 的 不 同 的 
两 边 ( 图 1-29(2))， 这 意味 着 在 2 和 9 点 0， 由 于 这 些 点 是 上 
的 最 大 值 点 和 最 小 值 点 , 在 O 上 %==0, 故 了 矛盾. 

设 工 的 方程 式 为 4z 十 By+00， 邵 果 没 有 更 多 的 顶点 ， 则 
b's) 的 符号 在 弧 有 及 弧 7 上 都 保持 不 变 ， 这 样 我们 能 移 安 排 系 
数 4, B, O 的 符号 使 式 (5) 中 的 积分 是 正 的。 这 个 矛盾 显示 存在 
第 三 个 顶点 , 且 k'(8) 在 B 或 ?上 改变 符号 (比如 设 在 6 上 )。 由 于 
2 和 Y 是 最 大 值 和 最 小 值 点 ,5 (s) 在 8 上 改变 两 次 符号 ， 因 此 就 
存在 第 四 个 顶点 ， 证 毕 ， 

四 顶点 定理 已 经 成 为 许多 研究 工作 者 的 课题 、 这 定理 对 简单 
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闭 曲 组 (不 一 定 是 凸 的 ) 也 成 立 ， 但 更 难 证 明 . 有 关 这 个 课题 的 进 
一 步 的 文献 见 参考 书目 [il0] . 

以 后 人 56 命题 1) 我 们 将 会 证 明 : 当 且 仅 当 一 条 平面 闭 曲 线 
是 简单 有 曲线, 并且 能 够 被 定 问 得 使 其 曲率 为 正 或 零 时 , 这 条 平面 闭 
曲线 才 是 凸 的 ， 由 这 点 和 上 面 的 证 明 看 出 ,我 们 能 改写 四 顶点 定 
理 恕 下 : 凸 闭 曲 线 的 曲率 函数 (是 非 负 的 ) 或 者 是 常数 , 或 者 至 少 具 
有 两 个 极 大 值 和 两 个 极 小 值 ， 自然 我 们 要 问 , 这 样 的 曲率 函数 是 
否 确 实 表示 了 上 同 蝎 线 的 特性 ?更 精确 地 说 ,我 们 可 以 提出 以 下 的 问 
题 : 设 1 [g, 一 R 是 一 可 微 非 负 函数 ,五 及 其 所 有 的 导数 在 c 和 
5 都 相等 。 假设 上 或 者 是 常数 或 者 至 少 具 有 两 个 极 大 值 和 两 个 极 
” 少 值 ,那么 是 否 存 在 一 简单 闭 曲 线 we [w, 中 一 R 使 < 在 + 的 隅 率 
为 (DD)? 

在 8 严格 为 正 的 已 况 ， 互 . Glack 对 以 上 问题 的 回答 是 肖 
定 .。( 见 吾 、 Gluck “The Converse io the Four Verten 
Theorem’”’, L’ Enseignement Mathematique T. XVI, fago.3~4 
(1971), 295~809.) 但 是 他 的 方法 不 适用 于 b>0 的 情况 . 

0. Oauchy-Crofton 公式 

本 节 的 最 后 一 个 课题 , 粗略 地 说 ,是 要 找到 一 条 定理 描述 以 下 
的 情况 ， 设 C 是 平面 上 的 一 条 正则 曲线 。 我 们 观察 此 平面 上 所 
有 与 O 相交 的 直线 ， 并 对 每 一 条 这 样 的 直线 , 将 它 与 0 的 交点 的 


图 1-30 # 最 对 应 直线 的 重 数 于 1-81 工 由 和 56 决定 
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个 数 作 为 它 的 重 数 (图 1-30). 

我 们 首先 要 找到 一 个 方法 对 平面 上 给 定 的 直线 子 集 给 出 一 个 
测度 ， 说 这 是 可 能 的 并 不 太 令 人 吃惊 .因为 毕 竞 我 们 对 平面 上 点 
的 子 集 能 指定 一 个 测度 (面积 )， 一 旦 我 们 认识 到 一 条 直线 能 由 两 
个 参数 (例如 图 1-81 中 的 p 和 分 来 决定 ,我 们 就 能 把 此 平面 上 的 
这 些 直 线 , 想象 成 在 某 一 平面 上 的 一 定 区 域 中 的 点 ， 因 此 , 我 们 要 
做 的 是 找到 一 个 在 这 祥 一 个 平面 上 上 度量 “面积 ”的 “合理 的 "方法 . 

选择 好 这 个 测度 ， 我 们 就 要 应 用 它 找到 与 O 相交 的 直线 集合 
《将 重 数 计算 在 内 ) 的 测度 .结果 是 相当 有 趣 的 , 它 可 贫 述 如 下 . 

定理 3(Cauchy-Orzroften 公 式 ) 设 0 是 长 度 为 1 的 正则 平 
面 曲 线 . 与 O 相交 的 直线 的 集合 (将 重 数 计算 在 内) 的 测度 等 于 
21, 

在 进行 证 明之 前 ， 我 们 必须 定义 什么 是 平面 上 直线 集合 的 合 
理 的 测度 .首先 , 让 我 们 为 这 种 集合 选择 一 个 方便 的 坐标 系统 . 平 
面 上 的 直线 工 , 由 从 二 到 坐标 原点 O 的 距离 p>0, 以 及 从 原点 出 
发 垂直 于 工 的 半 直 线 与 xz 轴 的 夹 角 0 0<0<2r， 所 决定 (图 二 
38 蕊 .很 容易 看 到 , 以 这 两 个 参数 表示 的 工 的 方程 式 是 

wo080+y sin0 = 7p. 

因此 , 我 们 能 用 下 面 的 集合 来 代替 此 平面 上 所 有 直线 的 集合 

={(p, 0 ER p20, 0<0 一 2r}. 

我 们 将 证 明 ， 除 去 单位 
的 选择 外 ， 在 这 个 集合 中 只 
有 一 个 合理 的 测度 . 

为 确定 我 们 所 说 的 “ 合 
理 的 ”这 个 词 的 含义 , 让 我 们 
更 进一步 地 考察 民 ? 上 通常 的 
面积 测度 ， 我 们 需要 一 个 定 
义 、 轩 1-32 

Rs 上 的 一 个 刚体 运动 是 一 个 由 (5, 力 一 (o, 四) 给 定 的 映照 也 
R22-> 民 , 这 里 (图 1-82) 


| 第 一 童 曲 线 
人 ee 一 sg 
y=b+xaingty oop. 
现在 ,为 定义 集合 SCR? 的 面积 , 我 们 考虑 重 积分 


J 


即 我 们 在 上 对 “面积 元 素 ”dw dy 进行 积分 。 当 这 个 积分 在 某 种 
意义 上 存在 时 , 我 们 说 驴 是 可 测 的 ， 并 把 总 的 面积 定义 为 上 面 的 
积分 值 ， 今 后 我 们 将 假定 讨论 中 涉及 的 所 有 积分 都 存 
在 ， 


《6) 


注意 ,我 们 也 可 以 选择 其 他 的 面积 元 素 , 比 如 说 cysgody， 选 
择 doy 的 原因 在 于 ， 它 是 仅 有 的 (最 多 相差 一 个 因子 ), 在 
刚体 运动 下 不 变 的 面积 元 素 . 更 糖 确 地 , 我们 有 下 面 的 全 
题 . 

命题 1 设 f(w, 9) 是 定义 在 Rr 上 的 连续 西数 ， 对 任何 集合 
SCR3, 定义 念 的 面积.4 为 


ACS) -站 7 Yanoy 


(当然 ,我 们 只 考虑 那些 使 面 的 积分 存在 的 集合 )， 假 设 4 在 刚 
体 运 动 下 是 不 变 的 , 即 如 果 8 是 任何 集合 ,5 一刀 (3) ,这 里 允 是 
刚体 运动 46), 我 们 有 


4 人 -|| 7G， Dei-)|,f le, Dao — 4S). 


则 f(z, ) = 常数, 
证 明 ”我 们 回 吴 重 积分 中 变量 变换 的 公式 (Buck，Advanced 
Oalculus, p, 301, 或 本 节 的 习题 15)， 


人 ye Dazmo- 人 7eG D, yl D) ME- 本 而 
0 


这 里 2 一 2(Z， 幼 ， 2 一 07， y) 是 定义 变量 变换 了 T. R22 >R’, S= 
7T™1(S) 的 具有 连续 偏 导数 的 函数 , 且 
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2 2 
Oz, Y) _ or 0y 
5, ly Wy 
or Oy 
是 变换 了 的 Jacobi 行列 式 。 在 我 们 的 特殊 情况 , 变换 是 刚体 运动 
(6) , 雅 可 比 行列 式 是 
Oly, 幼 加 
DZ， 幼 
利用 这 个 事实 和 式 (7), 我 们 得 到 
J feG, », v6, asan=|| fF, Das. 
由 于 这 对 所 有 的 5 都 是 正确 的 , 我 们 有 
fe, 9), ys, 力 ) = 9). 
现在 我 们 利用 这 个 事实 : 对 民 上 任意 两 个 点 (zw, y),， (3, 纺 ， 
存在 一 刚体 运动 ,使 F(z, 9) = (z, 办 .因此 
je Y) = (f°F) (5, =f 5, ), 
从 而 ,f(w, y) 一 常数 ， 这 正 是 我 们 所 期 望 的 ， 证 毕 ， 
注 3 以 上 的 证 明 依据 两 个 事实 : 第 一 、 刚体 运动 的 雅 可 比 行 
列 式 是 1; 第 二 、 刚体 运动 对 平面 上 的 点 是 可 迁 的 ， 邯 对 平面 上 两 
个 任意 给 定 的 点 ,存在 一 个 刚体 运动 把 一 个 点 变 到 另 一 个 点 , 
做 了 这 些 准 备 工作 之 后 ， 我 们 最 终 已 能 定义 集合 名 上 的 测 
度 ， 我 们 首先 注意 到 ， 刚 体 运 动 (6) 诱 导 了 纪 上 的 一 个 变换 。 事 
实 上 , 式 (6) 将 直线 zo089+ysin0~p 映照 到 直线 
Zoos(9 一 p) + sin(g 一 p) =p— oc080— bsing., 
这 意味 着 在 纪 上 由 式 (6) 诱 导 的 变换 是 
人 
6~0— op. 
很 容易 验证 , 以 上 变换 的 Jacobi 行列 式 是 1, 而且 这 个 变换 对 平面 
上 的 直线 的 集合 也 是 可 迁 的 。 因 此 我 们 定义 集合 %cC 儿 的 测度 
为 


cogD —sing 


. =1, 
sing COS 
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J wo 


用 证 明 命题 工 的 同样 方法 , 我 们 可 以 证 明 , 在 相差 一 个 常数 因子 的 
范围 内 这 是 关于 儿 的 在 刚体 运动 下 不 变 的 唯一 的 测度 、 因 此 , 这 
个 测度 是 合理 的 . 

现在 我 们 能 概要 地 叙述 定理 3 的 证 明 . 

定理 3 的 证 明 概 要 ”首先 假设 曲线 O 是 长 度 为 了 的 直线 段 . 
由 于 我 们 的 测度 在 刚体 运动 下 是 不 变 的 ， 我 们 能 够 假设 坐标 系统 
的 原点 0 在 O 的 中 点 ,2 轴 位 于 0O 的 方向。 则 与 O 相交 的 直线 前 
集合 的 测度 是 (图 1-83) 


fen- (eo ee 


其 次 , 设 OO 为 由 有 限 段 长 度 为 h(Z1~DD 的 线段 组 成 的 折线 . 
设 m~-n(p, 0) 是 直线 (p, 0) 与 0 的 交点 数 . 这 时 ， 对 每 一 线 朋 算 
出 结果 然后 求 和 , 我 们 得 到 


[frapa— 2 Pu-2, z (8) 
这 是 折线 的 Qauchy-Orofton 公式 ， 


留 1-33 
最 后 ， 通 过 求 极 限 ， 就 可 以 把 上 述 公 式 推 广 到 任何 正则 有 曲线 ， 
这 也 就 证 明了 定理 8， 证 毕 . 
值 称 注意 的 是 ， 这 个 课题 的 总 的 思想 属于 几何 学 中 称 为 积分 
几何 的 分 支 ， 积 分 儿 何 的 概述 可 参看 L. A. Santel6, “Integral 
Geometry, "in Bitudies in Global Geometry and Analysis, 


& 1-7 平面 曲线 的 一 些 整体 性 质 [45] 


edited by 8. 8S. Ohern, The Mathematical Association of 
America, 1967, 147 必 198. 

Oauchy-Orofton 公式 能 应 用 于 许多 方面 。 例 如 , 当 上 曲线 是 不 
可 求 长 的 ( 见 $1-8 习 题 9) 但 式 (8) 的 左边 有 意义 时 ， 可 利用 它 来 
定义 这 种 曲线 的 “长 度 ”， 式 (8) 也 可 用 来 得 到 估计 曲线 长 度 的 有 
效 方法 ， 实 际 上 , 下 面 给 出 的 是 对 式 (8) 中 的 积分 的 一 个 很 好 的 近 
似 [ 往 ]。 考虑 一 族 平行 直线 ， 其 相 邻 直线 间 的 距离 为 ”。 将 此 平行 


直线 族 旋转 角度 于 ，2，.2， 就 得 到 四 个 直线 族 ， 设 郊 为 所 有 


这 些 直 线 与 曲线 O 的 交点 数 ， 则 
1 i 


一 NT 


2 4 
是 积分 吉首 map69 一 0 的 长 度 
的 一 个 近似 值 ,由 此 给 出 了 0 的 长 度 的 估计 。 为 了 知道 这 个 估计 
的 准确 程度 , 让 我 们 做 个 例题 . 


例 图 1-84 中 的 曲线 是 电子 显微镜 下 的 环 状 DNA 分 子 .我 
们 要 估计 它 的 长 度 ， 在 图 上 画 出 四 个 直线 族 ， 直 线 闻 的 距离 为 7 


毫米 , 夹 角 为 和 (一 个 更 实用 的 方法 是 将 这 直线 族 一 劳 永 逸 地 画 


人 


pg 


A 


a 区 | 
xd }# ixXIX KY 


NA AY 


K dy 
不 I 不 X14 


KX 


[ 注 ] 感谢 Robert dardner 建议 我 采纳 这 个 应 用 及 下 面 的 例子 。 
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在 透明 纸 上 )， 数 出 交点 数 为 158， 则 


1. wmw 1 ~» 3.14 


由 于 图 中 的 参考 线 代表 1 微米 (一 10-* 米 )， 而 按 我 们 的 尺度 量 下 
来 是 65 毫米 ,r 一 守 , 因 此 , 从 我 们 得 到 的 信 计 算出 此 DNA 分 子 


的 长 度 近 似 为 
60( 守 ) ~16.6 微米 . 


正确 的 值 是 16.8 微米 ， 
习 题 
*1. 是否 存 在 平面 简单 闭 曲 线 , 全 长 为 6 英尺 ,所 图 的 面积 为 3 平方 英尺 


*2. 设 4B 是 址 线段, 1>>4B 的 长 度 ,证 明 . 连接 4, 8 的 长 度 为 1 的 曲线 0 
与 45B 所 国 面 积 最 大 时 ,0 是 通过 4, BB 的 圆 弧 ( 图 1-35). 


图 1-35 图 1-36 


3. 计算 椭 贺 
v=aco8t, y= bsint, te [0, 2o], a+b 
的 曲率 ， 并 证 明 此 椭 贺 有 下 个 顶点 (a, 0)， 《一 9 0), ‘0, b), (0, —b). 
“4.， 设 0 为 平面 曲线 ， 了 为 在 点 pe C 的 切线 ， 画 出 与 ?点 的 法 线 平 行 且 与 
2 点 距离 为 4 的 直线 工 (图 1-36). 设 关 是 二 上 由 C 和 了 截 得 线段 的 长 
度 ( 因 此 hb 是 0 相对 于 了 的 “高 度 ”). 证 明 ， 


xp)|~lim 党， 


-0 
这 里 %(p) 是 C 在 ?的 曲率 . 
“5， 如 果 平 面团 曲线 C 包含 在 半径 为 + 的 圆 盘 中 , 证 明 , 存在 一 点 pe CO， 使 


0 在 2 的 曲率 满足 lz| > 二 . 


6. 


“9， 


、 和 +-7 平面 曲线 的 一 些 整体 性 质 [47] 
设 als), se [0, 如 是 正定 向 的 平面 凸 闭 曲 绕 . 曲线 
BS)=a(s) — rn(s) 
称 为 a 的 平行 曲线 (图 一 37)， 


这 里 ~ 是正 的 常数 ，” 是 法 向 


量 ， 证 明 ; 
a. 8 的 长 度 =a 的 长 度 十 - 


27. 
b. 4(C9) 一 4(a) 十 红 十 opy2. .7 
月 


©@. 56o(s) 一 Ho(s)/CL 二 YY)， 
对 (oa)~(c)，4( ) 表示 相应 图 1-37 
的 曲线 所 图 的 面积 ，h。， hs 分 别 是 a 和 BB 的 曲率 . 


' 设 RR>R? 是 定义 在 整 条 实 直 线 只 上 的 平面 曲线 假设 as 不 通过 原 


点 0=(0, 0), 且 
im lalDI=m 和 lim lab 一 = 
a. 证 里 : 存在 点 dE RR, 使 对 所 有 的 teER 有 |alto)|<[aCt)|. 
b. 用 一 个 例子 证 明 : 如 果 不 假 设 lim |a(2)|= 和 lim [a()|= ~ 
则 s 中 的 论断 是 错误 的 . 


' "a. 设 a(s), s€E [0, 刀 为 简单 平面 六 曲线 .假设 曲率 Us) 满足 0< 


hs) <0C， 这 里 0 是 常数 (因此 ，a 不 如 半径 为 T/C 的 加 弯曲 得 厉 
害 )， 证 明 ， 
< 的 长 度 > 他 . 
b. 把 a 的 假设 中 的 “简单 ” 改 为 “a 有 旋转 指标 MX*， 证明; 


a 的 长 度 > 2 二 
对 集合 玉 cR?, 如 果 任 意 给 定 两 点 gp，9e 及 , 直线 段 09 包含 在 五 中 , 则 
称 互 是 凸 集 ( 图 1-38)，、 证 明 ; 简单 瑟 闲 曲线 围 成 一 个 凸 集 . 


图 1-39 


[48] 
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10. 设 0 为 平面 吓 曲 线 . 用 凡 何 方法 证 明 C 不 会 自己 相交 . 


“二 工 ， 


*12. 


对 给 定 的 非 吓 简单 平面 闭 曲线 0, 我 们 可 考虑 它 的 凸 包 豆 ( 图 139)， 即 
包含 C 的 内 部 的 最 小 的 凸 集 的 边界 ， 井 线 互 由 C 的 弧 和 C 的 跨 过 “ 非 
凸 闻 阶 ?的 切线 段 组 成 (图 1-39)， 可 以 证 明 瑟 是 C4 凸 闭 曲 线 。、 利 用 
这 个 证 明 在 等 周 问 题 中 我 们 仅 需 考虑 凸 曲 红 的 情况 . 
考虑 平面 上 的 单位 加 31， 证 明 比 M1/Ms=1/8， 这 里 四 3 是 此 平面 上 
与 人 9 相交 的 直线 集合 的 测度 , Wi 是 所 有 与 87 交 成 的 弦 长 >M3 的 直 
线 的 测度 ， 直 观 上 上, 这 个 比 是 一 条 与 相交 的 直线 ,能 与 87 交 成 长 度 
大 于 51 的 内 接 等 边 三 角形 的 边 长 的 弦 的 概率 (图 二 40). 


13. 


14. 


15. 


图 1- 季 图 1-41 


设 0 为 胆 率 X>0 的 定向 平面 闭 曲 线 ， 假 设 0 至 少 有 一 个 自 相 交点 8. 

证 明 ; 

a， 存 在 一 个 点 p'E 0, 使 p' 点 的 切线 于 平行 于 2 点 的 某 条 切线 . 

b. 在 C 的 由 pp'P 组 成 的 正 弧 上 , 切线 的 旋转 角 >>w (图 二 41)， 

6. 0 的 旋转 指标 >2. 

a， 证 明 ; 若 直 线 忆 与 财 凸 曲线 C 相遇 ， 则 工 或 者 是 0 的 切线 , 或 者 恰 
与 C 相交 于 两 点 . 

b， 利用 a 证明; 与 C 相遇 的 直线 集合 (不 计 重 数 ) 的 测度 等 于 C 的 长 
彰 . 

平面 上 的 Green 定理 是 微 积 分 的 一 个 基本 事实 ， 它 可 以 氢 述 如 下 ， 设 

a(t) 一 《w(t),Yy《t)), tE [4, 5] 为 一 简单 平面 闲 曲线 假说 < 正定 向 ， 

0 为 它 的 轨迹 ,号 为 0 的 内 部 ， 又 设 p 一 p(z， 切 ，4 一 dz 9) 为 具有 连 

续 偏 导数 pas, Py，9s， 4 的 实 函 数 ， 则 


$1-7 平面 曲线 的 一 些 整体 性 质 [49] 


ie-pyardy=| (vp era OY )a (9) 


这 里 第 二 个 积分 中 函数 p 和 9 是 限制 在 a 上 的 , 且 积 分 是 在 上 下 限 1= 
4 和 ==b 之 间 进 行 的 ,在 下 面 的 4 和 ?2 中 , 我们 打算 由 Green 定理 推导 
玉 的 面积 公式 和 重 积分 中 变量 变换 公式 《参见 本 节 式 C1) 和 (C7))， 

a。 式 (9) 中 令 gz, p 二 一 y， 则 


5- 用 ww- 当 有 28 训 -wD 委 )a 


b. 设 f(z, 急 为 具有 连续 偏 导数 的 实 函 数 , 7: R?->R? 为 由 具有 连续 偏 
导数 的 函数 z=z(uw， 2), y=yCw, 2) 给 定 的 坐标 变换 。 在 式 (9) 中 
选择 p 一 0 和 gq, 使 4。=f。 相 继 地 运用 Green 定理 ， 映 照 工 并 再 次 
运用 Green 定理 就 得 到 


人 ye warov= | ad = CaoT) yo Cy 
一 ,{ 才 (a2) -部 (geT)yo) Jauav, 
证 明 ， 
序 (gw(u, ©), yw 四)y) 一 - 庆 (gCelu »), yl 0))yo) 


fl oh yo oth — oy) =f 的 
将 其 与 上 式 结合 就 得 到 重 积分 的 变换 公式 : 


人 re garay= | fz 0), yb 0)) Be dudo, 


第 二 章 正则 曲面 


82-1 引 证 


在 这 一 章 ， 我 们 将 开始 对 赐 面 的 研究 . 不 象 在 第 一 章 中 我 们 
主要 应 用 单 变量 的 初等 微 积分 ， 而 现在 我 们 需要 一 些 多 元 微 积 分 
的 知识 ， 特 别 地 ， 我 们 需要 知道 R? 和 R? 中 函数 和 映照 连续 性 及 
可 微 性 的 一 些 事实 ， 所 需 的 预备 知识 在 任何 一 本 高 等 微 积分 的 标 
准 教科 书 中 能 找到 ， 如 Buck, Advanced Oaloulus; 在 本 人 章 附 录 中 
我 们 给 出 了 这 方面 某 些 材 料 的 醒 概 . 

在 $ 2-2, 我 们 将 导入 R* 中 正则 曲面 的 基本 概念 。 相对 于 第 
一 章 中 曲线 的 处 理 , 正则 划 面 定义 为 集合 而 不 是 映照 、§ 2-2 的 目 
标 , 是 描述 某 些 判别 R* 中 的 一 个 给 定 集 合 是 否 为 正则 曲面 的 有 用 
准则 . 

在 8 2-8， 将 说 明 对 正则 曲面 上 的 一 个 函数 ， 可 定义 它 的 可 微 
性 ,在 $ 2-4 我们 将 说 明 ,在 R? 中 通常 的 微分 概念 对 这 种 函数 能 
被 推广 这样 ,在 只" 中 的 正则 曲面 提供 了 二 维 微 积分 的 自然 杠 
架 . 

当然 , 曲线 也 能 用 相同 观点 来 处 理 ,也 就 是 把 它 定义 成 R* 中 
的 子 集 , 从 而 就 为 一 维 微 积分 提供 了 自然 的 框架 ， 这 我 们 将 在 $2 
-8 概要 地 提 及 . 

8 2-2 和 $$ 2-8 对 这 本 书 的 其 余部 分 是 要 紧 的 . 初学 者 也 许 发 
党 那些 节 中 的 证 明 多 少 有 点 困难 . 如 磁 到 这 种 情况 , 在 初次 阅读 
时 可 略 去 这 些 证 明 . 


§ 2-2 正则 曲面 ;正则 值 的 原 像 [51] 


在 $2-5, 我 们 将 引进 第 一 基本 形式 ， 它 是 处 理 正则 曲面 上 度 
量 问 题 ( 曲 线 的 长 度 、 区 域 的 面积 等 等 ) 的 一 个 自然 工具 ， 这 将 成 
为 第 四 章 的 一 个 非常 重要 的 问题 ， 

$ 2-6 到 $ 2-8, 初 读 时 是 供 选 择 的 .在 $2-6 中 , 将 处 理 正则 
曲面 的 定向 概念 。 它 在 第 三 、 第 四 这 二 章 中 将 是 需要 的 ， 但 是 ,为 
了 那些 跳 过 这 一 节 的 人 方便 起 见 ， 在 第 三 章 开始 处 我 们 将 回顾 定 
向 的 概念 . 


$2-2 正则 曲面 ; 正则 值 的 原 像 [ 注 习 


这 里 要 引进 Rs 中 正则 曲面 的 概念 ， 粗糙 地 说 ，Rs 中 的 一 张 
正则 曲面 是 取 一 些 平面 片 , 通过 变形 和 适当 安排 而 得 , 使 所 产生 的 
图 形 没有 尖 点 , 没有 边 也 不 自身 相交 , 以 致 图 形 的 每 一 点 上 切 平面 
是 有 意义 的 。 想法 是 定义 一 个 二 维 的 集合 ,， 它 足够 光滑 以 臻 通常 
的 微 积分 概念 能 在 它 上 面 推广 ， 在 $ 2-4 末 将 完全 清楚 下 列 定义 
是 满足 要 求 的 . 

定义 1 子 集 SCRs 是 一 张 正 则 曲面 , 如果 对 每 点 PES 存在 
一 个 邻 域 玉 CRa 和 一 个 开 集 TCRa 到 六 SCRs 上 的 映照 全, 本 
VS 满足 下 列 条 件 (图 2-1)， 

1. 也 是 可 微 的 .这 意味 着 如 果 映 照 了 表示 成 

Xu, 加 一 (lu 9), ylu, 0), zu, v))I 泪 2], (ww, ») ED, 
那么 函数 2 Cw, 29), y (ww 2),，2(w, 中 在 口中 具有 所 有 阶 的 连续 偏 
导数 . 

2. 下 是 同 胚 喘 照 ， 从 条 件 1 开 是 连续 的 ， 所 以 同 胚 意 昧 闭 
于 有 连续 道 映 照 卫 -LV 站 S->D, 即 对 -+ 是 定义 在 包 会 六 由 妨 的 
开 集 玉 上 连续 映照 .WCR->Rs 的 限制 . 

”“[ 注 杂 本 节 中 的 证 明 在 初恋 时 可 略 去 . 
[ 注 马 ”一眼 可 以 乾 出 ,这 个 等 式 左 端的 并 (ui 内， 是 饼 征 ， 而 等 式 右 端的 (ww 妨 ， 
VC 四) 和 8 (C4, 中 均 为 标量 ， 我 们 在 本 书 中 ,对 舌 量 综 统 不 用 黑体 加 以 


标记 ; 正如 在 此 场合 中 一 样 ,只 要 联系 上 下 文 一 起 来 进行 阅读 ， 加 不 会 引 
起 渴 乱 ， 一 一 译 者 法 
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3. 《正则 性 条 件 ) 对 任何 9E 六 ,微分 映照 8 全 o. R 一 R 是 1-14 
的 . 
以 下 我 们 将 对 条 件 3 作出 解释 . 


辆 2-1 


映照 耻 称 为 p 点 附近 的 一 个 参数 表示 或 (局 部 ) 坐 标 系 .pp 点 
在 S 中 的 邻 域 六 niS 称 为 符 标 尔 域 . 
为 了 给 条 件 3 一 个 更 熟悉 的 形式 , 让 我 们 在 Ra 的 规范 基 61 一 
(1, 0), 6 一 (0, 机 及 坐标 ( 四 和 Rs 的 规范 基 访 = (全 0, 0), f， 
= (0, 二 0), 户 = (0 0, 1) 及 坐标 (w, y, 妇 下 计算 线性 喘 照 @&Z。 
的 矩阵 ， 
设 g= (Wo, 90). 向 量 9 是 曲线 ww>(w，%0) 的 切 癌 量 , 这 条 曲 
线 在 映照 互 下 的 象 是 曲线 
w> ww, Vo), YC, vo), Zl, 00)). 
这 条 象 曲线 ( 称 为 w= wo 的 坐标 曲线 ) 在 S 上 , 且 寿 了 (gq) 的 切 向 量 
是 (图 2-2) 
多 )- 弘 
人 5 Du 
其 中 导数 在 (wo, vo) 点 计算 ， 而 向 量 是 以 它 在 荐 [7 fa fa} 下 的 分 
最 表示 的 ， 从 微分 的 定义 (第 二 章 附录 的 定义 1) 
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ap 2y 2)_0X 
G7) ~( 总 人 2 总): 


类 似 地 ， 利 用 坐标 曲线 %=wo( 曲 线 o>(wo, 在 映 照 且 下 的 
象 ), 我 们 得 到 


_(az WW 2 _ 8 
de(e) — (Bs EE 


图 2-2 
这 样 , 线性 映照 8 对, 在 前 面 所 示 的 基 下 的 矩阵 是 

pw 3 
Di Do 
0 如 

az-| 有 型 让 | 
3 
Di Do 


那么 ， 定 义工 的 条 件 3 可 表示 为 上 列 矩 阵 的 二 列 向 量 是 线性 
独立 的 , 或 向 量 积 2 开 入 8 字 #0, 或 4 了 的 矩阵 的 二 阶 子 式 之 一 在 


现 人 到 
g 点 不 等 于 零 , 即 下 列 Jacobi 行列 式 之 一 
ao 人 Io | B30,2) Bl, 2) 
oO, 0) lO Oyl’ au ao 
Ou Ov 


在 9 点 不 等 于 零 ， 
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注 工 对 定义 1 还 要 做 些 评述 .、 首先， 对照 第 一 章 曲 线 的 处 
理 , 曲面 被 定义 为 R? 中 的 一 个 子 集 , 而 不 是 一 个 映照 ， 这 是 通过 
满足 条 件 1, 2 和 3 的 坐标 邻 域 履 盖 访 而 做 到 的 . | 

如 果 我 们 期 望 在 8 上 建立 微分 几何 , 条 件 工 是 很 自然 的 . 条 件 
2 中 的 1-1 性 的 目的 , 在 于 避免 正则 曲面 的 自身 相交 ， 这 对 于 我 
们 打算 引进 曲面 上 一 点 PES 的 切 平面 概念 ， 显 然 是 必要 的 ( 见 图 
23kw))， 在 条 件 2 中 首 映 摄 的 连续 性 有 一 个 更 深入 的 目的 , 它 只 
有 在 下 一 节 才 能 被 完全 理解 ， 暂时 ， 我 们 将 指出 对 证 明 某 些 以 参 
数 表 示 定 义 的 对 象 不 依赖 于 这 个 参数 表示 而 依赖 了 于 曲面 8 本 身 ， 
这 个 条 件 是 必须 的 .最 后 , 正 象 8 2-4 所 示 ， 条 件 8 将 保证 曲面 S 
的 所 有 点 上 切 平面 的 看 在 性 ( 见 图 2-8(2)). 


(a) 


图 2-3 在 正则 曲面 定义 中 回避 的 某 些 位 置 
例 1 让 我 们 说 明 单 位 球面 
B= {(%, y, 2) ER wy +2 = 1} 

是 一 张 正则 曲面 . : 

我 们 首先 验证 如 下 映照 Xi: UCR->R3 - 

Zils, 9 =, y, + Mi tg), (w, EU 

是 52 的 一 个 参数 表示 ， 其 中 R* 一 {(w,y,2) ER3;z=0}, DU ~ {(%，, 
ERS wy<1}。 注意 到 下 1( 中 是 vy 平面 以 上 的 53 的 一 个 
开 子 集 . | | 

因 2 十 ?<< 则 沙 数 二 Mi 一 (WB 十 y3) 具有 所 有 阶 的 连续 偏 
导数 . 因此, 了 1 是 可 微 的 , 满足 条 件 1， 
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因 Ow, 2 = 
ao yg) 
条 件 3 也 成 立 . 


为 了 验证 条 件 2, 我 们 注意 到 了 + 是 1-1 的 , 且 下 7! 是 (连续 ) 
投影 ro y, 2 一 (%, 幼 在 集合 了 1(U) 上 的 限制 . 这样， 瑟 i 在 
xi(7) 上 是 连续 的 . 

下 面 , 我 们 以 类 似 的 参数 表示 来 覆盖 驼 个 球面 。 以 

Rol, DW = %, y, — Mi— (ty) 
来 定义 了 xs UCR*>RS 易 证 它 是 一 个 参数 表示 ， 我 们 用 到 ， 
对 1(D0) 和 了 字 a(0) 覆 六 了 Ss 除去 淋 道 
{%, y, ERS, ms +o =1, s= 0}. 
然后 , 利用 zz 平面 及 六 平面 , 定义 参数 表示 
Ralt, DD=(%, Vi-~ +2), 2), 
Kilt, 2 = 2, ~ VT , 2), 
Fsly, 2 = (VI— (yt , y, 2), 
Zoly, = (—M 1- +2), y, 2), 
它们 和 于 1 及 于 ,一 起 完全 地 覆盖 了 52( 图 2- 水 、 这 就 是 说 明了 
S? 是 一 张 正 则 曲面 . 
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对 大 多 数 应 用 ， 在 S53 上 导入 地 理 坐 标 系 是 方便 的 ， 设 三 =- 
{0, 四 ;0<0<m， 0<p<2w}, ,VR 为 
0, $)= (sin g cos $, sinb sin $, cos 9), 
最 然 , 了 (7) 己 53， 我 们 将 证 明 革 是 5 的 一 个 参数 表示 .9 通常 
称 为 余 纬度 (纬度 的 余 角 ) 而 中 称 为 经 度 ( 图 2-5). 
显然 , 函数 Seo 和 sin 0sin 4$，cos9 有 各 阶 连 续 偏 导数 ; 所 
以 , 是 可 微 的 . 而 且 为 了 Ja- 
cobi 行列 式 
Ow, Y) 
DC $) 
Oly, %) 
8(0, 9$) 
Ov, 2) ap 
ZC 六 而 sin20 sing 
同时 为 零 , 必须 有 
cosag sin20 + sint0 cos? $+ sin 0 sin?$ — sin’g —0. 
这 在 六 中 不 可 能 发 生 , 所 以 定义 1 的 条 件 1 和 条 件 3 被 满足 ，. 
其 次 , 我 们 观察 到 一 旦 给 定 (z, y, *) E53 一 OO， 其 中 是 半 圈 


= C080 sin 0, 


一 Sin20 cos $, 


图 2-5 


周 
O=—{{%, y, 2 E SYy—0; v2>0}, 

0 就 被 9 一 co8-1% 所 唯一 确定 , 因为 0<9<m， 有 了 9, 从 wsin0 
cos 中 , y 一 sin9 sin 四 就 知道 sn $ 和 cos$, 这 就 唯一 地 确定 四 (0 
二 $$ 二 2w)， 从 而 对 存 它 的 道 耻 为 了 完成 条 件 2 的 验证 ， 我 
们 应 证 明 于 ~ 是 连 线 的 ， 但 因为 我 们 很 快 将 证 明 (命题 分 ， 只 要 
我 们 已 经 知道 集合 S 是 一 张 正 则 有 曲面， 这 个 验证 是 不 必要 的 . 这 
里 就 不 证 了 . 

我 们 指出 下 (7) 仅 略 去 了 53 的 一 个 半圆 周 ( 包 括 两 个 极点 ) 
且 & 能 被 两 个 这 种 类 型 的 坐标 邻 域 所 覆盖 . 

在 习题 16 中 我 们 将 表明 邵 何 用 另 一 个 有 用 的 坐标 邻 域 系 米 
覆盖 32 

例 1 说 明 ， 队 定义 出 发 来 判断 R3 的 一 个 给 定子 集 是 否 为 一 
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张 正则 曲面 , 可 能 是 乏味 的 .在 研究 进一步 的 例子 之 前 , 我 们 给 ! 
二 个 命题 , 它们 将 简化 上 述 乏 味 的 手续 ， 命题 工 说 明了 一 张 正则 
曲面 的 定义 和 函数 z=f(w, 奶 的 图 之 闻 的 关系 ， 命 题 2 应 用 了 反 
函数 定理 并 且 将 正则 曲面 的 定义 与 (w, y, ) = 常数 形式 的 子 集 
联系 了 起 来 . 

命题 1 如 果 f.U>R 是 在 R? 的 开 集 口中 的 一 个 可 微 函 数 ， 
那么 了 的 图 , 即 Rs 中 由 (w, y, f(z, 引 )，(%, y) ED, 给 定 的 子 集 
是 正则 曲面 . 

证 明 只 要 证 明 由 

Fu, 办 一 (wo fu, ©)) 

给 定 的 映照 陡 , U0->Rs 是 图 的 一 个 参数 表示 , 它 的 坐标 邻 域 黎 盖 了 
该 图 的 每 一 点 ， 条 件 1 显 然 是 满足 的 , 而 条 件 3 验证 毫 无 困难 , 因 
8(w, y) /0(wu, v) = 三 1， 最 后 ， 该 图 的 每 一 点 (wm, y, 2) 是 唯一 的 点 
Go 2) = (w, 办 EU 在 并 下 的 象 ， 所 以 , 有 是 1-1 的 , 且 因 子 -1 
是 Rs 到 zy 平面 的 (连续 ) 投影 在 了 的 图 上 的 限制 ， 肝 ~! 是 连续 
的 。 证 毕 . 

在 叙述 命题 2 之 前 ,将 需要 一 个 定义 . 

定义 2 对 定义 在 Re 的 开 集 可 中 的 一 个 可 微 喘 照 F. TCR 
->R”", 我们 称 pE 口 是 也 的 一 个 临界 点 ,如 果 微分 映照 4F5: Re 
Re 不 是 满 映 照 (或 到 上 映照 )， 临 界 点 的 象 了 (Pp) ER" 称 为 也 的 
一 个 临界 值 ， 而 R" 中 非 临界 值 的 点 称 为 也 的 正则 值 . 

这 些 术 语 显然 来 自 一 个 特殊 情形 : 这 时 f, UCR->R 是 一 个 
实 变量 的 实 值 函数 ， 如果 广 (xo) 一 0， 即 微分 映照 df 将 民 中 的 
所 有 疝 量 映照 到 零 向 量 , 则 点 coE 本 是 临界 点 ( 见 图 2-6)。 注意， 
任何 点 a 生 f(D) 是 了 的 平凡 正则 值 ， 

如 果 f: UCRs->R 是 可 微 函数 ， 那 么 @ 户 作用 于 向 量 (1, 0， 
0) 的 值 可 从 计算 曲线 

w—>f Cw, Yo, 20) 

在 了 (Pp) 的 切 向 量 得 到 .从 而 
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ar (7) y=/f(x) 


Gfsl1, 0, 0) — SL (wo, yo %0) ~fo. 
类 似 地 
afo(0, 了 0) =fy, of» C0, 0, 1) =—fs. 
我 们 断言 fs 在 基 (1, 0 0)，《0, 二 9)，(0 0, 了 D 下 的 矩阵 由 
Gfo= (fe, fy, f2) 
所 给 出 . 
注意 到 在 这 种 情形 下 , 6f 不 是 满 映照 ， 即 在 p 点 有 fo=f, 一 
所 =0, 所 以 acE 了 (可 是 f.UCRs_yR 的 正则 值 的 充 要 条 件 是 f 
fy, fs 在 其 原 象 
fi(@)={C, y, EU. fr, y, 2 — 0} 
的 任 一 点 不 同时 为 零 . 
命题 2 如 果 f.UCR->R 是 可 微 函 数 ， 且 a€ 了 (四) 是 了 的 
正则 信 , 那么 f"*(@) 是 Rs 中 的 正则 上 曲 曾 . 
证 明 设 2= (co yo 各) 是 广 :(g) 的 一 点 ， 因 “是 了 的 正则 
值 , 则 在 适当 选取 坐标 轴 后 总 能 假定 在 2 点 户 % 0. 我们 定义 喘 照 
万 , ICRs_>Rs 为 
Flw, y, 2 =v, y, fw, y, 2)), 
且 以 Co wv, 人 表示 Rs 路 值 域 上 点 的 坐标 。 了 在 p 点 的 微分 映 
照 为 


名 2-2 正则 曲面 ; 正则 值 的 原 像 【59 ] 


QF, — 


1 0 0 
0 1 0 } 
fe fy fs 


那么 , det (dF'y) 一 户头 0. 

所 以 我 们 能 应 用 反 函 数 定理 ( 见 第 二 章 附录 )， 它 确保 存在 Pp 
点 及 也 (Pp) 的 邻 域 玉 和 仇 , 使 了 ,VV 一 WV 是 可 道 的 , 且 北 映照 FF. 
WV 是 可 微 的 (图 2-7)， 从 而 也 下 的 坐标 画 数 

w=, Y= = gy, 9, Hb), (wu, vo, EW, 


图 2-7 
均 是 可 微 的 。 特别 地 ，z 一 g(w 2, 8) 一 (w, 幼 蚌 定义 在 到 到 zy 
平面 上 投影 区 域 中 的 可 微 函数 ， 人 队 
FU ND =WN{, o, ;t=0), 
我 们 知道 及 的 图 是 了 7*(@) NV， 据 命题 1, 1:(@)NV 是 wp 的 一 
个 坐标 邻 域 .所 以 , 每 个 2E f(a) 能 被 一 个 坐标 邻 域 所 覆盖 ,这 
样 , 广 :(o) 是 正则 虎 面 ,证 些 . 

注 2% 证 明 实质 上 利用 了 反 函 数 定理 ， 在 方程 f(%, y, 2) ~& 
中 解 出 z 这 在 f(p) 天 0 时 在 2 点 的 某 一 邻 域 中 可 以 做 到 ， 这 个 
事实 是 一 般 隐 函 数 定理 的 特殊 情 视 ， 而 隐 和 函数 定理 从 反 函 数 定理 
得 到 , 所 以 二 着 是 等 价 的 . 

例 2 椭 球 面 - 

条 + 条 + 条 -1 
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是 正则 曲面 。 事 实 上 ， A 其 中 


Je 2/， Z) 一 十 牛 各 + 竹 一 1 


是 一 个 可 微 函 数 ， 0 是 了 的 正则 值 ， 这 是 因为 偏 导 数 户 - 2， 
户 - 牙 , 六- 稚 仅 在 (0 0 0 点 同时 为 零 ， 而 (0, 0, 0) 不 属 


了 :0)， 这 个 例子 包括 球面 作为 特例 (4 一 b=c=1). 

迄今 所 给 的 正则 曲面 的 例子 , 全 是 Rs 中 的 连通 子 集 ， 如 果 曲 
面 SCRs 中 的 任何 两 点 均 能 用 5S 中 的 连续 曲线 所 连结 , 那么 8 称 
为 是 连通 的 . 在 正则 曲面 的 定义 中 , 我 们 对 有 曲面 的 连通 性 没有 限 
制 ,而 下 列 的 例子 说 明 ,由 命题 2 所 给 的 正则 曲面 可 以 不 是 连通 的 . 

例 8 双 叶 双 曲 面 一 2 一 十 避 =1 是 正则 昔 面 ， 因 为 它 是 
=f-1(0), 其 中 0 是 f(z, 9, 习 = 一 到 一 久 十 2 一 (图 2-8) 的 正则 
值 ， 注 意 ， 曲面 不 是 连通 的 ， 即 对 给 定 在 不 同 叶 中 的 两 点 (2 之 0 
和 z<0), 不 可 能 用 一 条 在 曲面 中 的 连续 曲线 w( 办 一 (zc( 芍 ，9 (及 ， 
z()) 连结 它们 ,否则 z 将 变 号 ， 且 
在 某 点 如 , 我 们 有 z(to) = 和 这 意味 
著 alio) 5. 

例 3 的 讨论 ， 顺 便 可 用 来 证 明 
我 们 将 反复 应 用 的 连通 曲面 的 一 个 
性 质 ， 如 果 了 .SCR> 民 是 定义 在 
连通 曲面 8 上 的 非 零 连续 西数， 那 
么 在 S 上 不 变 号 . 

为 证 明 这 个 性 质 ， 我 们 利用 介 
值 定理 (第 二 章 附 录 , 命题 各. 用 反 
证 法 , 假定 了 变 号 , 即 有 Zp, 9E5 使 
了 (Pp)>>0 和 了 C4q) <0， 因 是 连通 
的 ,那么 存在 一 条 连续 曲线 m [a, 3] 
图 2.8 不 连通 曲面 一 8， 使 c(g) =p, a(5) 一 gq.[ 对 连续 

一 护 一 各 十 各 一 函数 foa: [g, 码 ->R 应 用 介 值 定理 ， 
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狐 们 发 现存 在 CE [ww 03], 使 foa(l0O) =0, 即 了 在 “<(C) 为 零 ， 故 矛 
盾 . 
例 和 9 环 而 中 是 一 个 半径 为 的 圆周 S1 关于 离 图 中心 gc>y 
处 的 直线 (属于 圆周 所 在 的 平面 ) 旋转 所 得 (图 2-9). 
设 SI 是 gr 平面 中 以 (0, 4, 0) 为 中 心 的 圆 ， 那么 S1 由 方程 
(y 一 @)? 十 2 一 3 给 出 , 而 将 581 绕 z 轴 旋 转 就 得 到 环 面 荆 上 的 点 ， 
它 满足 方程 
3 一 人 9 一 (W Wi 一 Ca 
所 以 , 厂 是 函数 
fw, y, 2 = (VTP 4) 
值 为 "2 的 原 象 ， 函数 在 (vw, y) (0, 0) 是 可 微 的 , 因 
Dy (NV r+ — 0) 
02 十 入 ’ 
of _ 2p (MV/ mt — 
Or ~ + ” 
za 是 了 的 正则 值 , 这 样 环 面 工 是 正则 曲面 。 
命题 工 说 明 可 微 函 数 的 图 是 正则 曲面 ， 下 列 命题 提供 了 它 的 
部 分 逆 定 理 , 即 任何 正则 曲面 局 部 是 一 个 可 微 函 数 的 图 ， 


af_ 9/. 
高 22， By 


[ea1 第 二 章 正则 曲 曾 


命题 9 设 8cCRs 是 正则 曲面 ， 那么 对 任何 bpES 存在 2 在 
S 中 的 一 个 邻 域 了 ,使 得 六 是 可 微 函 数 的 图 ， 它 有 下 列 其 中 之 一 
的 形式 :z 一 Jo ,y=g(%, 2), wh(y, 2). 

证 明 设 卫 .UCR->S 是 8 在 p 点 附近 的 一 个 参数 表示 , 记 
TC 0) Co 0), YC 0), 2 0)), Cu, v) EOD, 从 定 义 1 的 
条 件 8, 下列 Jacobi 行列 式 之 一 在 下 ~1(p) =9 非 零 : 


BO(%, y) 8(y,2) Ol(¢, %) 
(w, 09)’ Ow, 90)” Ou, V) 


首先 假定 (6(w, 和 /8(w, 2)) (9) 0, 且 考虑 映照 wo 于, DT 一 只 2 
其 中 oq 是 投影 映照 mo; gy, 人 = 一人 急 . 那么 mao 2) ~ (vw(u, 
2?),y(w 9)), 且 因 (8(w, 9)/8(w 号) (gq) 天 0， 利 用 反 孙 数 定理 ， 
我 们 一 定 有 g 的 邻 域 让 及 sxe 了 (g) 的 邻 域 Vs, 使 wo 革 将 六 i 微分 
同 胚 地 映照 到 六 上 (图 2-10). 由 此 , sw 限制 于 革 (V7) 一 六 是 11 
的 , 且 有 可 微 道 映照 (re 开 ) -5 >. 注意 到 服 是 则 胚 ,了 是 p 在 
& 中 的 邻 域 ， 现 在 , 如 时 我 们 将 映照 (we 于 ) -1 (%, 一 (vw(w, 9)， 
v(wm, 9)) 与 省 数 (w, 9) 一 >z(w, 9) 复 合 , 我们 发 现 六 是 可 微 函数 z= 
zw(w, 引 ，v(w, 引 ) 一 了 (lw, 9) 的 图 , 这 就 解决 了 第 一 种 情形 . 

余下 情况 可 用 同 祥 方式 处 理 ,得 到 w=hly, 及 y 一 g(s, 双 ). 


下 面 一 个 命题 说 , 如 果 我 们 早 就 知道 8 是 正则 曲面 ,如 想 取 参 
数 表示 工 , 我们 就 不 必 检验 工 -! 是 连续 的 , 只 要 其 它 条 件 成 立 就 


和 s-3 正则 曲面; 正则 值 的 原 像 [cs] 
训 以 了 , 这 个 附注 在 例 工 中 已 被 用 过 . 

命题 4 设 pES 是 正则 曲面 8 的 一 点 , 映照 并 ，DCR2->Rs 
满足 pE z(V) 及 定义 工 的 条 件 工 和 条 件 3， 假 定子 是 1-1 的 , 那 
么 玉 -， 是 连续 的 . 

证 明 证 明 的 第 一 部 分 类 似 于 命题 3 的 证 明 . 记 玉 多, 切 一 
(zw 四 oo oa 9)), (v, v) ED, 有 8 设 gEU. 操 条件 1 和 
条 件 3 我 们 可 以 假定 (a(w 办 /0(w 9)) (9g) 天 0， 如 有 必要 可 交换 
R? 的 坐标 灿 . 设 wm. Rs>R? 是 投影 肌 照 mo 9 一 (%, 扔 . 从 
反 耳 数 定理 , 我 们 得 到 g 在 U 中 的 邻 域 让 及 wo。 了 (gq) 在 R* 中 的 
邻 域 了, 使 wo 革 将 廊 微 分 同 胚 地 映照 到 和 上 。 

假定 蕊 是 1 的 . 那么 , 限 基 于 琶 (『)， 

再 -一 (oro 筷 ) lo 
( 见 图 2-10) ， 因 些 , o-: 作为 连续 映照 的 复合 是 连续 的 , 从 g 的 任 
意 性 知 o 一 在 5(D) 中 是 连续 的 . 证 毕 ， 
例 5 单 叶 锥 面 O 
2 一 十 035 上 (Oo， 扩 E 民 2 
不 是 正则 曲面 ， 注 总, 我 们 不 能 只 从 “自然 ”的 参数 吉 示 
(wo D8%, y, + V+) 
不 可 微分 得 到 所 要 的 结论 ， 可 能 有 满足 定义 1 的 其 它 参 数 表 示 . 

- 为 了 说 明 不 会 有 这 种 情况 , 我 们 应 用 命题 8。 如 果 O 〇 是 正则 
曲面 ， 它 在 (0, 0, 0) EO 的 一 个 邻 域 中 是 可 微 画 数 y=h(w, 2)， 
w=9(y, 区 , Y= 了 (wv, 幼 之 一 的 图 .显然 头 两 种 形式 立即 困 吕 
在 wz 平面 及 光平 面 投影 的 非 1I-1 性 而 抛弃 . 最 后 一 种 形式 在 
(0, 0, 0) 的 某 一 分 域 中 应 该 和 ?= 十 \V 中 十 久 相 一 致 ， 因 一 
二 ~V 祝 十 信 在 (0, 0) 不 可 微 ,这 是 不 可 能 的 . 

例 8 人 鲍 4 中 环 面 人 了 (图 2-9) 的 一 个 参数 表示 , 能 由 下 列 方程 
给 出 ; 1 | 

Cw, 0) 一 《人 oo84U 十 Joo84g，(7 0084 十 GJsimn wv, rainw), 
其 中 0<v<2r，0<w<2x. 

定义 1 的 条 件 1 容 易 被 验证 ,而 条 件 3 化 为 直接 的 计算 , 这 和 留 
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作为 习题 ， 因 我 们 知道 全 是 正则 曲面 ， 根 据 命题 4 条 件 2 等 价 竹 
且 是 1-1 的 事实 , 
为 证 明 开 是 1-1 的, 我 们 首先 注意 到 sinw= 壹 ; 著 MT 


< 那么 xw/2<u<3z/2, 若 VWIiy >6 那 末 或 者 0 一 vs 所 ,或 


者 8r/3<w<2r， 这 样 ， 给 定 了 (2 纺 为 ， 就 唯一 确定 了 多 0< 
<2r， 知 道 了 w 2 和 和 2%， 我 们 便 得 到 cosv 及 sin vt， 这 就 唯一 地 
竹 定 了 2, 0 过 v2w， 因 此 ,了 是 1-1 的 

容易 看 到 , 环 面 能 被 3 个 这 样 的 坐标 邻 域 所 覆盖 . 


习 题 


1. 说 明 柱 面 {(ow，, y,，#) E RR3; 22 十 多 一 二 是 正则 曲面 ,并且 找 出 覆盖 它 的 坐 
标 邻 域 系 ， 
2. 集合 {Cz, y,，#) E RS 2 一 0 和 2 十 仇 << 二 是 正则 曲面 吗 ? 集合 {(%, Y， 
DERSs=0 和 2+y<1} 是 正则 曲面 吗 ? 
3. 说 明 以 原点 为 顶点 的 双 叶 锥 面 , 即 集合 {Cw, gy, 4) ERS, zc2+y 一 »2 一 0} 
不 是 正则 曲面 | 
4. 没 了 Cv, y, 6) 二 23. 证明 0 不 是 了 的 正则 值 而 六 :C0) 是 正则 曲面 . 
5， 设 了 ={《z, y, 8) ER3; wg 二 Yj( 平 面 ) 且 设 7 UCR2>R3 由 下 式 所 定义 
gt, VS= TV WTv, WV), 
其 中 U=1{(tw, v) ER 对 局 然 ,w(U)cCP. 式 是 了 的 一 个 参数 表 
示 凤 3? 
6. 利用 命题 2 于 hw, y, 0) 二 f(z, 幼 一 4 的 情形 ， 给 出 命题 1 的 另 一 个 证 
骨 . 
7, 设 f(z =v+y+ 一 D1 
3. 确定 了 的 临界 点 和 临界 值 . 
b. 对 C 的 什么 值 fo y, 驴 =C 是 正则 曲面 ? 
c， 对 函数 fz, gy 有 一 zyr? 回答 上 述 问 题 s 和 
和 设 2(w, 9) 如 定义 1， 验证 4Xo: 民 ?->R3 是 1-1 的 充 要 条 件 是 


9. 设 了 是 2 平面 中 的 开 集 ， 说 明 集 合 
{C9, y, 2 ERS sm0 BCs, y) EV} 
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是 正则 曲面 。: 
10. 设 0 是 2y 平 面 中 的 “8” 字 形 , 且 设 和 是 CC 上 的 柱 面 ( 图 2-11); 即 
S={(s, Yy, HE RS CL, y) EO}, 
心 是 正则 曲面 吗 ? 


二 ,说 明 集合 8={(%, 9y, 的 ERS # 二 人 一 坊 } 是 正则 曲面 且 验 证 下 列 a 和 
b 是 3 的 参数 表示 : 
a. XO 休 一 (十 世人 一 0 40) (u, 0) ER 
sb. Xu, 四 一 (wecosh 0 USinhw uw2)，(U， v) ER2 4 尖 0。 
它们 覆盖 了 S 的 哪 一 部 分 ? 
12. 说 明 由 
Xu, V0) = (a sinwooswv, bain tsinvw, ccost), a, 5, cE0, 
所 定义 的 ,UCR2_>R? ?是 本 于 
1 82 
+ 执 + 页 = 
的 一 个 参数 表示 ， 其 中 0<u<m 0<v<2. 描述 椭 球 面 上 4 一 常数 的 
曲线 的 几何 意义 . 

“13， 求 双 时 双 曲 面 {(z，y #8) € RR 一 2 一 扔 十 2 二 1} 的 参数 表示 ， 

14， 半 直线 [0，~) 垂 直 于 直线 百 上 县 从 某 一 给 定 的 初始 位 置 绕 百 旋 转 , 同时 
其 原点 0 移 证 运动 ， 当 [9，~w) 转 过 角 6 时 原点 移动 了 距离 4 一 sin?(9/ 
3). 验证 旋转 线 的 像 除去 直线 五 是 正则 曲面 . 如 果 移动 距离 为 4= sin 
(9/3); 此 外 还 需要 除去 什么 才 是 正则 曲面 ? 

"5， 设 两 点 pC 和 9G) 以 相同 速度 运动 ，p 自 (0, 0, 0) 开 始 沿 # 轴 而 4 自 
《a, 0, 0), a 竺 0 开始 沿 平 行 于 yy 轴 直线 运动 ， 说明 连结 P9(), gq) 的 
直线 描 出 了 民 中 由 方程 A 给 出 的 一 个 集合 ， 这 是 正则 
曲面 吗 ? 

区， 对 由 方程 呈 十 多 十 作 = 1 一 给 定 的 球面 :82， 定 义 它 党 标 系 的 一 种 方 
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法 是 考虑 所 谓 球 极 投影 中 53 一 {NW}-> 民 3 它 把 及 上 除去 北极 N= (0， 
0, 2) 的 点 p= (wz, y, 人 了 照 到 加 平面 与 连结 W，2 直线 的 交点 (图 3- 
13)， 设 (人 ?) =w《z, y, 8)， 其 中 (5 纺 #) E82—{N} 且 (Go v)E my 
平面 . 
.说明 ww 和 ?>5 由 下 式 给 出 _ 
区 
Fra 
2 4v 
WA 
2 +9) 
妃 十 名 十 4 


b. 利用 球 极 投影 可 以 用 二 个 坐标 邻 域 履 盖 球面. 


图 2-12 球 极 投影 
好， 和 正则 曲面 类似 地 定义 正则 曲线 。 证 明 


a. 可 微 函 数 
f.UCR? >R 
正则 值 的 原 象 是 正则 平面 曲线 ， 给 出 一 个 非 连通 的 这 样 的 曲线 的 
例子 . 
b. 可 微 映照 
F.UCRS>R? 


正则 值 的 原 象 是 Ra 中 的 正则 井 线 .说明 这 个 命题 和 R* 中 的 曲线 
作为 二 个 曲面 交 线 的 经 典 定义 之 间 的 关系 . 
“ec. 集合 C={(z, 奶 E 展 ;2 一 y} 不 是 正则 曲线 . 
"18. 设 fm, 0 41) =W 一 常数 ,gs 9, 和 一 ?一 常数 ， 
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h(w, 2， HW 常数 
描述 了 三 族 正 则 曲面 , 且 假 定 在 (zo, go, 350)Jacobi 行列 式 


OCFf, 9g, b) 
Dry 


证 明 在 (wo, go，s0) 的 某 一 邻 域内 ， 三 族 曲 面 将 由 民 ? 的 一 个 开 集 到 RR 
中 的 映照 Fu, VU, 2) 一 《z， Yy, s) 所 描述 ， 其 中 ， 如 曲面 族 fC%， Y, = 
4 中 曲面 的 局 部 参数 表示 ; 是 在 这 个 映照 中 竖 v 一 常数 而 得 到 的 .对 下 


列 曲面 情形 确定 F， 
Jo y, 5D) = 十 妨 十 2 一 Ww 一 常数 ; (以 (0，0， 0) 为 中 心 的 球面 ); 


gC%, Y, 从 一 二 一 0 一 常数 过 4 轴 的 平面 ); 


hs, y, 四 一 二 放手 一 w 一 常数 (以 (0，0，0) 为 顶点 的 锻 面 》 
“19、 设 《一 8, 0)->Ra 由 下 式 所 定义 (图 2-13): 


[一 — (+2)), 如 果 t€E (一 3, 一 了 

一 连结 p 一 (0， 一 防 ，g 一 (去 ,0) 

| 的 正则 参数 曲线 ， 如果 te (1 - 坪 ) 
=(-+ — Sin 3); 如 果 i€ (- 去 0) 


图 2-13 ”此 图 中 水 平方 向 与 垂直 方向 比例 不 同 


能 够 定义 一 条 连结 p, 9 的 曲线 , 使 的 所 有 导数 在 对 应 点 是 连续 的 且 
a 自身 不 相交 . 设 0 是 4 的 轨迹 . 
a. C 是 正则 曲线 玛 ? 

b， 让 平面 R? 的 一 条 法 线 跑 褒 0, 它 找 出 的 “ 柱 面 "5 是 正则 曲面 吗 ? 
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微分 儿 何 涉及 曲面 的 局 部 性 质 ， 它 依赖 于 曲面 在 一 点 邻近 的 
变化 情况 . 在 $ 2-2 给 出 的 正则 曲面 的 定义 适合 于 这 个 目的 ， 根 
据 这 个 定义 , 正则 曲面 的 每 一 点 p 属于 某 一 举 标 邻 域 ， 这 种 邻 域 
中 的 点 被 它们 的 坐标 所 刻 划 ， 所 以 我 们 应 能 用 这 些 坐 标 来 定义 感 
兴趣 的 局 部 性 质 . 

例如 ， 重 要 的 是 我 们 对 函数 上 S->R 能 定义 它 在 正则 曲面 8 
上 一 点 jp 是 可 微 的 意义 .处 理 的 自然 方法 是 选取 的 一 个 坐标 邻 
域 ， 它 的 坐标 是 刀 w 如 果 它 关于 邮 坐标 的 表示 式 容 有 各 阶 连 
续 偏 导数 .那么 说 了 在 交点 是 可 微 的 . 

但 是 ，5 的 同一 点 可 以 雇 于 不 同 的 坐标 邻 域 (在 8 2-2 中 例 1 
的 球 中 ， 第 一 卦 限 内 部 的 任 一 点 属于 给 定 的 坐标 邻 域 系 的 3 个 举 
标 邻 域 ). 而且, 在 2 的 一 个 邻 域 中 还 可 选取 其 它 坐 标 系 ( 对 球面 
上 的 点 可 以 取 地 理 举 标 或 球 极 投影 坐标 ; 参见 8$ 2-2 习题 16)， 为 
使 上 述 定 义 有 意义 , 它 必须 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 ， 换言之, 必须 
说 明 ， 当 wp 属于 举 标 为 (wo) 及 (é&, 们 的 二 个 坐标 邻 域 时 ， 能 够 借 
助 于 可 微 变换 将 其 中 一 对 坐标 变 到 另 一 对 坐标 . 

下 列 命题 说 明 这 是 对 的 . 

命题 1( 参 数 变换 ) 设 交 是 正则 曲面 信 的 一 点 ,又 设 了: UC 
R2_>8 及 了 ，PCR2 >S 是 8 的 二 个 参数 寡 示 ,使 PE 了 (UD) 中 
了 (0D) 一 所 ， 那 么 “从 标 变换 ”及 = 环 -1o 了 ,了 -1( 到 ) 下 -+(W) (图 
2-14) 是 微分 同 胚 , 即 及 是 可 微 的 且 有 可 微 逆 觅 照 -1 

换言之 , 如 果 z 和 2 由 下 列 式 子 给 出 ; 

Xl, 0) = ou, 0, yu, 9), zu, 切 )， (wo 办 ET 
了 (人力 = (人 1), YE, DD, zlé, nD), (é, EV, 
那么 坐标 变换 为 
wu=u(é, DD, v=v6, P), (é, DE (0), 
[ 注 ] 本 节 的 证 明 在 初次 阅读 时 可 略 去 。 
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它 具 有 性 质 ; 函数 % 具有 各 阶 连续 偏 导 数 ， 且 映照 是 可 北 的 ， 
道 映照 为 

é=é(%, 切 ，0 一 90 9), (%, 9)E LF (ww), 
其 中 函数 上 和 ?也 有 各 阶 偏 导数 ， 因 为 


am Ow 2) 


这 意味 着 和 如 ?的 Jacobi 行 列 式 处 处 非 零 ， 


yi(W) 


2-14 


命题 1 的 证 明 7-- 筷 -1o 是 同 胚 , 因为 它 是 辣 胚 的 合成 ( 见 

第 二 章 附 录 的 命题 3)， 但 不 能 用 类 似 的 讨论 断言 是 可 微 的 ， 因 
为 瑟 - 定 义 在 8 的 开 子 集中 且 我 们 还 不 知道 8 上 可 微 函数 的 意 
我 们 用 下 面 的 办 法 来 处 理 ， 设 rEY"1(W)，g 一 及 (r)。 因为 
zm 0) 一 《2 9)， Yu， 0)， 2(u 9)) 是 一 个 参数 表示 , 我 们 不 妨 


假定 
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人 (g) +0, 
不 然 的 话 就 把 坐标 轴 重 新 命名 .将 了 扩充 成 映照 F, UX 民 一 只 a， 
它 的 定义 如 下 : 
Flw, v, PD = (vy, 0), yu, 0), ZC, 0 十 共 ， 
(6 ») EU, tER. 
几何 上 ,也 将 U 上 的 垂直 柱 体 O 映照 成 <(T) 上 的 “垂直 柱 体 ” 它 
将 高 度 为 1 的 0 的 每 个 截面 ， 映照 到 曲面 卫 (w, 切 十 加， 其 中 mm 
是 z 轴 的 单位 向 量 ( 图 2-14). 
显然 不 是 可 微 的 ， 且 太 的 限制 了 |opxeoy 一 子 . 计算 微分 are 
的 行列 式 , 我 们 得 到 


az 2 0 
Ou Du 
影 喝 0 |- 弛 全 人 O*0 
1 
Ou Ov 
所 以 , 能 用 反 函 数 定理 ， 它 保证 卫 (9) 在 Ra 中 邻 域 U 的 存在 , 在 
这 个 邻 域 中 五 -+ 存在 且 可 微 . 
由 -了 的 连续 性 , 有 7 在 六 的 邻 域 本 使 了 (W)CM (第 二 章 附 
录 的 命题 多， 注意 到 限制 于 术 , hjx=F-1o7|y 是 可 微 映照 的 复 
合 . 这 样 , 应 用 映照 的 链 式 法 则 (第 二 章 附录 的 命题 8) 得 到 到 在 
是 可 微 的 . 因 ” 是 任意 的 ,所 以 天 在 了 -1() 上 是 可 微 的 . 
完全 相同 的 讨论 能 用 来 说 明 映 照 hr! 是 可 微 的 ， 所 以 天 是 一 
个 微分 辐 胚 .证 毕 . 
现在 我 们 来 给 出 正则 曲面 上 可 微 函数 的 明确 定义 . 
定义 1 设 f.VCS8->R 是 定义 在 正则 曲面 8 的 开 子 集 矿 中 
的 一 个 函数 , 如 果 对 在 PE 附近 的 某 一 参数 表示 ,UCR>5,， 
PE 及 (0D)CV, 复合 f° 于 :UCR 民 在 于 -+1(p) 是 可 微 的 ， 那 么 
称 f 在 Pp 点 是 可 微 的 , 如果 了 在 六 的 所 有 点 上 是 可 微 的 ， 那么 称 
在 六 中 是 可 微 的 ， 
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从 最 后 的 命题 立即 得 出 ， 所 给 出 的 定义 不 依赖 于 参数 表示 革 
的 选取 、 事 实 上 ， 如 果 了 ,IFCR2->5S 是 pE 开 (『) 点 附近 的 另 一 
个 参数 表示 ,， 且 车 h 一 了 "1o7, 那么 fe 了 一 fowoh 也 可 微 ， 即 所 说 
的 不 依赖 于 参数 表示 的 选取 . 

注 1 我 们 将 常常 不 加 区 分 地 用 相同 的 符号 也 (w 凶 事 示 ff 
和 fo。 荆 , 说 fw, 中 是 了 在 坐标 系 互 中 的 表示 式 . 这 也 等 价 于 把 
于 (0) 看 成 U0, 把 (wv) 同时 看 作为 口中 的 一 点 及 于 (0) 中 的 坐 
标 为 (w 怠 的 一 点 ， 今后 ， 这 类 不 确切 的 语言 将 不 作 说 明 地 加 以 
应 用 . 

例 1 设 5S 是 正则 有 曲面 而 FCRs 是 包含 5 的 一 个 开 集 ， 设 
f: VCRs>R 是 可 微 函 数 ， 那 么 在 S 上 的 限制 是 S 上 的 一 个 可 
微 函数 ， 事 实 上 , 对 任何 PES 和 在 2 点 的 任何 一 个 参数 表示 耻 . 
UCR->S, 沙 数 了 不: U 一 R 是 可 微 的 ， 特 别 地 , 下 列 函 数 是 可 微 
的 ; 

i 关于 某 单 位 向 量 亚 E Rs 的 高 度 函 数 久 8 一 只 , 它 定 义 为 
h(p) 一 De 其 中 点 乘 表示 Rs 中 的 通 带 内 积 ,，h(p) 是 PE 
S 关于 过 Rs 的 原点 且 垂 直 于 了 的 平面 的 高 度 ( 图 2-15). 

2. 点 PES 离 Ra 中 的 一 个 固定 点 2 的 距离 的 平方 ， (2) 一 
1p 一 po|”， 取 平方 的 必要 性 在 于 距 亢 |p 一 po| 在 p 一 po 处 不 可 微 . 

注 % 命题 1 的 证 明 实 质 性 地 应 用 了 一 个 坐标 映照 的 逆 是 连 
续 的 事实 ,为 了 定义 曲面 上 的 可 微 西 数 ( 一 个 有 活力 的 概念 ) 我 们 
需要 命题 1， 所 以 我 们 不 能 删 掉 正 则 曲面 定义 中 的 这 个 条 件 ( 见 
§ 2-2 附注 1， | ， 1 
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可 微 性 的 定义 ,能 被 容易 地 推广 到 曲面 之 闻 的 映照 的 情形 . 考 
虚 正 则 上 曲面 S; 的 开 集 六 到 正则 介面 5; 的 连续 映照 上 FicS: 
下 Ss， 如果 在 PE 和 1(D) 附 近 和 8s 上 相应 处 给 定 参 数 表示 

i UICR>H, Fs UC R > 
且 $8( 玉 1(01)) 忆 且 A(Us), 映照 
Xilepo Xi U1—>Us 
在 g= 卫 rT1(p) 是 可 微 的 (图 2-16)， 则 称 中 在 点 PE V1 是 可 役 的 , 


换言之 , 当 上 在 局 部 溉 标 票 中 表示 为 四 Gu, 021) = (内 (ua 9)， 
$a 4)) 时 ,办 和 加 有 各 阶 连 续 偏 导数 ， 则 上 是 可 微 的 ， 
定义 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 的 证 明 留 作 习 题 . 

， 我 们 应 该 说 明 , 与 可 微 性 相 联 系 的 自然 的 等 价 性 概念 , 是 微分 
同 胚 的 概念 ， 两 张 正则 曲面 Ss 和 53 间 如 果 存 在 可 微 映 照 $5 
一 Ss， 且 有 可 微 逆 上 映照 六 :581 一 Ss, 那么 Si 和 As 是 微分 同 胚 的 ， 
这 个 史 称 为 从 Si 到 六。 的 微分 同 肚 .在 研究 正则 曲面 时 微分 同 须 
的 概念 所 起 作用 ， 相 当 于 向 量 空 间 中 的 同 构 或 者 欧 氏 几何 中 的 全 
等 ， 换 言 之, 从 可 微 性 概念 看 来 , 二 个 微分 闻 及 的 曲面 是 不 加 区 分 
的 ， 


让 23 参数 变换 ; 曲面 上 的 可 微 函 数 [73] 

例 2 如果 于, UCR?->S 是 参数 表示 , 那么 且 习 革 (U0) 一 RR? 
是 可 微 的 ， 事实 上 ， 对 任何 PE 王 (U0) 和 % 点 附近 的 任 一 参数 吉 
示 了 .VCR>>S, 王 二 oF, 了 iV)-> 了 (TV) 是 可 微 的 , 其 中 

W= 有 WV) NY DO). 

这 说 明 上 和 福 (U) 是 微分 同 胚 的 ( 即 每 一 正则 曲面 局 部 微分 同 肛 
于 一 个 平面 ), 这 也 表明 了 上 述 注 工 中 所 做 的 等 价 性 是 合理 的 . 

例 8 设 间 和 As 是 正则 曲面 .假定 BCF CR2s， 其 中 矿 是 
Rs 中 的 开 集 , $. 一 R? 是 可 微 映 照 并 且 m (3 CSs， 那 么 WB 在 1 
上 的 限制 $js: Si 一 Sa 是 可 微 映 照 , 事实 上 , 对 给 定 的 PE 及 2 
的 附近 的 参数 表示 互 U1->55 及 Sa 中 的 相应 参数 表示 如 2 Us 
一 Sa 中 (了 革 1(D2D) 己 及 a(03), 我 们 有 可 微 映 照 

Rilopo Ky Ur->Us. 

下 面 是 这 个 一 般 例子 的 特殊 情况. 

1. 设 S 关 于 wy 平面 是 对 称 的 ， 野 , 如果 (w, yy, 荡 ES, 那么 
(%, y， 一 2) ENS。 这 时 将 5S 中 任 一 点 贞 到 它 对 称 点 的 映照 c: S 一 
5 是 可 微 的 , 因为 它 是 R? 中 将 (wy 纺 一 4 9, 一 2) 的 蜡 照 ac: RS 
一 R? 在 S 上 的 限制 .这 当然 可 推广 到 关于 R? 中 任 一 平面 对 称 的 
曲面 情形 . 

2. 设 玉 ,。: Rs->R3 是 关于 z 轴 旋 转 6 角度 的 映照 ， 又 设 SC 
Rs 是 这 个 旋转 下 不 变 的 正则 曲面 ， 即 当 pE5 时 ,oC(D) EA 那 
么 限制 Bs,o: 8 一 8 是 可 微 映照 ， 

83。 设 $. RR:->R3 由 

$8, y, 2 = (wa, yo, 0) 
给 定 ， 其 中 ww 和。 是非 零 实数 , 少 显 然 是 可 微 的 ， 史 在 S23 上 的 
限制 8$|s 是 从 球面 
S32= {(w, Y, 2 ERS, w+ =1} 

到 椭 球 面 


bP 2 22 
{e， y, 2) € RY, 瑟 + 系 + 瑟 = 填 


b2 
的 可 微 映照 (参见 本 章 附 录 例 6)， 
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注 3 命题 1( 见 例 纪 意味 着 参数 表示 了 .UCR>S 是 上 到 
王 (Z) 上 的 微分 同 旺 ， 事 实 上 ， 我 们 现在 能 把 正则 曲面 刻 划 成 R 
中 局 部 微分 疝 胚 于 RR? 的 这 种 子 集 SCR3; 即 对 每 一 点 DERS， 存 
在 p 在 SS 中 的 一 个 邻 域 让, 开 集 CR 和 微分 同 胚 映照 了 ;0 一 
六 。 这 个 优美 的 特征 可 作为 处 理 曲 面 的 起 点 (见习 题 18). 

现在 我 们 可 以 周到 曲线 论 , 并 且 从 这 章 的 观点 来 处 理 曲线 , 即 
将 它们 看 作 民 : 的 子 集 ， 我 们 只 提 及 某 些 基本 点 而 将 详细 展开 贸 

符号 工 表示 直线 民 上 的 开 区 间 ，R* 中 的 正则 曲线 是 具有 下 
列 性 质 的 子 集 OCR?. 对 每 点 PE O, 存在 2 点 的 一 个 邻 域 CCR? 
和 一 个 可 微 的 同 肚 x TCR 天门 0,， 使 它 的 微分 映照 da 对 每 个 
4IE 工 是 二 1 的 ( 见 图 2-17). 


图 2-17 正则 曲线 


本 以 证 明 ( 习 题 15) 参 数 的 变换 由 微分 同 胚 给 出 《 象 曲 面 一 
样 )， 从 这 个 基本 的 结果 可 以 确定 什么 时 候 某 个 借助 于 局 部 坐标 
得 到 的 性 质 是 不 依赖 于 坐标 选取 的 ， 这 种 性 质 便 是 集合 O 的 局 部 
性 质 ， 

例如 ， 在 第 一 章 中 定义 的 弧 长 已 证 明 是 不 依赖 于 参数 选取 的 
(习题 15)， 所 以 是 集合 CO 的 性 质 ， 因 为 总 能 用 弧 长 作为 正则 曲线 


pa 
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C 的 局 部 坐标 , 那么 由 此 确定 的 性 质 ( 曲 率 , 挠 率 等 ) 是 O 的 局 部 性 
质 ， 这 也 说 明 在 第 一 章 中 建立 的 曲线 的 局 部 理论 对 正则 曲线 依然 
成 立 . 

有 时 候 ， 用 一 种 特殊 的 方法 移动 某 一 正则 曲线 ， 也 可 定义 曲 
面 , 下 面 的 例子 就 是 这 种 情形 . 

例 4( 旋 转 面 ) ”正则 平面 曲线 O， 围 绕 它 所 在 平面 上 与 曲线 
不 相交 的 某 轴 旋转 , 得 到 集合 SCRs 我 们 取 wz 平面 作为 曲线 所 
在 的 平面 , z 轴 为 旋转 轴 、 设 

wf (V0), =g%), a<o<b, FV)>0,. 
是 曲线 O 的 一 个 参数 表示 , % 表 示 绕 z 轴 旋 转 的 角度 . 这 样 , 我 们 
得 到 从 开 集 口 ={(w, 2) ER 0<w<2m，a<v<5} 到 5 中 的 一 个 
映照 (图 2-18)， 

和 (ww 0)=(f(v)008%, flv)sinw, g(o))。 

很 快 会 看 出 z 满足 正则 
曲面 定义 中 参数 表示 的 条 
件 . 因为 能 完全 被 类 似 的 
参数 表示 所 覆盖 ，S 是 正则 UP) 
曲面 , 称 为 旋转 面 ， 曲 线 0 
称 为 B 的 母线 ， 2 轴 称 为 有 
的 旋转 机 ;被 O 的 点 所 描述 > 
的 回 称 为 S 的 续 线 (平行 ”和 个 允 
环 ), 而 O 在 旋转 时 的 不 同位 
置 则 称 为 8 的 经 线 (子午 线 ). 图 2 18 旋 闭 面 

为 说 明 w 是 8 的 一 个 参数 表示 我 们 必须 验证 §2-2 定义 工 的 
条 件 1, 2 和 3. 条 件 1 和 3 家 接 可 得 ， 留 给 读者 作 练 习 ， 为 说 明 
节 是 同 且 ,首先 证 明 邓 是 1-1 的 .事实 上 , (J(o)，g(o)) 是 曲线 O 
的 一 个 参数 表示 ， 给 定 2 和 ?十 y? 一 《了 (wv))，， 我 们 能 唯一 地 确定 
v， 因 此 卫 是 二 1 的 . 

注意 到 ， 又 因为 (f(w), g(v)) 是 O 的 参数 表示 ，。 是 z 和 

~ WV 的 连续 函数 所 以 是 (w, y, 2) 的 连续 函数 . 


wi 
~ 
< 
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为 证 明 且 -! 是 连续 的 ， 只 要 说 明 包 是 (w, y, 2) 的 连续 沙 数 。 
为 此 , 首先 注意 到 车 ww, 因 了 (vw) 下 0, 有 


gin 这 2 9in 公 COS 也 
外 2 2 2 


» +t 1- ”人 -一 
所 以 an vp 二 ~ oty 


这 样 w# 时 ，w 是 (w, y, 分 的 连续 函数 . 类 似 地 , 车 wu 是 在 z 队 
近 小 区 间 中 , 我 们 得 到 


因 比 , % 是 (z, y, 2z) 的 连续 函数 ， 这 证 明了 了 ”是 连续 的 , 也 就 完 
成 了 验证 。 

注 4 在 我 们 的 旋转 面 的 定义 中 有 一 个 小 问题 ， 如 果 CCR? 
是 闭 正则 平面 曲线 ， 它 关于 R* 中 的 一 个 轴 "7 是 对 称 的 . 那么 ,， 力 
绕 ” 旋转 O， 我 们 得 到 一 张 曲 面 ， 可 证 明 它 是 正则 的 , 且 也 应 该 叫 
做 旋转 面 ( 当 O 是 圆周 时 且 了 包含 O 的 直径 时 ， 该 曲面 就 是 一 个 
球面 )。 为 在 我 们 定义 中 包括 这 种 情况 ,我 们 必须 排除 二 点 ， 即 C 
和 相交 的 二 点 。 由 于 技术 上 的 原因 ， 我 们 希望 保留 原先 的 术语 
而 称 后 一 种 曲面 为 广义 旋转 面 . 

关于 曲面 的 定义 还 得 做 最 后 一 点 评述 ， 我 们 已 以 了 中 的 一 
个 子 集 作为 (正则 ) 曲 面 的 定义 .如 果 我 们 既 要 考虑 曲面 的 整体 性 
质 , 又 要 考虑 它 的 局 部 性 质 , 这 是 正确 的 处 理 方法 ， 读 者 也 许 感 到 
疑惑 ， 我 们 为 何不 象 曲线 一 样 将 曲面 简单 地 定义 为 参数 曲面 ， 这 
是 可 以 如 此 做 的 ， 而 事实 上 相当 数量 的 微分 儿 何 经 典 书籍 采取 了 
这 种 办 法 . 只 要 仅仅 考虑 局 部 性 质 这 就 无 伤 大 雅 ， 但 是 在 后 一 种 
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方法 中 , 基本 的 整体 概念 , 象 定向 性 (将 在 $ 2-6 和 $8-1t 中 处 理 )， 
必须 被 略 去 , 或 得 到 不 适当 的 处 理 . 

不 管 怎样 ， 参 数 曲 面 的 概念 有 时 是 有 用 的 ， 这 里 将 它 介绍 一 
下 ， 

定义 2 参数 曲面 了 ,UCR >Rs 是 从 民 ? 中 开 集 芝 到 Rs 的 
一 个 可 微 映 照 ， 集 合 革 (0)CR? 称 为 了 的 轨 进 ， 如 果 微 分 映照 


de Ri->Re 在 所 有 gEU 是 1-1 的 ( 即 身 量 镜 , 统 对 所 有 gE 


Bi 
D0 是 线性 独立 的 )， 那 么 并 是 正则 的 ,de 不 是 1 的 点 9EU 由 
做 民 的 一 个 夺 点 。 

注意 , 对 参数 曲面 , 甚至 当 正 则 时 , 它 的 轨迹 可 以 是 自身 相交 
的 . 

例 5 设 w 了 >Rs 是 正则 参数 曲线 ， 定 义 

R(t Walt) tort), 6, VEIxR, 

玉 称 作 的 切线 面 ( 图 2-19)， 

现在 假定 a 的 曲率 (), iE 工 对 所 有 
iE 工 是 非 零 的 , 并且 将 耶 的 定义 域 限制 于 
U-{(b ?)EIXR;v+t0}. 那么 


SX ,， 半 0 _ 
Br 0 D+ (2), pn 多 


. 9 
且 
dX .0X  ， ， 
A (2) Na (DD) #0, 
(t, 力 EU， 


因为 对 所 有 曲率 ( 见 § 1-5 习题 12) 
L(t) = ol (t) Ao 


[wp 下 
是 非 零 的 ， 因 此 , 卫 的 在 UV 上 限制 子 ,U> 
Re 是 正则 参数 曲面 ， 它 的 轨迹 由 两 个 连通 
片 所 组 成 ,而 它们 的 公共 边界 是 集合 a( 了 )， ”时 9 的 和 
下 列 性 质 说 明 ， 我 们 可 以 将 微分 几何 的 局 部 概念 和 性 质 推广 
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到 正则 参数 曲面 中 去 . 
命题 2 设 了 .UCR >R: 是 正则 参数 曲面 , 9E DU 是 其 中 一 
点 ， 那 么 存在 9 在 RR? 中 的 一 个 邻 域 恋 ,使 及 (VY)CR? 是 正则 曲 
面 . . 
证 明 这 又 是 反 务 数 定理 的 一 个 推论 记 
Eu, DD= vu, HD), yu, v), zu, 0)). 
由 正则 性 , 我 们 可 以 假定 (Cw, 引 /8(w 2)) (9) 天 0， 定义 一 个 贞 
照 FP,UxR—>R3. 
Plu, v, P= vu, 9), YY, v), ZU, v) +t), 
(wu, 四 EU 1ER. 


那么 det(aF0 ~— $2-(g) #0, 


据 反 函数 定理 ， 存 在 9 的 邻 域 Wi 和 了 49) 的 邻 域 本 3。 使 五 : 刺 : 一 > 
Ws 是 一 个 微分 同 胚 、 置 六 =WiNnU, 且 观 察 到 了 |r= 之 |r， 这 
样 , 邓 () 微 分 同 胚 于 了 ,所 以 是 正则 曲面 ,证 举 . 


习 ” 题 [入 


#1]. 设 38? 一 {f(z， 纺 的 ER3, wy? 十 避 =1} 是 单位 球 而 且 设 4: 852>53 是 
(对 映 的 7) 映照 4(z, y, #8) 二 《一 x%， 一 y， 一 从 证明 ; 4 是 微分 后 且 . 

2. 设 ScF3 是 正则 曲面 , mw: 8S>R? 将 每 点 PE 6 上映 到 它 在 R={(%, y, 8) 
ERS 4=0} 的 正 交 投影 、w 是 可 微 的 码 ? 

3. 说 明 提 物 面 s=s? 十 六 微分 同 肚 于 平面 ， 

4. 构造 椭 球 面 


和 球面 如 十 奶 十 一 1 之 间 的 微分 同 胚 . 

#5， 设 CK8 是 正则 曲面 ,q:8- 只 由 dCp) 二 1p 一 pel 定义 ,其 中 pe 5, pe 
ERR8，po 信 5S; 即 4 是 从 p 到 不 在 S 上 固定 点 po 的 距离 。 证 明 :4 是 可 
微 的 . 

6， 证 明 : 曲面 间 的 可 微 映 了 照 的 定义 不 依赖 于 所 选取 的 参数 表示 . 
7. 证明; “S1 微分 同 胚 于 Sy 的 关系 是 正则 曲面 集合 中 的 等 价 关 系 ， 
[ 注 ] 跳 过 这 节 证 明 的 淡 者 也 应 该 有 咯 去 习题 13~16。 
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"8. 设 S={(%, y, #) E RS, +y tel1}, H={(x, y, 的 ERa v2 +2 — 


10. 


11. 
12. 


2 一 1}.。 一 《0, 0, 了 入 = (0, 0， 一 了 分 别 是 52 的 北极 和 南极 ， 设 
:59 一 {N}U1{S5} > 互 定义 如 下 : 对 每 点 p& 82 一 {N}U{5}, 设 p 到 # 
轴 的 垂 线 交 0s 于 9， 考 虑 从 9 点 出 发 的 过 ?点 的 半 直 线 那么 FCp) 
一 LN 五 (图 2-20) 证 明 : 了 F 是 可 微 的 . 


. a， 定 义 正则 曲线 上 可 微 函 数 的 概念 。 为 使 定义 有 意义 需要 证 明 什 么 ? 


现在 不 要 证 明 它 。 如 果 你 没 用 格 去 本 节 的 证 明 , 将 要 求 你 在 习题 巧 
证 明 它 . 
b. 说 明 由 
E(t = Coost, sint), t= ER 
定义 的 映照 加 ,. 民 >S1 二 和 (x, Y) ERR3; p24 二 1} 是 可 微 的 ( 它 的 几 
何 意义 是 瑟 将 民 沿 8S 着 起 来 ”). ” 


图 2-26 图 2-21 


设 0 是 平面 上 位 于 直线 + 一 侧 的 平面 正则 曲线 , 它 和 ? 交 于 p, 9 两 点 
《图 2-31)， 为 保证 C 益 王 + 旋转 生成 一 个 广义 (正则 ) 旋 转 面 ，0 该 满 
足 哪 些 条 件 ? 

证 明 : 旋转 面 8 绕 它 的 轴 族 转 是 5 的 一 个 微分 同 胚 . 

参数 曲面 对 描述 除去 有 限 个 点 和 有 限 条 直线 后 成 正则 曲面 的 集合 习 经 
常 是 有 用 的 。 例如 ， 设 0 是 不 通过 原点 0= (0, 0 0) 的 正则 参数 曲线 
a 《0 5) 卫 RR3，。 设 卫 为 过 定点 0 和 动 点 PE 0 的 直线 i 所 生成 的 集合 
《以 0 为 项 点 的 锥 面 , 见 图 3-337. 

&， 找 出 参数 曲面 X 使 它 的 轨迹 为 下 


”bb， 找 出 X 非 正则 的 点 ; 


L803 


*13. 


14. 


15. 


*16, 
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图 2-22 


e， 从 马上 除去 那些 点 后 余下 的 集合 是 正则 曲面 9 
证 明 ; 在 书 中 《定义 1) 给 出 的 函数 了 CS 一 RR 的 可 微 性 的 定义 等 价 于 
下 列 命 题 ; 对 pE€ 了 ,如 果 .f 是 定义 在 如 3 中 包含 jp 的 开 集 上 的 可 微 痕 汶 
在 了 的 限制 ， 那 么 f 在 p 是 可 微 的 《如果 我 们 从 这 个 可 微 性 定义 出 
发 ,我们 就 能 将 曲面 定义 为 局 部 微分 同 胚 于 民 ? 的 点 集 ; 见 注 3.) 
设 4c8 是 正则 曲面 8 的 一 个 子 集 ， 证 明 : 4 本 身 是 正则 曲面 的 充 要 
条 件 是 4 在 8 中 是 开 的 ; 即 4=0N ,其 中 吕 是 Rs 中 的 开 集 , 
设 C 是 正则 曲线 ，a; TCR 一 0 和 8: JCR->C 是 曲线 C 在 点 PEalTDD) 
NB(DD)=W 邻 域 中 的 两 个 参数 表示 ， 设 
h=a 1B: BA1W)—>a 1(W) 

是 参数 变换 证明: 
a. hb 是 微分 同 胚 . 
b. CGC 在 镀 中 弧 长 的 绝对 值 不 依赖 于 它 的 参数 表示 的 选取 , 即 

filecwial=|f le lear 

teh(T), t€El1, TEY., 
设 民 ?一 {(z, y, #) ER 民 3; 2 一 一 十 等同 于 复 平 面 C, 方 法 是 置 (2, y, 一 1) 
一 十 iy 一 5E CC. 设 P: CC 是 复 多 项 式 
PO =a0" + a T+ + Gn qo 中 0, uuEC ?一 也 “0 92, 
以 ww 表示 全 一 (人 9 8) EC 十 扣 二 1} 到 C3 的 球 极 投影 ( 取 
北极 入 二 《0, 0, 1 为 极点 )。 证 明 由 
FCPp)—mwyo Pory(p), pE S— {N} 
F(N)=N 

纵 出 的 上 映 风 fF, 52->5? 是 可 微 的 ， 


2 


8 94 切 平面 ; 映照 的 微分 [811 


§$ 2-4 切 平面 ; 映照 的 微分 


在 本 节 中 ， 我 们 将 说 明正 则 曲面 态 定 义 中 的 条 件 3 保证 了 对 
每 点 pE 8, 曲面 S 上 通过 % 点 的 参数 曲线 的 切 向 量 的 金 体 , 组 成 
一 个 平面. 

曲面 8 在 某 点 PE 人 的 切 向 量 是 指 可 微 参数 曲线 a: (一 s，s) 
一 5, al0) =p 的 切 向 量 a(0). 

命题 1 设 且 UCR >S 是 正则 曲面 8 的 参数 表示 ， 并 设 
gEU, 2 维 向 量子 空间 

dX (RD) CSR, 
与 8 在 于 (g) 的 切 向 量 全 体 一 致 . 

证 明 设 下 是 在 x(g) 的 切 向 量 , 即 WW=o(0)， 站 中 (a 
e)> 及 (U0) C8 可 微 且 (0) =- 碟 (9). 据 82-3 例 2 曲线 B 一 并- 
a, (一 8， 8)>U 是 可 微 的 ， 由 微分 的 定义 (第 二 章 附 录 定 义 ,我 
们 有 Ga(B'(0)) 一 WW, 所 以 WE dXe(R?) (图 2-23). 


图 2-23 


另 -- 方 面 , 设 环 =eZo(U)， 其 由 PER， 显然 六 是 由 
YW) t+g, t(—8, 2)， 


[82] 第 二 章 正中 曲面 


给 出 的 曲线 Y, (一 s,s) 一 0 的 速度 向量 . 根据 微分 定义 歼 = 
oa(0), 其 中 = 对。oy， 这 说 明 W 是 切 向 量 ， 证 毕 . 

从 上 述 命题 , 通过 对 (gq) =p 点 的 平面 4 了 oR2) 不 依赖 于 坐标 
映照 “的 选取 ， 这 个 平面 就 称 为 B 在 交点 的 切 平 面 , 记 为 了 ,C5). 


参数 表示 «的 取 法 确定 了 7,(5) 的 一 组 基 { 往 (0， 竹 (中 上] 它 


称 为 与 参数 表示 世相 关 的 革 ， 有 时 为 方便 起 见 , 记 5 下 一 左 。， 2 


= 

向 量 WET,(S) 在 与 参数 表示 也 相关 的 基 上 的 坐标 ,， 按 如 下 
方式 确定 . 用 线 B, (一 g, 8) 0 的 方程 为 8( 罗 = (vw(D, vo( 让 ), 有 
(0) 一 g 一 下 -1(p), 那么 ,W 是 曲线 a 一 邓 o8 的 速度 向 量 w (0) .这 
入 wf(0)= (Xo8)(0) = 和 ub), v(t)) (0) 

一 全,(g)w (0) 十 于 ,Cg)v(0) 一 全. 
因此 , 在 基 { 卫 ,(g), 子 ,(q)} 下 , 万 有 举 标 (w (0),o(0)), 其 中 (wl)， 
v()) 是 t=0 处 速度 向 量 为 开 的 一 条 曲线 在 参数 表示 五 中 的 下 
达 式 . 

有 了 切 平 面 的 概念 , 我 们 就 能 说 及 曲面 之 间 可 微 映照 的 微分 . 
设 8 和 8s 是 二 张 正则 曲面 ， 办 六 CSi->S, 是 Bi 中 的 开 集 六 到 
8a 中 的 可 微 映 照 ， 对 pE 信 ， 每 个 切 向 量 WWET,CSs) 是 可 微 参 数 
曲线 a (一 s，s]->w a(0) -p 的 速度 向 量 (0)， 曲 线 8 一 $oa 满 
足 8(0) ==$(p), 所 以 8'(0) 是 Ticw(S5) 的 一 个 向 量 (图 2-24). 

命题 2 上 述 讨论 中 , 对 给 定 的 斑 , 向 量 8'(0) 不 依赖 于 a 的 
选取 ， 由 0$,(WW) =B'(0) 所 定义 的 贞 照 dy; T5(81)>Ts6 (Ss) 
是 线性 的 . 

证 明 ”证明 类 似 于 欧 氏 空 间 的 情形 ( 见 第 二 章 附 录 的 命题 
4). 设 环 Cw 切 ， 马 (2 妨 分 别 是 p 和 (点 附近 的 参数 表示 ， 
假定 上 在 上 述 坐 标 系 下 的 表示 为 

中 (wu v0) = (bi, »), pol, »)), 

a 表示 为 


52 4 切 平 辣 , 映照 的 微分 [83] 


pp) 


a = (uD), v0)), te (~a, 8), 
那么 6- (ga(w(D，w 鸭 )，ga(w(D，o(GD)), 且 BO) 在 基 TZu 
Rs} 下 的 表 杀 是 
BO0) (Mw (0) + vO0), Bw (0) + Bs v(0)). 
上 述 关系 式 说 明 , B'(0) 只 依 束 于 映照 四 及 分 在 基 { 工 。。 蔗 。} 
下 的 坐标 fw(0)，w(O))， 所 以 B' (0) 与 的 选取 无 关 ， 而 且 , 同 
一 关系 式 还 说 明 


‘(0) =—a pa | 

Opp(W) 一 站 
B ) pp (WW) Bp eg vy (0) 

即 di 是 Tp(51) 到 了 Tos)y(55) 的 线性 映照 , 它 在 了 (8S:) 的 基 { 子 。， 
' 玉 oj} 及 了 yg)《S3) 的 基 { 卫 zs， 王 守 下 的 矩阵 ， 恰 为 上 述 给 定 的 和 矩阵 . 
证 毕 . 

命题 2 中 定 文 的 线性 映照 gg 称 为 $B 在 PE 点 的 微分 ,用 
类 似 的 方法 我 们 可 把 可 微 函 数 f.UCS->R 在 pEUV 的 微分 定义 
为 线性 对 照 8fp: T,05)->R、 具 体 细节 留 给 读者 作 练习 ， 

例 工 设 vE Rs 是 单位 向 量 ，h.S->R, h(p)=v.p，pES 是 
8$ 2-3 例 1 所 定义 的 高 度 函数， 对 wE Ts(S), 为 计算 dh,(ww)， 
取 可 微 曲 线 a (一 &, 3)->8, a(0)=0, w (0) 一 2 因 (ec 人 从) 一 
at .0 我 们 有 


[84] 第 二 章 正则 曲面 
dhs (ao) = 交 hla(D)) |i0=0 (0) w=.9. 


例 2 设 52CR? 是 单位 球面 
S?~ {(%, Y, 2 E RS w+ + =1}, 
Ro: Rs->R? 是 绕 > 轴 旋 转 0 角 ， 那 么 ,so 在 S* 上 的 限制 是 83 
上 的 可 微 映 照 ( 见 $2-3 的 例 3). 我 们 将 计算 (dBR。o)。 (w), pE 
S53, W0ETo032.， 设 《一 8， s) 一 98? 是 可 微 曲线 , 满足 a(0) =p, 
w(0) 一 ww。 那么 , 因 及,,,。 是 线性 的 ， 


(QR,0) ow) 一 天 Resoo0(t)) = Ra,o0! (0) ~ Rs,o lw). 


注意 到 已 ,保持 北极 六 = (0, 0, 1) 不 动 , 故 GRs,e)w: Tw(S) 
一 Tx(5) 怡 怡 是 在 Ty05) 平 面 中 旋转 9 角 . 

回想 一 下 , 迄今 我 们 所 做 的 是 将 Rs 中 微分 学 的 概念 推广 到 正 
则 曲面 ， 因 为 , 微分 学 本 质 上 是 局 部 性 理论 , 我 们 定义 了 一 个 其 局 
部 在 微分 同 蚌 的 范围 是 平面 的 实体 (正则 此 面 )， 因 此 这 样 的 推广 
就 变 得 很 自然 ， 也 许 还 有 希望 将 基本 的 反 函 数 定理 推广 到 曲面 间 
的 可 微 映照 . 

设 .UCS1>5s 是 一 个 映照 ,如果 对 pEU,， 存在 2 点 的 一 个 
邻 域 了 CU, 使 限制 于 六 是 到 开 集 $(V)C5。 上 的 微分 同 胚 ， 
那么 称 力 为 在 pp 点 的 局 部 微分 同 肤 ， 用 这样 的 术语 ,曲面 上 反 函 
数 定理 的 形式 可 表达 如 下 . 

命题 3 如 果 和 Ss 是 正则 曲面 ，$; UCS4->Ss 是 开 集 器 
C81 上 的 可 微 映照 ,使 $$ 在 pEUDU 的 微分 db 是 一 个 同 构 , 那么 由 
是 p 点 的 局 部 微分 同 胚 ， 

它 的 证 明 是 在 局 中 反 函 数 定理 的 直接 推广 , 将 它 留 作 习 题 . 

当然 , 微 积 分 中 所 有 其 它 概念 , 象 临界 点 , 正则 值 等 确实 都 能 
自然 地 推广 到 正则 曲面 上 定义 的 函数 和 映照. 

切 平面 还 使 我 们 能 说 二 个 相交 曲面 在 其 相交 点 的 角度 . 

在 正则 曲面 8 上 给 定 一 点 p, 有 二 个 Rs 的 单位 向 量 , 它们 都 
正 交 于 切 平面 243); 其 中 每 一 个 都 称 为 p 点 的 单位 法 向 重 ， 通 


$2-4 切 平 面 ; 映照 的 微分 [85 ] 


过 p 点 且 包 含 p 点 法 向 的 家 线 称 为 p 点 的 法 线 ， 两 张 相 交 沽 面 在 
相交 点 p 的 天 角 是 它们 在 点 切 平面 的 夹 角 (或 它们 法 线 的 夹 角 ) 
(图 2-25) . 


2-25 


圈定 pES 附近 的 一 个 参数 表示 下, TCR >9， 对 每 点 96E 
于 (0), 我 们 能 以 十 列 方式 确定 一 个 单位 向 量 


。 了。 人 ， 
N(g)= 1 邓 。 人 太 。| (9). 


这 样 , 我 们 得 到 一 个 可 微 映照 7, 卫 (0) 一 Rs， 我 们 以 后 将 看 到 
. (§ 2-6 和 8 3-1), 不 是 总 能 将 这 个 映照 可 微 地 推广 到 整个 曲面 8. 

在 结束 本 节 之 前 , 我 们 关于 可 微 性 问题 做 些 说 明 . 

正则 曲面 的 定义 要 求 O” 阶 的 参数 表示 , 即 它们 具有 所 有 阶 的 
连续 偏 导数 。 对 微分 几何 问题 ,一 般 地 我 们 只 需要 某 些 阶 的 偏 导 
数 的 存在 性 和 连续 性 , 具体 的 阶 数 因 问 题 的 性 质 而 异 (很 少 需要 四 
阶 以 上 的 偏 导数 ). . 

如 切 平面 的 存在 连续 性 ， 只 依赖 于 一 阶 偏 导 数 的 存在 和 连续 
性 ， 所 以 , 可 能 发 生 这 种 情况 , 一 个 函数 的 图 点 点 有 切 平面 但 不 是 
充分 可 微 以 适合 正则 曲面 的 定义 ， 下 列 饮 子 便 是 这 种 情况 . 


例 3 考虑 函数 x* 一 3/T 瑟 二 7 的 图 ， 它 是 由 曲线 zw 了 关 
于 sz 轴 旋转 所 生成 的 ， 因 曲线 关于 z 轴 对 称 且 有 连续 导数 ， 它 在 
原点 为 0, 很 清楚 图 2 一 /C0 二 V3 以 wy 平面 为 原点 的 切 平面 . 


[86] 第 二 章 正则 曲面 


但 是 , 偏 导数 zs 在 原点 不 存在 ， 所 考虑 的 图 不 是 如 前 所 定义 的 正 
则 曲面 ( 见 $2-2 命题 3). 

我 们 不 打算 讨论 这 类 问题 ， 定义 中 0” 的 假定 正 是 用 来 避免 
研究 在 各 特殊 问题 中 所 要 求 的 最 低 可 微 性 条 件 。 这些 细小 差异 会 
有 它们 恰当 的 位 置 ， 但 这 里 来 处 理 可 能 会 模糊 问题 的 几何 性 质 . 


习 题 


“i. 设 正则 曲面 由 f(z, 多 人 =0 给 出 ， 其 中 0 是 了 的 正则 值 。 证 明 它 在 
(so，%， to) 的 切 平 面 方程 是 
Jo(oo Yo, 80) (2 一 2o0) 十 方 (zo Yo, so) (Y — Yo) 
十 亡 (zo，so， so0) C8 — 0)=0. 

2. 确定 曲面 如 十 奶 一 各 二 1 在 (wz, y, 0) 点 的 切 平面 ， 且 证 明 它 们 都 平行 于 
2 办 . 

3， 证明; 一 个 可 微 函 数 zs 二 f(x, 幻 的 图 所 确定 的 曲面 在 po 一 (zo， 如 ) 点 的 
切 平面 方程 为 

s=f xo, Yo) 十 大 (co Yo) CT — To) tfy(ro, Yo) CY — yo). 
回想 一 下 活 数 下 民 ?> 民 微分 4F 的 定义 ， 且 证 明 切 平面 怡 为 微分 4f， 
的 图 . 
"证明; 由 一 zj zw 大 0 所 定义 的 曲面 的 切 平面 都 过 原点 C0, 0, 9)， 

其 中 是 可 微 函 数 . 

5， 如 果 正 则 曲面 的 局 部 表示 为 

XY, 人 一 ad 7 + ga) 

其 中 m 和 ms 是 正则 参数 曲线 证明: 沿 着 这 个 坐标 邻 域 中 某 固 定 坐 标 
曲线 的 切 平面 都 平行 于 一 条 直线 ， 

6， 设 w 7 一 民 3 是 正则 参数 曲线 , 冉 率 处 处 非 零 .， 考 菩 和 ,的 切线 面 (§ 3-3 
例 5) 

Xt, 切 一 aa( 拉 十 oa (t), 1€E 7, v0. 

证 明 : 沿 曲线 (常数) 的 切 平面 都 相同 . 

7. 设 f. SR 由 了 (P)=|p~pol? 定 义 ,pE 6 是 po 是 民 ? 的 固定 点 ( 见 $ 3 
-383 例 1). 证 明 ， af ,CW) =2We(p— po), WE 了 了 (87 . 

8. 如果 5, R#-> 民 3 是 线性 映照 ,SCRs 是 正则 曲面 且 在 五 下 是 不 变 的 , 即 
LC(S) CS， 证 明 : 限制 Lls 是 可 微 映 照 且 

LpCW) =L(W), PES, WE TAS), 


10, 


11., 


*12. 


13. 


“14. 
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， 证 明 : 参数 曲面 


及 (ww, V) = (9 CO8t, vAnw, aw), G0, 
是 正则 的 ， 计算 它 的 法 向 量 N(w ) 且 证 明 沿 着 坐标 曲线 w= 二 wo 际 的 
切 平面 按 下 述 方式 围绕 这 条 线 旋转 ， 这 个 切 平 面 与 5 轴 夹 角 的 正切 正 
比 于 点 且 (wo, 到 5 轴 的 距离 v(= V 喝 十 护 ). 
《管状 曲面 ) 设 a: TI 一 只 是 具 非 零 曲 率 的 正则 参数 曲线 , 且 以 级 长 为 参 
数 ， 设 
及 (Cs, 四 一 xfs) +rCn(s)cosv+b(s)sinv), f= 常数 站 0, se 了 
是 参数 曲面 (围绕 a 的 半径 为 + 的 管道 )， 其 中 mn 和 6 是 a 的 主 法 向 量 
和 从 法 向 量 ， 证 明 ; 当 X 是 正则 曲面 时 , 它 的 单位 法 向 量 是 
N(s, ?)= ~ (n(s)eosv+b(ls) ain ov). 
证 明 ; 由 
Xlu, WV)=(f ueosy, Flu)sinv, gCW)), fH) 0, 9 0 
定义 的 参数 曲面 的 法 线 都 通过 # 四， 
22 十 十 好 一 ao 
22 + + 2 = by, 
B+ 二 6 =08 
定义 一 张 正则 曲面 , 且 全 都 正 交 . 
定义 在 正则 曲面 8 上 的 可 微 防 数 有 3->R 的 净 界 点 是 满足 4f。=0 的 
点 PpES. 
*8. 设 f: S> 民 由 
f(D=|p—pol, rE SH, po FS( 见 § 3-8 习题 ). 
定义 . 证 明 , pe 5 是 临界 点 的 充 要 条 件 是 2 到 po 的 连 线 在 2 正 交 
于 8. 
b,， 设 h5> 民 由 h(p) 一 pe 定义 ， 其 中 vERR3 是 单位 向 量 ( 见 8 2-3 
例 1). 证 明 ; p€ S 是 了 的 临界 点 的 充 要 条 件 为 是 5 在 p 点 的 
法 向 量 . 
设 8 是 三 个 坐标 平面 z=0, y=0, s 一 0 的 并 集 ， 设 p=(%, y, 5) ER3 
-0. 
a. 证 明 : 关于 的 方程 
2 2 22 
Tt 


“a>b>e>0, 


有 三 个 不 同 的 实 根 ; 妇 ， 妇 ， 妈 
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15. 


16, 


“17， 


18, 


19. 


*20 


*31 . 


“22 . 
33. 


34. 


25. 
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b, 证 明 ; 对 任何 pe R 一 8， 由 f(t 一 1=0, f(t9) 一 1=0 和 (is) 一 1 
一 0 定义 的 集合 都 是 通过 2 点 的 正则 曲面 , 且 两 两 正 交 . 

证 明 ; 如 果 连 通 曲 面 的 所 有 法 线 都 通过 固定 点 ， 则 曲面 是 球面 的 一 部 
分 . 

设 凤 是 正则 曲面 8 在 某 点 pE8 的 切 向 量 , 且 设 了 (w, v) 入 (如) 
是 在 2 点 邻近 的 二 个 参数 表示 . 假定 在 与 互 (四 9) 及 (Cw, 相关 
的 基 下 的 表示 为 

w=Q1Xu go, 
及 w= BX Bes, 
证 明 : w 的 二 种 表示 间 有 下 列 关 系 : 


2 Ow 
5 


B= + 分， 
其 中 =w(w, 2) 和 5 一 (wu, 9) 态 坐标 变换 的 表示 式 . 
两 张 正则 曲面 51 和 5 称 为 横 交 的 ， 如 果 对 2e8ns 有 Tp(51) 类 
了 oC582)， 证 明 ; 如 果 8 横 交 于 53, 那么 Sin S53 是 正则 曲线 . 
证 明 ; 如 果 正 则 曲面 8 与 平面 2 只 交 于 一 点 p, 那么 这 个 平面 就 是 S 在 
交点 的 切 平面 . 
设 ScR3 是 正则 曲面 , PCR? 是 平面 . 如 果 5 的 所 有 点 在 卫 的 同 侧 ， 
证 明 ; 卫 在 PNS 的 所 有 点 与 S 相 切 . 
证 明 : 椭 球 面 


‘Bi= a1 


的 中 心 (0,，0, 0) 到 它 切 平 面 的 正 交 投影 组 成 一 个 正则 曲面 如 下 : 
{(C%, y, 8) € RY (v2+ y+ 2 =aw? t+ b+ cs} — {C0, 0, 0)}, 
设 天 SR 是 连通 正则 曲面 3 上 的 可 微 函 数 . 假定 对 所 有 ZpPE8 有 
aho=0. 证 明 : j 在 妨 上 是 常数 . 
证 明 : 连通 正则 曲面 8 的 所 有 法 线 交 于 一 固定 直线 ， 那 么 如 是 旋转 面 ， 
证 明 : 在 8 2-3 的 习题 16 中 所 定义 的 映照 了 . S53->52 只 有 有 限 多 个 临 
界 点 (见习 题 13). 
《 链 式 法 则 ) 证 明 ; 如 果 几 Si 一 83 和 由 32 一 8a 是 可 微 映照 ， 且 p€ Su 
那么 

CCyog)o 一 yipodgo. 
证 明 : 如 果 正 则 曲面 上 的 两 条 正则 曲线 Ci 和 Cs 在 点 peES 相 切 ， 
$: S>5 是 微分 同 胚 ， 那 么 CD 和 由 GC 四 是 正则 曲线 且 在 民 D)7 相 切 ， 
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26， 证明; 如 果 %p 是 正则 曲面 8 上 一 点 ,总 可 适当 选取 坐标 (zx, y, 的 使 8 在 
2 点 附近 可 表示 为 s=f(z, 并且 fC0, 0) =0, foC0, 0) 一 0， fC0, 全 
=0, 《这 等 价 于 取 8 在 p 点 的 切 平 面 为 区 平面 ，》 

27. 〈 接 触 理 论 ) 在 只 ? 中 的 二 张 曲面 8 和 部 它们 有 公共 点 p， 如 果 在 8 点 
附近 8 和 如 存在 具 相同 定义 域 的 坐标 映照 x《w, ) 及 TCw, 中 ,使 在 p 
点 有 Zu 二 56, 人 一 元 ,那么 称 8 各 在 p 点 有 之 1 阶 接触 进一步 如 
果 在 p 点 有 某 些 二 阶 偏 导数 相 异 , 那么 接触 阶 恰恰 等 于 1， 证明 


Aa. 


b. 


28. a. 
。 证明: 正则 曲面 上 可 微 洋 数 正则 值 的 原 象 是 5 上 的 正则 井 线 . 


§ 2-5 


正则 曲面 硬 在 jp 点 的 切 平面 TaCS) 和 该 曲面 在 2 点 有 之 1 阶 接触 ， 
如 里 平面 和 曲面 在 p 点 有 之 1 阶 接触 ,那么 这 张 平 面 就 是 8 在 Pp 
点 的 切 平面 . 


， 珊 张 正则 曲面 有 之 1 阶 接触 的 充 要 条 件 为 在 jp 点 有 公共 切 平面 , 即 


它们 在 jp 点 相 切 . 


， 和 如 果 RR? 的 两 张 正则 曲面 在 2 点 有 > 工 阶 接触 ， 又 下. 民 3->R3 是 民 8 


的 微分 同 胚 , 那么 五 (58) 和 (8) 也 是 正则 曲面 , 且 在 fp) 有 >>1 阶 
接触 ( 即 > 工 阶 接触 概念 在 微分 同 朋 下 是 不 变 的 )， 


.如 果 两 张 曲面 在 2 点 有 >1 阶 接触, 那么 lim ( 忆 ) 一 0 其 中 d 是 高 


公共 法 线 ” 处 平行 于 该 法 线 的 直线 被 两 曲面 截 得 线段 的 长 度 。 
定义 正则 曲面 上 可 微 阔 数 了 :5->RR 的 正则 值 . 
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迄今 我 们 已 经 从 可 微 性 的 观点 看 竺 曲面， 本 节 中 我 们 将 开始 
研究 曲面 上 进一步 的 几何 结构 . 其 中 最 重要 的 也 许 是 我 们 现在 来 
描述 的 第 一 基本 形式 . 

Rs 一 S 中 的 自然 内 积 在 正好 曲面 上 8 的 每 一 切 平面 了 ,C5) 土 诱 
导 了 一 种 内 积 , 记 为 《>p: 如 果 Wi 玉 3E To(CS) CR 那么 《Wi 
Ws 等 于 Wi 入, 看 作为 Rs 中 向 量 时 的 内 积 .。 对 这 个 对 称 双 
线性 型 的 内 积 ( 即 AWi, Wa> = 《Wa WD 且 《Wi, 到 放 关 于 玉 1 和 
Ws 都 是 线性 的 )， 对 应 有 一 个 二 次 型 Iy: Ts(S) 一 只 ， 它 的 定义 如 


下 : 


7 ) =<W, WY,= |W|’>0. (DD 
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定义 1 在 T,C8) 上 由 方程 (所 定义 的 二 次 型 I, 称 为 正则 
曲面 SCR* 在 pESB 的 第 一 基本 形式 . 

所 以 , 第 一 基本 形式 上 只是 曲面 S 如 何 继承 Rs 的 自然 内 积 的 表 
达 式 . 几何 上 看 , 正 象 我 们 过 一 会 将 看 到 的 , 第 一 基本 形式 使 我 们 
能 测量 曲面 上 的 一 些 量 (曲线 的 长 度 , 切 向 量 的 夹 角 , 区 域 的 面积 ) 
而 不 必 回 到 曲面 所 在 的 外 围 空 间 R*. 

现在 ， 我 们 在 相关 于 2 点 附近 参数 玫 示 蕊 (ww 9%) 的 基 《如 
习 由 下 ,来 表示 第 一 基本 形式 .因为 切 向 量 矿 ETo(9) 是 参数 曲线 w 
的 = 三 (w( 的 ,uv 人) 的 切 向 量 , 5E( 一 8 8), p=a(0) 一 vw(wo, io)， 
我 们 有 

To (0)) = 0 (0), a(0)>, 
= 《十 00， 这 十 全 oy 
一 《 导 u,， 玉 wp (0 )? 十 2《 刁 0， 革 p>p 人 
十 《总 不 op(o 3 
= Bu) +oFuv t+) 
其 中 所 涉及 到 的 函数 都 在 =0 取 值 , 且 
Bluo, v0) —《Xu, Kus, 
F(auo, V0) =《Eu, Foy, 
Guo, vo) — 《Xo, Kopp 
是 第 一 基本 形式 在 To(S) 的 基 { 如 ww 瑟 下 的 系数 ， 让 在 对 应 于 
六 (wv) 的 坐标 邻 域 中 变化 , 我 们 得 到 函数 召 (， 0), Flw, v), 4 
kw 2),， 它们 在 该 邻 域 中 是 可 微 的 . 

从 现在 起 ， 当 从 我 们 所 涉及 的 那 一 点 的 上 下 文 看 是 显然 的 时 
候 ， 在 内 积 人 4 >。 上 和 二 次 型 I 中 将 省 略 下 标 p， 为 了 方便 , 用 同 
样 的 记号 <，> 表 示 Rs 中 自然 内 积 , 代替 以 前 的 点 积 记号 ， 

例 1 过 po (wo go zo) 且 包含 标准 正 交 向 量 人 1 (41, as， 
08)， 玉 a= (61，5s，5s) 的 平面 PCRS 的 坐标 系 如 下 ; 

Fu, opo uitoWs, Wu, 9) ER 
为 计算 任 一 点 2 的 第 一 基本 形式 , 我 们 有 ,一 到 1, 卫 ,Ws 因 Ws 
和 厂 ， 是 单位 正 交 疝 量 , 函数 孔 Z，G 是 常数 并 且 
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H=1, P-0, 1. 

在 这 平凡 的 情形 ,第 一 基本 形式 事实 上 是 平面 了 中 的 勾 股 定 
理 ， 即 在 基 { 了 开赴 下 坐标 为 % 6b 的 向 量 矿 的 长 度 平 方 等 于 
@? 十 b2 

例 2 圆周 za 十 j=1 上 的 正 赔 标 面 有 参数 表示 wm:U>R3, 
其 中 ( 见 图 2-26) 

Xu, vo) = (cosu, sin »), 
U={(u, v) ER 0O<V<2r， 一 ceo<0<col， 
为 计算 第 一 基本 形式 , 我 们 注意 到 
,一 (一 sinw，cosw%, 0), 防 , 一 《0，0, 二)， 
EB~=sinuvi+comu=l1, F=0, G=1. 

要 指出 的 是 , 虽然 柱 面 和 平面 是 不 同 的 曲面 , 在 前 二 个 例子 中 
得 到 相同 的 结果 .以 后 将 回 到 这 个 课题 ( 见 $ 42). 

例 8 考虑 方程 为 (cosw sin mm) 的 螺旋 线 ( 见 § 1-2 例 了 . 
过 螺旋 级 的 每 点 , 引 直线 平行 于 wy 平面 交 于 2 轴 .， 由 这 些 直线 生 
成 的 曲面 称 为 正 混 面 , 它 有 下 列 的 参数 表示 

Ou, P= (vBu, Vinny, rw 0<w<2r， 一 co<0<co， 
总 将 ww 平面 中 宽 2w 的 开 带 形 , 映照 到 正 螺 面 上 对 应 于 沿 螺旋 线 
旋转 2r 的 部 分 (图 3-27)。 验 证 正 螺 面 是 正则 曲面 是 直接 的 ， 甸 
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作 读 者 练习 . 
在 上 述 参 数 表示 下 第 一 基本 形式 系数 的 计算 给 出 
El, o) =o0+o, Fu, 0)=0, Glwu, 0)=1. 
正 象 我 们 前 面 提 及 的 ， 第 一 基本 形式 工 的 重要 性 在 于 知道 了 
z 我 们 就 能 处 理 正则 曲面 上 的 度量 问题 ， 而 不 必 关 心 它 的 外 围 空 
间 R*。 这样, 参数 曲线 a. 7 一 8 的 弧 长 8 是 


s (= je lw= | VTE) dt. 


特别 地 , 如 果 a( 引 ) 一 于 (w(t), 4( 引 ) 蓝 在 对 应 于 参数 表示 有 (vw, 9) 
的 同一 些 标 邻 域 中 , 我 们 能 计算 w 在 0 到 二 间 的 弧 长 : 


3 人 (上 -| VE ap a) at. (2) 


而 且 , 在 j= 如 相交 的 二 条 参数 曲线 a >8，B, I->8 的 夹 角 
9 由 下 式 得 到 
_ Co (to), B'(to)> 
cob Tot TB 
特别 地 ,参数 表示 了 (% 的 坐标 曲线 的 夹 角 加 是 
Low o> PF 
00s0 mw Tet ~ ~ Ba . 
由 此 得 到 ; 参数 表示 的 坐标 曲线 正 交 的 充 要 条 件 是 ， 对 所 有 (wo) 
有 也 (w v) ~0， 这 种 参数 表示 称 为 正 交 参 数 表示 . 
注 。 由 于 方程 (2), 许多 数学 家 所 谓 的 。 的 弧 长 "元素"6s， 记 


为 
d=— Eder+2F udvt+G av, 


它 的 意义 是 如 果 w( 纪 = (wi), v0) 是 8 上 的 曲线 且 s=s(b) 是 它 
的 弧 长 , 那么 


(最 ) -也 司 ) +22( 司 )( 营 )+9( 名 ) 
例 和 -球面 有 参数 表示 ( 见 82-2 例 1) 
了 (9, $) = (sinb cosg, sinQ sin g, cos0)， 
我 们 来 计算 它 在 这 坐标 邻 域 中 某 点 的 第 一 基本 形式 。 首先 ,观察 
到 
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Xb, $) ~ Coos 0 oo8g, ooa0 sin $, 一 smg)， 
Yo(0, $) = (—sind sing, sinb cosg, 0). 
所 以 ， 
Eg, 由 =<X,, 互 o> 一 工 
有 (2 $)—《Xo, X=), 
G0, $) =H, =sin’ gd. 
这 样 ， 如 果 到 是 球面 在 某 点 也 (60, 内 的 切 向 量 , 它 在 相关 于 参数 
表示 于 (9, $) 的 基 下 可 表示 为 
W=aXot+bX,. 
那么 W 的 长 度 平 方 是 
[W|I?=I(W) = Bat+2Fabt+Gb = 0 + bgin0. 

作为 应 用 , 我 们 来 决定 球面 上 的 曲线 , 它 与 上 述 局 部 坐标 系 中 
的 经 线 $= 常数 交 固定 角 B， 这 种 上 曲线 则 做 球面 的 斜 驶 线 (全 内 
线 ). 

我 们 可 以 假定 可 求 的 曲线 ol 是 099 平面 中 曲线 C01()， 
(2)) 在 坐标 映照 也 下 的 像 ， 在 曲线 和 经 线 $~ 常数 相交 的 点 
zk0, 四)， 我 们 有 、 

95 Cl {#5 
因为 在 基 {zw。， ws} 下 向 量 a (有 上 坐标 (0 $9"), 回 量 X。 有 爸 标 (1， 
0)， 由 此 可 得 | 
(90)»tan’B— ($sin 0=0 
或 sn + tan G， 
由 此 积分 , 我 们 得 到 斜 驶 线 方程 
log tan (与 )- 土地 十 C)etg B， 


其 中 积分 常数 O 得 由 曲线 通过 的 点 下 (go do) 所 决定 . 

另 一 个 能 用 第 一 基本 形式 处 理 的 度量 问题 ， 是 计算 (或 定义 》 
正则 曲面 上 有 界 区 域 的 面积 .曲面 8 的 一 个 开 的 连通 子 集 如 果 它 
的 边界 是 圆周 在 可 微 同 胚 下 的 像 ， 且 这 个 同 胚 除了 有 限 个 嵌 外 还 
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是 正则 的 ( 即 它 的 微分 非 零 ), 那么 这 个 子 集 称 为 目 面 8 的 一 个 ( 正 
则 ) 域 ,曲面 上 的 区 域 是 域 和 它 的 边界 之 和 (图 2-28). 5 的 一 个 
区 域 , 如 果 它 包含 在 Rs 的 某 个 球体 内 则 称 为 有 有 界 的 . 


娃 的 边界 


图 2-28 


我 们 来 考虑 包含 在 参数 表示 了 :7 CR 一 的 坐标 邻 域 王 () 
中 的 有 和 界 区 域 RR， 换言之 , BR 是 有 界 区 域 8CU 在 下 下 的 像 . 

定义 在 U 中 的 函数 | 子 。 人 对 ,| 度量 了 由 向 量 卫生, 组 成 
的 平行 四 边 形 的 面积 . 我 们 首先 说 明 积分 


| | Xu 人 ,| Go 
不 依赖 于 参数 表示 习 ， 
事实 上 , 设 5UCR2>S 是 另 一 个 参数 表示 , 满足 RC(D)， 
置 久 = 及 -1( 展 , 设 8(w, 0)/0(, 是 参数 变换 hh= 耶 -1o 呈 的 
Jacobi 行 列 式 ， 那么 


J ne 


-用 二 Alana 


-| 如 区 | 酌 而 


其 中 , 最 后 一 个 等 式 是 根据 多 重 积分 的 变量 变换 定理 ( 见 Buck, 
Advanced Oaleulus，p. 3804) ,因此 就 证 明了 不 依赖 于 参数 选取 的 
言 , 从 而 我 们 有 下 列 定义 . 
定义 2 设 正 则 曲面 上 5 中 的 有 界 区 域 RCS 落 在 参数 表示 子 ， 
UCR->8 的 坐标 邻 域 中 , 正 数 
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[1X.A Xol du do = A(R), Q= 了 -1(R), 


G 
称 为 玉 的 面积 . 
对 这 样 一 种 定义 的 几何 合理 狂 , 有 好 几 种 说 法 , 其 中 之 一 将 在 
8 2-8 中 给 出 . 
容易 看 出 
| 及。 人 及 ,| ?二 《了 o>? 一 | 了 | :| 玉 o| 
这 说 明 4(E) 的 被 积 函 数 能 写成 
[XX = Vv BG—F. 
我 们 还 要 指出 ， 在 大 多 数 例 子 中 ， 区 域 包含 在 同一 上 坐标 领 
域 中 的 限制 并 不 很 强 ， 因 为 在 整个 曲面 上 除去 某 些 曲线 外 存在 一 
些 覆 盖 上 曲面 的 坐标 邻 域 , 而 曲线 对 面积 又 无 影响 . | 
例 5 我 们 来 计算 §2-2 例 6 中 环 面 的 面积 、 为 此 我 们 考虑 
对 应 于 参数 表示 
及 (vu, 0) = (0+ro0os8u))o0sv, (ai+roosv)sinv, rsinw), 
0<u<2r, 0<v<Yn, 
的 坐标 邻 域 , 除了 一 条 经 线 和 一 条 纬 线 它 覆盖 整个 环 面 。 第 一 基 
本 形式 的 系数 是 | 
B=r? F=0, G= (rcosutw)’,, 
所 以 VEG—Fi =r(rco8uto). 
现在 , 考 忠 区 域 B, 它 是 区 域 (图 2-29) 在 于 下 的 像 , 而 (s 
是 小 的 正 数 ) | 
Qs={(u, 2) ER 0 十 s<w<2z 一 65 0+e<v e225 —e}. 
利用 定义 2, 我 们 得 到 
A(R,) -|f rr oo8wt oaudo 
全 
-| (r2008W+t ?70) (人 dv 
~—72(2m— 28) (sin(2r — e)— sin 8) 
十 oa(2m 一 28)2. 
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上 式 中 令 a>0, 我 们 得 到 
A(T) =lim A(R,) = dera. 


这 和 按 初 等 方法 ， 如 利用 关于 旋转 面 面 积 的 Pappus 定理 计算 的 
结果 是 一 样 的 (见习 题 11)， 


习 古 


1. 计算 下 列 参 数 曲 面 在 其 正则 处 的 第 一 基本 形式 
a. XY, 9) = (G8inweosv, LSin wsinv, ccosw), 彬 球面 , 
b. 玉 (w, 0) 一 (aw oos v， businv, Ww ,椭圆 抛物 面 . 
e. 和 (0 9) 二 (au cosh v， bw ginhv, tv 双 曲 抛物 面 . 
d. 互 (io v)=(qsinhwueos v, beinhw sinv, ¢ coshw); 双 叶 双 曲 面 ， 

3. 设立 (w, v0) 一 (sin0eos, sin ggsin 办 cos 分 是 单位 球面 8? 的 局 部 坐标 映 
有 照 ， 设 卫 是 平面 z=sctga, 0<a<w, 而 8 是 里 线 己 n 82 与 半 经 线 一 
po 所 夹 的 锐角 , 计算 cos B， 

3.， 计算 在 球 极 投影 的 参数 表示 下 球面 的 第 一 基本 形式 (参见 8 2-2 习题 
16)， : 

4. 给 定 参 数 曲 面 


Xu, 9) = (WCOBV, tsin vw, logcos0 十 wy ~ 了 <v< 了 3， 


证 明 ， 二 条 曲线 CAO v), v(Wa, v) 在 所 有 曲线 ww， 常数 ) 上 确定 了 长 度 
相等 的 线段 . 
5， 证明; 在 曲面 * 一 jw, 幼 的 有 界 区 城 五 的 面积 4 是 


“8 . 


*9 . 


10. 


11. 设 8 


12. 


8 3-5 第 一 基本 形式 ; 面积 [97] 
2 WII 十 六 十 户 cdrdoy， 


其 中 昌 是 已 在 到 平面 上 的 下 直 投 影 


， 证 明 


X(w, 0)= usinacosv, usinaasinwv, ucosa) 
0<w<o0, 0<v<2m, a 二 常数 ， 
是 顶 角 为 2a 的 锥 面 的 参数 表示 , 且 在 对 应 的 坐标 邻 域 中 ， 证 明 曲 线 
和 (e exp(w gina ctgB), 候 ，0O 二 常数 ，B 二 常数 ， 
和 锥 面 的 母线 (一 常数 ) 交 常 角 有 . 


. 项 面 在 参数 表示 w(w, 2) 下 的 坐标 曲线 所 组 成 的 任意 四 边 形 如 果 对 边 相 


等 , 则 称 为 Techebyshef 网 。 说明: Techebyshef 网 的 充 要 条 件 是 
1 _ OG 


= =0 


Br uw 
证 明 , 只 要 坐标 曲线 构成 Techebyshef 网 ( 见 上 题 )， 就 能 对 坐标 邻 域 选 
取 新 的 参数 表示 , 使 对 应 的 第 一 基本 形式 的 系数 是 

E=1, F=co0s0, G=1, 
其 中 96 是 坐标 曲线 的 夹 角 . 
证 明 ; 旋转 面 上 总 能 取 到 参数 表示 使 
B=E(v), F=0, G=1. 
设 P={(z, ys) ERs s 一 0} 是 wy 平面 且 设 wDU->P 是 卫 的 参数 表 
示 
X(p, 0)= (peos0, psin dg), 

其 中 U={(p, OE 民 Rp>0, 0<0<2n}. 
计算 在 这 种 参数 表示 下 卫 的 第 一 基本 形式 的 系数 . 
是 旋转 面 ， C 是 它 的 母线 ( 见 $ 2-3 例 和 ， 设 是 吕 的 弧 长 ，p(9) 
为 C 上 对 应 8 的 点 到 旋转 轴 的 距离 . 
a. (Pappus 定理 ) 证 明 ; 8 的 面积 是 

ar [pCs) ds, 

其 中 ! 是 C 的 长 度 . 
b. 应 用 a 的 结果 计算 旋转 环 面 的 面积 . 
证 明 ; 则 线 a 的 半径 为 7 的 正则 管道 (参见 8 2-4 习题 10) ) 的 面积 是 32m? 
俐 a 的 长 度 . 


: ( 深 芝 面 ) 虐 作为 旋转 面 又 作为 旋 面 自然 推广 的 广义 螺旋 面 可 如 下 得 


出 . 设 C 是 正则 平面 曲线 , 它 与 该 平面 中 的 轴 如 不 相交 > C 绕 轧 作 螺旋 
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14. 


15 


运动 , 即 0 的 每 一 点 在 运动 下 形成 以 加 为 轴 的 螺旋 线 ( 或 加 周 ), 那么 由 

此 形成 的 集合 8 称 为 以 且 为 轴 以 0 为 母线 的 螺旋 面 。 如 时 埋 旋 运动 纯 

粹 是 围绕 如 的 旋转 ，5. 是 旋转 面 ; 如 果 C 是 正 交 于 加 的 直线 ,站 是正 螺 

面 (一 部 分 )( 见 例 3). 

设 * 为 旋转 轴 ,C 在 ys 平面 中 , 证 明 : 

a， 如 果 (FGs)，9G)) 为 O 以 弧 长 为 参数 的 参数 表示 ，6<s< 包 js) > 小 
那么 己 :5 一 8 是 8 的 参数 表示 , 其 中 

U={(s, 2)ER34G<3S<D 0<%<2r}, 
六 (8, 人 一 (Fs)oost fC3)8inw, 9(3) Cu), C= 常数 . 
证 骨 : 4 是 正则 曲面 

b. 上 述 参 数 表示 的 坐标 曲线 是 正 交 的 ( 即 了 ==0) 充 要 条 件 是 X(V) 或 者 
是 旋转 面 或 者 是 正 螺 面 (一 部 分 ). 

《曲面 上 的 梯度 ) 可 微 函 数 户 8 一 民 的 梯度 是 一 个 可 微 映照 grad f.S 一 

只 5 它 将 每 一 点 PE 5 对 应 一 个 向 量 graa f(p) < To(C3)CRa， 使 对 所 有 

VETo(CS)， 

grad fCp), 0)p—=AfpC), 

证 明 : 

a. 如 果 召 , 了 ,，G 是 某 参数 表示 耳 ,U CR?->5 下 的 第 一 基本 形式 的 
系数 , 那么 在 入 (U0) 中 gradf 是 

grad f= 此 天 六 J 及 ,十 的 - fu xX 。。 
特别 地 ,如果 8= 民 2 用 通常 的 wy 坐标 ， 
grad f = fwe1+ fyea, 
其 中 {e es} 是 民 的 规范 基 ( 因 此 ， 它 和 平面 中 通常 的 梯度 定义 是 一 
致 的 ). 

b. 如 果 设 pe 8 为 固定 一 点 而 在 To(《S) 中 的 单位 圆周 1vj=1 上 变 
化 ， 那 么 Gfokv) 是 最 大 的 充 要 条 件 是 vgrad fi |gradf|( 这 样 ， 
gradf 给 出 了 j 了 在 2 点 的 最 大 变化 方向 ). 

e@. 如 果 在 等 值 线 CQ 一 {eeS;f9) 一 常数 } 上 的 所 有 点 gradf 二 0， 那 么 
C 是 SS 上 的 正则 曲线 且 gradf 是 C 在 所 有 点 的 法 向 。 

《 正 交 前 线 族 ) 

a. 设 瑟 了.G 是 正则 曲面 5 上 蘑 参 数 表 示 儿 加 CRa 8 下 的 第 一 基本 
形式 的 系数 ， 设 p(w, 仍 二 常数 和 站 (中 二 常数 是 卫 (0)CS 上 的 
二 族 正 则 曲线 ( 见 $ 3-4 习题 38) 证 明 : 这 两 族 曲 线 正 交 ( 即 不 同族 的 
曲线 只 要 相交 , 它们 的 切线 就 正 交 ) 的 充 要 条 件 是 
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Bo — PF bab,t pbab) + Gp = 0. 
b. 利用 上 结果 证 明 例 3 中 正 螺 面 坐标 邻 域 卫 (v) 中 的 两 族 曲 线 
2c0s4 一 常数 ，4 寺 0， 
《好 十 63)gin2% 一 常数 ， 光 寺 0,， 《关机 


是 正 交 的 , 
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本 节 中 我 们 将 讨论 在 何 种 意义 下 和 什么 情况 下 曲面 可 定向 . 
直观 上 ， 正 则 曲面 8 的 每 一 点 p 有 一 张 切 平面 Ts) ， 它 的 一 个 
定向 的 选取 诱导 了 书 点 邻 域 中 的 一 个 定向 ， 即 洛 着 这 邻 域 中 每 一 
点 的 充分 小 闭 曲 线 正 向 运动 的 概念 (图 2-80), 如 对 每 点 DEL 能 做 
这 种 选取 , 使 在 任何 两 个 相交 邻 域 的 交集 中 所 取 的 定向 是 一 致 的 ， 
那么 8 称 为 可 定向 的 ， 如 果 不 能 做 到 这 样 ,8 就 叫做 不 可 定向 的 . 


图 2-30 


现在 我 们 将 这 个 想法 精确 化 ， 对 正则 曲面 8 上 一 点 Pp 的 某 邻 
域 圈定 一 个 参数 表示 节 (w, ), 我 们 就 确定 了 切 平面 J,《S) 的 一 个 
定向 , 即 相关 于 有 序 基 { 邓 。， 于 。} 的 定向 .如 果 p 属 于 另 一 个 参数 
.表示 及 GW 司 的 华 标 邻 域 , 新 的 基 { 玉 s， 玉 收 可 用 老 的 基 表示 为 

[ 注 ] 在 初次 阅读 时 本 节 可 略 去 。 
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了 ,一 邓 。 2 十 不 。 党， 下 ,一 工 。 弘 十 各, 22 
Op Ov 
其 中 w=w(w，2)， 2 站 是 涯 标 变换 的 吉 示 式 ， 所 以 基 {w 
了 vo}， 和 { 玉 s， 医 引 定义 Tp(S) 相 同 定向 的 充 要 条 件 是 坐标 变换 


的 Jacobi 行列 式 
Ou, 2) 
Ol2, v9) 


是 正 的 . 

定义 1 如 果 正 则 曲面 5S 能 被 一 族 坐标 邻 域 所 覆盖 ， 使 得 若 
PpEB 属于 族 中 二 个 邻 域 , 那么 坐标 变换 Jacobi 行列 式 在 2 点 是 正 
的 , 则 8 称 作 是 可 定向 的 ， 这 样 一 族 坐 标 邻 域 的 选取 称 为 S 的 一 
个 定向 ,在 这 种 意义 下 称 S 为 定向 曲面 . 如 果 这 样 的 选择 不 可 能 ， 
曲面 称 为 是 不 可 定向 的 ， 

例 1 由 可 微 函 数 的 图 所 定义 的 曲面 ( 见 832-2 命 题 思 是 一 
个 本 定向 曲面 ， 事实 上 ， 能 破 一 个 坐标 邻 域 所 覆盖 的 所 有 曲面 是 
平凡 可 定向 的 . | 

例 2 球面 是 一 个 可 定向 曲面 ， 我 们 不 用 直接 计算 ， 而 采取 
一 般 地 讨论 . 球面 能 被 坐标 分 别 为 9?) 和 Cw, 人 的 二 个 坐标 邻 
域 所 覆盖 (利用 球 极 投影 ， 见 $ 2-2 习题 16)， 使 得 这 二 个 坐标 邻 
域 的 交集 玫 是 连通 集 (球面 减 去 二 点 ). 对 歼 的 任 一 点 p， 如 果 
在 2 点 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 是 负 的 , 我们 在 第 一 个 坐标 系 中 
交换 公 和 2 那么 Jacobi 行列 式 变 成 正 的 ， 因 在 酚 中 Jacohi 行 
列 式 不 为 0, 且 在 2 点 为 正 ， 从 他 的 连通 性 得 到 Jacobi 行列 式 处 
处 为 正 , 所 以 ,存在 一 族 满 足 定义 工 的 坐标 邻 域 , 从 而 球面 是 可 定 
向 的 . 

根据 前 面 的 讨论 易 知 能 被 一 个 坐标 邻 域 柳 盖 旦 它们 的 交集 
连通 的 正则 曲面 是 可 定向 的 . 

在 给 出 不 可 定向 曲面 例子 之 前 , 我 们 来 给 出 R* 中 正则 曲面 定 
向 性 概念 的 几何 解释 、 

在 $2-4 中 我 们 已 经 看 到 , 在 2 点 给 出 一 个 坐标 系 下 (w, 5)， 
按 下 列 规则 
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-全 (D 
我 们 确定 了 pp 点 单位 法 向 量 术 ， 取 了 p 点 的 另 一 个 局 部 坐标 系 
(i 友 , 我 们 看 到 
了 Ys 全 = (Xs 他 ,) 全， (2) 
其 中 9(w, 四 /13( 本 可 是 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 ， 所 以 ，W 是 
保持 它 的 符号 还 是 改变 它 的 符号 , 这 分 别 取决 于 8(w 2)/9(&, 本 
是 正 还 是 负 . 
所 谓 开 集 UCS 上 的 可 微 单位 法 向 量 场 ， 是 指 可 微 映照 NU 
>Rs, 它 将 每 点 gEU 对 应 于 5 在 g 点 的 单位 法 向 量 入 (gq) E Rs. 
命题 正则 曲面 SCRs 为 可 定向 的 充 要 条 件 是 在 8 上 存 
在 可 微 单位 法 向 量 场 NW, S->Rs 
证 明 如 果 8 是 可 定向 的 , 就 能 以 一 族 坐 标 邻 域 覆盖 它 ,使 族 
中 任意 两 个 坐标 邻 域 交 集中 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 是 正 的 . 在 
每 个 邻 域 中 的 点 罗 = 下 (w 念 处 ,用 (四 定义 (从 一 NGw 切 . 当 p 
属于 坐标 分 别 为 Co)，(G&, 可 的 二 个 坐标 邻 域 时 ， 根 据 方程 (2) 
法 向 量 入 (w ?) 和 (Ww 可是 一 致 的 , 所 以 太 (p) 是 有 意义 的 . 而 
且 , 根据 方程 (1), Rs 中 权 (u, 由 的 坐标 是 (wo) 的 可 微 函 数 ， 这 
样 , 映照 W; S->Rs 是 可 微 的 , 这 正 是 所 要 求 的 . 
另 一 方面 , 设 7, S->Rs 是 可 微 单位 法 向 量 场 , 考虑 一 族 构 盖 
的 连通 举 标 邻 域 ， 对 每 个 坐标 邻 域 卫 (D0), UCRs 的 点 p= 
及 (wo), 根据 的 连续 性 ,可 能 做 到 (如 果 必 要 交换 ww 和 人 
OD) -全 全 
事实 上 ,内 积 


(Np), 全 全 Tf(2) 一 土 1 
是 z(U) 上 的 连续 函数 ， 因 x(0) 是 连通 的 ，f 的 符号 是 常数 .如 


到 了 一 一 上 在 参数 表示 中 交换 4 % 的 次 序 , 因此 证 实 了 前 面 的 断 
言 . 
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以 这 种 方式 来 处 置 所 有 的 坐标 邻 域 , 在 任意 二 个 相交 邻 域 , 如 
Cw) 和 于 (w, 7) 的 交集 中 , Jacobi 行列 式 


O(w, v) 
Olu, DV) 
当然 是 正 的 ; 否则 , 就 会 有 
uN 人 Xo Tat Xs 
一 入 二 en 1 = 一 人 ) 
ES 一 T 语 入 富 T 人 2) 


这 是 矛盾 的 ， 因 此 给 定 的 坐标 邻 域 族 , 在 wo 次 序 适 当 交 换 后 潢 
是 定义 工 的 条 件 , 所 以 , 8 是 可 定向 的 . 证 毕 . 

注 “如 证 明 所 示 , 为 了 S 是 可 定向 的 ， 我 们 只 要 求 S 上 连续 
单位 向 量 场 的 存在 性 ， 这 种 光量 场 就 自然 是 可 微 的 ， 

例 8 我 们 现在 来 描述 不 可 定向 曲面 的 例子 ， 即 所 谓 的 M6- 
bius 带 . 它 可 用 如 下 的 方式 得 到 ; 考虑 方程 为 到 十 久 一 4 的 国 周 中 
和 在 ys 平面 上 y 一 2，|z| 过 1 的 开 线 段 4B( 图 2-81), 将 4B 中 点 
O 滑 习 移 动 , 同时 48B 围 着 O 在 C02 平面 中 转动 ， 当 O 沿 圆周 转 


过 角度 ww 时 , 48B 围绕 0 转 了 豆角 度 . 当 0 围绕 圆周 移动 一 周 


时 ,4B 转 到 原来 位 置 ,但 端点 相反 .从 可 微 性 观点 看 , 这 像 将 矩形 
的 (垂直 ) 对 边 重合 起 来 , 使 4B 边 上 每 一 点 重合 于 它 的 对 称 点 (图 
2-31)， 从 而 给 出 矩形 的 一 个 扭曲 ， 
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几何 上 , 显然 Mbius 带 是 正则 不 可 定向 曲面 . 事实 上 ,如 
， 江 到 是 可 定向 的 ， 那 么 存在 一 个 可 微 单位 法 向 量 场 太 ， 了 ->Ra. 
沿 圆周 2 十 一 4 取 这 些 向 量 ， 我 们 看 到 六 环绕 一 周 回 到 原 处 时 
变 为 一 六 , 这 是 矛盾 的 . 

现在 ,我 们 给 上 述 事实 一 个 解析 的 证 明 ， 

Mobius 带 的 一 个 坐标 系 区 ; UV 一 有形 为 


于 0) —((2—vsin $)sinu, (2 一 一 wsin 公 ) oos 邮 ooos 笃 )， 
其 中 0<w<2wmw， 一 4<v<1i， 对 应 的 坐标 邻 域 少 掉 了 开 区 间 w=0 


的 点 . 然后 把 v 的 原点 取 在 汪 轴 上 ,我 们 得 到 另 一 个 参数 表示 王 
(3) 如 下 : 

“12 一 5sin (至 + 痘 )}oosz 

y~ 一 但 一 5sin (到 + 各 )| ein 己 

多 一 DCOS (至 + 芝 )， 


它 的 坐标 邻 域 是 去 掉 区 间 vw 一 可 . 这 二 个 坐标 邻 域 覆盖 了 M5bius 


带 ,从 而 可 用 来 说 明 Mobius 带 是 正则 曲面 . 
我 们 看 到 该 两 坐标 邻 域 的 交 不 是 连通 和 的， 但 由 两 个 连通 分 文 


Wa~{ = 人 w 9): 至 <u<2m 


Fa-| zw 0); o<v< 可 } | 


2 
所 组 成 . 
坐标 变换 是 
纹 一 Ww 一 也 ， 
2 | Wi 中 
= 
和 半 Dw 中 。 
VD= 一 忆 
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由 此 可 得 
Ot, VD) 

Bw v) “1>0， 在 了 1 中 
lu, DV) _ , 

和 EC 1<0, 在 Ws 中, 


为 说 明 M6bius 带 是 不 可 定向 的 ， 我 们 假定 有 一 个 可 微 单位 
法 向 量 场 W: 到 一 民 :. 对 卫 (w 0) 化 标 邻 域 中 的 任何 点 Pp 我 们 总 可 
假定 


_ ,人 人 太 。 
VD) TA TT 


如 有 必要 可 交换 wv 次序。 类 似 地 , 在 3(x， 切 坐标 邻 域 所 有 点 
下 假定 王八 邓 
YP) ~ ATT 
但 是 在 Wi 或 Ws 中， 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 必须 是 一 1( 这 依 
赖 于 须 作 4w>v, ?> 这 类 谈 换 的 哪个 )， 如 果 p 是 交集 这 个 分 支 
中 的 一 点 ,那么 WO 一 一 人 (2)， 这 是 矛盾 的 . 
我 们 已 经 看 到 ， 由 一 个 可 微 函 数 的 图 所 定义 的 曲面 是 可 定向 
的 ， 现在 我 们 还 会 看 到 ,由 一 个 可 微机 数 正则 值 的 原 象 定义 的 曲 
面 也 是 可 定向 的 . 这 就 是 难以 构造 民 ? 中 不 可 定向 正则 曲面 的 原 
因 之 一 . 
命题 2 如 果 正 则 曲面 的 定义 为 S={(s, y, 2) ERs f(w, y, 
2) 二 0}, 其 中 ;UCRs->R 是 可 微 的 , & 是 了 的 正则 值 , 那么 8 是 
可 定 问 的 ， 
证 明 ”给 定 一 点 (2o, yo, 20) 一 PES， 考 虚 5S 上 t= 如 时 通过 
Pp 点 的 参数 曲线 (z(t), y( 驴 ,xz( 人 )), 2E 了 因 曲 线 在 S 上 ,对 所 有 
iE€7 我 们 有 
f (86), y(t), z(t)) 一 4， 
关于 微分 上 式 两 边 , 我们 看 到 在 = 刀 处 有 


f(D( 季 ), t(D( 和 和) +PD(P), 一 0 
这 说 明 曲 线 在 1 一 如 处 切 向 量 正 交 于 在 p 点 的 向 量 (fe, f,, f2). 因 


83-6 曲面 的 定向 [105] 
曲线 和 点 是 任意 的 ,因此 


一 jp fs 
N(%, Y, 2) -( ~ Rtf+R? ~ fftf 


RA) 
是 S 上 可 微 单 位 法 向 量 场 ， 利 用 命题 1, 这 意味 着 5S 是 可 定向 的 。 
证 毕 . 
后 的 附注 ,定向 性 绝 不 是 正则 曲面 的 局 部 性 质 ， 局 部 地 ,每 
个 正则 曲面 微分 同 胚 于 平面 中 的 开 集 , 所 以 是 可 定向 的 ， 定 向 性 
是 整体 的 性 质 , 它 涉及 到 整个 曲面 ， 在 本 书后 面 ( 第 五 章 ) 将 讨论 
更 多 的 整体 性 质 . 


习 题 


1, 设 8 是 被 二 个 坐标 邻 域 了 Pi 和 Ts 覆盖 的 正则 曲面 . 假定 Tin Vs 有 两 个 
连通 分 支 环 : 琴 ? 且 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 在 WW1 中 为 正在 玉 中 为 
负 . 证 明 : 8 是 不 可 定向 的 . 

3， 设 8* 是 可 定向 的 正则 曲面 且 $B. Si->S% 是 可 微 映 照 ， 它 在 每 点 pe 品 是 
局 部 微分 同 肤 ， 证 明 : S1 是 可 定向 的 . : 

3， 能 否 给 出 M6bius 带 面积 概念 的 意义 ， 如果 能 做 到 这 点 , 建立 计算 它 的 积 
分 . 

4. 设 8 是 一 个 可 定向 曲面 ，{De} 和 {7s} 是 更 盖 8 的 两 个 坐标 邻 域 族 ( 即 ， 
UTa=8= UV) 且 满 足 定义 1 的 条 件 ( 即 在 每 一 族 中 ， 坐 标 变 换 有 正 的 
Jacobi 行列 式 )， 如 果 这 两 族 覆 盖 的 并 构成 的 覆盖 仍然 满足 定义 工 的 条 
件 ,我 们 说 各} 和 {Ve} 定义 了 相同 的 定向 ， 

证 明 : 正则 、 连 通 、 可 定向 曲面 只 能 有 两 个 不 同 的 定向 . 

5, 设 办 8->S3 是 微分 同 胚 . 

a. 证 明 8; 是 可 定向 的 充 要 条 件 为 8 是 可 定向 的 (从 而 微分 同 胚 保持 可 
定向 性 ). 

b. 设 51 和 5s 是 可 定向 曲面 且 取 了 定向 。 证 明 微 分 同 胚 中 诱导 了 的 
一 个 定向 。 利 用 球面 的 对 径 映 照 ( 见 4 3-3 习题 1) 来 说 明 这 个 定向 可 
能 不 同 于 原来 的 定向 (见习 题 分 (这 样 ,定向 本 身 可 以 不 被 微分 同 胚 所 
保持 , 但 是 注意 , 如 果 81 和 Ss 是 连通 的 ， 则 微分 局 胚 或 者 保持 定向 ， 
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”或 者 变换 定向 ). 

6. 定义 正则 曲线 CCcRs 定向 的 概念 , 且 证 明 : 妇 果 C 是 连通 的 ， 在 习题 4 的 
意义 下 至 多 存在 二 个 不 同 的 定向 《事实 上 ， 和 恰恰 存在 二 个 定向 ， 但 这 更 难 
证 明 ) 。 

7. 证 明 : 如 果 一 个 正则 曲面 含有 微分 同 胚 于 M5bius 带 的 开 集 ， 那 么 8 是 不 
可 定向 的 . 


$ 2-7 紧 致 定向 曲面 的 一 个 特征 [ 尘 


$ 2-6 命题 2 的 着 命题 是 成 立 的 ， 即 在 Rs 中 的 一 个 定向 曲面 
是 某 可 微 函 数 正则 值 的 原 象 ， 它 的 证 明 不 是 平凡 的 。 即 使 对 紧 致 
曲面 (在 这 节 给 以 定义 ) 的 特殊 情形 ,证 明 仍 是 有 启发 性 的 , 且 提 供 
了 微分 几何 中 整体 性 定理 的 一 个 有 趣 例 子 ， 这 一 节 将 完全 致力 于 
这 个 逆 命 题 的 证 明 . 

设 CRs 是 可 定向 曲面 ， 证 明 的 要 害 点 在 于 说 明 在 通过 pE 
有 8 的 法 线 上 ， 在 p 周围 能 选取 长 度 为 26s 的 开 区 闻 ICss 随 zp 而 
变 ), 使 当 p¥gES 时 ,TN I 这 样 ,并 集 UIs, PE 构成 Re 
的 开 集 信 , 它 包 含 S8 且 有 性 质 , 通过 玉 的 每 一 点 , 只 有 一 条 8 的 
法 线 通 过 ;了 称 为 硬 的 管状 尔 域 (图 2-32). 


汉 32 管状 邻 域 


暂且 假定 可 定向 曲面 的 管状 邻 域 了 是 存在 的 。 那么 我 们 
能 定义 函数 g. 一 BR 如 下 ; 固定 有 的 一 个 定向 .观察 到 管状 邻 域 
VV 的 任 二 个 线段 TZ 和 To pp 下 9 不 相交 ， 这 样 ， 通过 每 点 PEV,， 
存在 5 唯一 的 法 线 与 S 交 于 一 点 %; 定义 g(P) 是 p 到 卫 的 距离 ， 
它 的 符号 由 2 点 单位 法 方向 的 方向 所 决定 。 如 果 我 们 能 证 明 9 是 
[ 注 ] 这 节 在 第 一 次 阅读 时 可 略 去 。 
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名 微 函 数 ，0 是 9 的 正则 值 ， 我 们 将 有 sg ”1(0), 这 就 是 所 要 证 
明 的 . 

我 们 现在 来 开始 证 明 可 定向 曲面 的 管状 邻 域 的 存在 性 ， 首 先 
证 明 这 个 事实 的 局 部 形式 , 即 我 们 将 证 明 对 正则 曲面 的 每 一 点 p， 
存在 一 个 2 的 邻 域 , 它 有 管状 邻 域 . 

命题 1 设 5 是 正则 曲面 , 子 ,U->S 是 菜 点 p= 了 (wo, V0) ES 
附近 的 参数 表示 .那么 存在 pp 在 5S 中 的 一 个 邻 域 玉 己 圣 (中 和 和 数 
8 之 0, 使 通过 gE 到 点 以 4 为 中 心 长 度 为 28 的 法 线 不 相交 ( 即 , 刺 
有 管状 邻 域 ). 

证 明 考虑 映照 了 .UXxR->Rs, 它 的 定义 如 下 

Flu, v= 0 FNG, 9), Ww, v) EUV, EER, 
其 中 Wo 9) = (Ne, Ws,,， No) 是 在 
XY, 0)= (vu, 2), yu, 4), Zu, V)) 
的 单位 法 向 量 . 几何 上 ,五 将 “ 柱 体 ”U XxRR 的 Qw 从 点 上 映 到 5 的 
法 线 上 距离 对 (w, ) 为 1 的 点 ， 了 显然 是 可 微 的 , 它 在 =0 的 
Jacobi 行列 式 为 
Bs By br 


Ou Qu ou 
Or Oy Oz = || 了。 八字 。| 类 0. 
Bw Bo 2 
N: NN, NN, 
ww<uo 二 5， v0 一 8 之 过 vo 十 6， 一 8 所 ft 之 s, 在 它 上 面 了 是 1-1 的 .但 
是 这 意味 着 在 矩形 
~ wo— <u<uwot 6, v0—6<v<V0+d 
于 下 的 像 玉 中 ,以 gEWW 为 中 心 长 度 <<28 的 法 线段 不 相交 , 证 
毕 . 
在 此 ,观察 到 下 列 事实 就 较 方便 . 假定 管状 邻 域 六 存在 ， 则 
上 面 定 义 的 函数 9%. 一 R 蚌 可 微 的 , 且 以 0 作为 正则 值 ， 这 些 事 
实 是 局 部 的 结果 且 能 被 立即 证 明 . 
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命题 & 假定 可 定向 曲面 SCRa 的 管状 邻 域 六 CR 是 存在 
的 ， 旦 选取 8 的 一 个 定向 ， 那 么 如 上 所 定义 的 函数 g; 了 一 民 是 可 
微 的 且 以 零 作为 正则 值 , 其 中 9 定义 为 从 下 的 一 点 沿 过 这 点 唯一 
的 5 的 法 线 到 5S 的 有 向 距离 . 
证 明 我 们 再 来 看 命题 1 所 定义 的 映照 ,UXR->R3, 其 中 
我 们 假定 参数 表示 马 与 给 定 的 定向 相 容 . 以 四 y, ?表示 F(w,%, 
人 一 对 (ww 轨 十 夫人 9) 的 坐标 ,能 记 
Flwu, v, DO = vu, 9, DO, Yu, 2, DN, 2 2, PH). 
因为 Jacobi 行列 式 8(o, y, /8(w, wv, 介 在 1 一 0 非 零 ， 我 们 能 在 
某 平行 六 面体 @. 
Uo— <uUuoto, to—d<LVI<V0+6, —s<it<s 
中 取 了 的 逆 , 得 到 可 微 映 照 
FP-i(w, y, 2) = (ulw, y, 2), vw, Yy, ©), tv, Yy, 2)), 
其 中 (w, y 人 EF(Q) = 六 ， 但 命题 2 中 的 函数 g;V 一 良 恰 是 t= 
tlw, y, 2)， 因而, 9 是 可 微 的 ,进而 , 0 是 g 的 正则 值 , 否则 对 i= 
0 的 点 


所 以 ,微分 映照 a8”! 在 1=0 是 奇异 的 ,这 是 不 可 能 的 .证 毕 . 

为 了 从 局 部 定理 过 渡 到 整体 定理 ， 即 为 了 证 明 整 个 可 定向 曲 
面 管状 邻 域 的 存在 性 , 我 们 需要 一 些 拓扑 上 的 讨论 。 我 们 将 限制 
于 紧 致 曲面 , 对 此 现在 来 加 以 定义 . 

设 4 是 Rs 的 子 集 ， 我 们 说 pERs 是 4 的 极限 点 ， 如 果 了 在 
Rs 中 的 每 一 邻 域 包含 一 个 不 同 于 2 的 点 . 如 果 集 合 4 包含 它 所 
有 的 极限 点 则 4 称 为 闭 集 ， 如果 集合 4 包含 在 R* 的 某 个 球 中 则 
称 为 有 界 的 . 如果 4 是 有 界 闭 集 , 则 它 被 称 为 紧 致 集 . 

球面 和 环 面 是 紧 致 曲面 。、 旋 转 抛物 面 % 一 2 二，(%,Y) ER? 
是 闭 曲 面 但 是 是 无 界 的 ， 它 不 是 紧 致 曲面 . 平面 中 的 圆 盘 2 二手 
<1 和 Mébius 带 是 有 界 的 但 不 是 闭 的 ,因而 也 是 非 紧 致 的 . 

我 们 将 需要 Rs 中 紧 致 子 集 的 一 些 性 质 ,现在 来 叙述 一 下 ，R* 


§ 2-7 紧 致 定向 曲面 的 一 个 特征 L109] 
中 二 点 p,，9ER 闻 的 距离 记 为 4(p, 9)， 

性 质 1(Bolzano-Weierstrass) 设 ACRs 是 紧 致 集 ,那么 ,4 
的 无 限 子 集 至 少 有 4 中 的 一 个 极限 点 . 

性 质 2CHeine-Borel) 设 4CRs 是 紧 致 集 , 且 { 侣 必 是 4 的 
一 族 开 集 使 得 LJsU。= 4， ,那么 能 从 中 取出 有 限 个 Us, Da Us 
使 UVa 一 4， $= 

性 质 8 (Lobosgue) 设 AcRs 是 紧 致 集 , 且 {0} 是 和 4 的 一 族 
开 集 使 得 UoU。~ 4, 那么 存在 一 个 数 3>0( 开 集 族 二} 的 Lebes- 
gue 数 ), 使 对 任何 p, 9g€ 4, 只 要 d(p, 9) <5, 那么 2 和 9 属 于 
某 个 U。. 

性质 工 和 性 质 2 通常 在 高 等 分 析 教 程 中 证 明 ， 为 完整 起 见 ， 
我 们 现在 来 证 明 性 质 8， 本 书后 面 (第 五 章 附录 ) 我 们 将 以 更 系统 
的 方法 处 理 Re 中 的 紧 致 集 且 给 出 性 质 1 和 2 的 证 明 . 

性 质 3 的 证 明 假定 没有 满足 所 述 条 件 的 3>0， 即 给 定 工 ， 
存在 和 和 gw (pw qn) 过 二 ,但 和 gh 不 属于 {0] 族 中 同一 个 
开 集 ， 令 wm= 了 2 …, 我 们 得 到 二 个 无 限 点 集 {pr} 和 :{g,}.， 据 性 
质 二 它们 分 别 有 极 限 点 和 g， 因 为 2(p。, gu)<< 工 ,我 们 可 以 取 
到 极限 点 pg. 因 2E4=- UoUo, 所 以 p 属 于 某 个 Us, 且 因 Us 是 
开 集 , 存在 以 2 为 中 心 的 开 球 及 (中 和 Do， 又 因为 p 是 fp。} 和 {gs} 
的 极限 点 ， 当 n 充分 大 时 点 ps 和 落 在 B,(p) CD 中 ;如 p。 和 
ds 属于 同一 个 Us, 得 到 矛盾 ， 证 毕 ， 

用 性 质 2 和 83， 我 们 现在 来 证 明 可 定向 紧 致 昌 本 管状 信 域 的 
存在 性 . 

命题 3 设 SCRs 是 正则 . 紧 臻 .可 定向 的 曲面 ， 那 么 存在 - 
个 数 se>0 使 对 全 中 任何 二 点 p.g, 分别 以 它们 为 中 心 . 长 为 2a 的 
法 线段 不 相交 ( 即 S 有 管状 邻 域 ). 

证 明 根据 命题 1, 对 每 个 pES， 存 在 邻 域 本 ,和 数 oj>0， 
便 命题 对 丸 。 中 的 点 及 s= 6, 成 立 . 让 2 在 8 上 变化 ,我 们 得 到 一 


L110] 第 二 章 正则 曲面 
族 { 太 小 局 不, 一. 根据 紧 致 性 (性 质 2)， 能 取 有 限 个 歼 y: Fa 


(对 应 于 sl …， 28 有) 使 UT.=S,， 6=1，…', .我 们 将 说 明 
所 要 求 的 8 为 

s<min (ss, “0, Eyy 3), 
其 中 3 是 开 集 族 { 多 省 的 Lebesgue 数 (性 质 3). 

事实 上 , 设 二 点 2 9gE8. 如 果 它 们 都 属于 某 个 他 。 5 一 了 
k, 那么 以 p 各 9 为 中 心 , 长 为 28 的 法 线段 不 相交 , 因 s<s。 如 
果 p, g 不 属于 同一 个 到 ,, 那么 G(w, 9g) 之 5, 若 以 2 和 9 为 中 心 ， 
长 为 2s 的 两 法 线段 在 9ERs 点 相交 ,我 们 有 

2s>d(p, 0) +a(d,.g9)>d(p, 9)>6, 
这 与 的 定义 相 有 矛盾 ， 证 毕 . 

将 命题 1, 2 和 3 合 起 来 我 们 得 到 下 列 定理 , 它 是 这 一 节 的 主 
要 结果 

定理 设 SCRs 是 正则 紧 致 可 定向 的 曲面 ， 那么 存在 开 集 
VCRS,VOS (精确 讲 是 5 的 管状 邻 域 ) 和 一 个 可 微 函 数 9: 了 一 R， 
它 以 0 为 正则 值 且 ~=g ”00). 

注 1 对 可 定向 曲面 , 即使 它 不 是 紧 致 的 也 能 证 明 它 管状 邻 
域 的 存在 性 ， 所 以 定理 没有 紧 致 性 限制 时 也 成 立 但 证 明 的 技术 性 
更 强 . 在 这 一 般 情 况 , s(2) >0 不 象 在 紧 致 情形 是 常数 , 而 随 汉 而 

注 & 可 以 证 明 Ra 中 的 正则 紧 致 曲面 是 可 定向 的 , 所 以 , 在 
定理 中 ( 紧 致 情况 ) 可 定向 性 假设 不 是 必要 的 ， 这 个 事实 的 证 明 在 
下 列 参考 资料 中 能 找到 : 互 , Samelson “Orientability of Hyper- 
surfaces in R"”” Proc. A. M. 8. 22(1969), 301~ 802., 
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在 这 一 节 中 , 我 们 将 对 32-5 中 给 出 的 面积 定义 , 说 明 它 在 儿 
[ 注 ] 这 一 节 在 第 一 次 阅读 时 可 略 去 。 
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何 上 的 合理 性 .更 仔细 地 说 ,我 们 将 给 出 面积 的 几何 定义 ,并 且 证 
明 在 正则 曲面 中 有 界 区 域 的 情况 ， 这 样 的 定义 将 导致 在 8 3-5 中 
给 出 的 面积 公式 . 

为 了 定义 区 域 RC8 的 面积 ， 我 们 先 将 如 分 害 为 有 限 个 区 域 
RR, 使 也- UR, 其 中 任 二 个 的 交 或 者 是 空 集 或 者 由 双方 的 边 
界 点 所 组 成 (图 2-88), 记 这 样 分 制 为 多 ,的 直径 是 BB, 中 任何 二 
点 距离 ( 按 RS) 的 上 确 界 ， 给 定 分 割 多 的 所 有 BR 直径 的 最 大 值 ， 
称 为 分 割 思 的 模 wW， 如 果 我 们 将 每 个 再 行 分 割 ， 我们 得 到 有 B 
的 第 二 次 分 割 , 它 称 为 色 的 细 分 ， 


给 定 主 的 一 个 分 害 


R= UBR,, 
% 


我 们 任 取 一 些 点 PEB， 且 将 已 按 忆 在 pi 点 的 法 向 投影 到 ,点 
的 切 平面 ,这 个 投影 记 为 瓦 , 它 的 面积 记 为 4(8o . 和 式 之 ACER) 
直观 上 可 理解 为 且 面 积 的 近似 值 . | 
如 果 ， 取 越 来 越 细 的 分 制 Fs, 9 0 多 ,, ”3 使 2 的 模 jo。 
收敛 于 零 ， 而 和 式 允 4(B) 存 在 一 个 极限 ， 这 个 极限 又 不 依赖 于 
分 割 的 选取 ， 那 么 我 们 说 有 面积 4(R), 它 为 
A(B) ~lim BAB). 


这 个 定义 的 启发 性 讨论 可 在 下 列 且 . Oourant 的 书 中 找到 ; 
Differential and Integral Ualoulus, Yo01.T， Wiley-Intergcience, 
New York, 1986, p. 311. 
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我 们 将 证 明 , 正则 草 面 的 有 界 区 域 的 确 有 面积 。 我 们 将 限于 
讨论 包含 在 同一 坐标 邻 域 中 的 有 界 区 域 ， 并 且 求 得 用 对 应 坐标 系 
的 第 一 基本 形式 系数 表示 的 面积 公式 . 

命题 设 开 :1 一 8 是 正则 曲面 8 中 的 坐标 系 ,， 且 设 刀 = 
子 (Q) 是 含 在 革 (0) 中 的 8S 的 有 界 区 域 . 那么 BR 的 面积 是 


ACR) =|[ lz.A Zoduao. 
2 


证 明 考虑 娃 的 一 个 分 割 五 = UsB， 因 五 是 月 界 闭 集 (所 以 
是 紧 集 ) ,我 们 能 假定 分 割 是 足够 的 细 , 以 致 E, 中 任何 二 条 法 线 不 
正 交 ， 事 实 上 , 法 线 在 5S 中 连续 变化 , 那么 对 每 点 DE 有 ,存在 p 
在 人 的 邻 域 ， 使 其 中 任何 二 条 法 线 不 正 交 ， 这 些 邻 域 组 成 覆盖 刀 
的 一 族 开 集 , 考 菩 五 的 一 个 分 割 ,使 它 的 模 小 于 这 开 覆 盖 的 Lebes- 
gue 数 ( 见 $2-7, 紧 致 集 的 性 质 8)， 这 分 割 就 满足 所 要 条 件 . 

取 定 分 割 的 一 个 区 域 BR 及 一 点 p,€ B= 也 (@). 我 们 想 计算 
,在 jp 点 切 平面 法 向 投影 束 的 面积 ， 为 此 , 考 虞 Rs 的 新 坐标 系 
入 2 2 它 由 Owyz 经 平移 2 及 使 z 轴 转 到 p; 点 法 线 的 旋转 而 得 ， 
且 二 个 坐标 系 有 相同 定向 (图 2-34)。 在 Ra 的 新 坐标 系 下 ， 参 数 
表示 为 

Tu, 9) =— (Hu, 0), Yu, 0), 2u, 9)), 
其 中 肝 (w, v) 的 明显 形式 养 不 
要 紧 ， 失 要 知道 它 是 全 (ww 4) 
经 平胸 及 正 交 线性 映照 后 得 到 
的 就 足够 了 . 

我 们 看 到 在 Q, 中 9(z, 纺 
/a(w 攻关 0， 否则 中 某 些 
法 向 量 的 z 分 量 是 零 ， 从 而 马 
中 有 二 条 正 交 法 线 ， 与 我 们 假 
定 矛 盾 . 

图 2.34 4A(B) 的 表达 式 为 
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A(R,) = | J 


因 Oz, 9) /Olu, 2) #0, 我 们 能 考虑 举 标 变 斤 5 TU, 9), Y= 
y (ko 2)， 将 上 式 疏 写 为 


-用 只 寻 wn 
Qs ’ 


注意 到 在 wm 点 向 量 邯 。 和 及 ,属于 zy 平面 ; 所 以 在 Pp 点 


Oz _ 02 _ 
Be Ov 
所 以 ,在 入 点 
Dr，2) -| 罕 经 
Bu, 9) 
因此 ， 
0 人 入 狼 |-aw , (w oeQ, 


其 中 sw 0) 是 Q: 上 连续 沙 数 且 8:( 卫 (py))=0, 因 向 量 的 长 度 
在 平移 和 正 交 线性 变换 下 不 变 , 我们 得 到 


OX ，OX1 |8 玉 6 了 Eee y) 
Wm ol | 人 Gl | Bo | "te 人 


现在 设 W, 和 m 是 连续 函数 si(w, 2) 在 紧 致 区 域 包 中 的 最 
大 值 和 最 小 值 ; 因此 


< 
Wa | Bn, Di 


| 
-| 


所 以 


m || av <ACE) — WE 这 人 分 
| z 
对 所 有 及 做 同样 的 估计 ,我 们 得 到 
BmA(Q) EAR) -|| [oA ool du dr < 5 MAQ). 
0 


duav< M, 人 mw 
[a 


现在 对 给 定 的 分 割 不 断 细 分 , 使 模 py->0, 那么 Mm 所 以 ， 
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存在 极限 已 4( 开 0)， 它 为 


4 四 - 川 恤 AE | ma 


它 显然 不 依赖 于 分 割 的 选取 及 每 个 分 割 中 和 的 选取 , 


证 上 毕 ， 
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R" 用 来 表示 ”个 有 序 实 数组 (vm1,，…,， zw) 的 集合 , 尽管 我 们 只 
用 到 R: 一 R，R’, Rs 的 情形 ,但 更 一 般 的 R" 的 概念 既 统 一 了 定义 
而 且 在 引进 时 又 没有 更 多 的 困难 ， 如 果 读 者 愿意 ， 可 以 想象 为 R 
或 Rs， 在 那些 特殊 情况 , 我 们 将 用 下 列 更 为 传统 的 记号 : 对 民用 
w 或 如 对 R? 用 (w, 外) 或 (Ww 9), 对 Rs 则 用 (%, 9, 2， 


A，R" 中 的 连续 性 

首先 ,我 们 来 明确 一 个 点 ae- 邻近 于 给 定点 po ER" 的 概念 。 

R" 中 以 go 一 (o，…， 吗 ) 为 中 心 ，s>0 为 半径 的 球 (或 开 球 ) 
是 集合 

Bs(po) = {01, pe oo) ER (or 一 0 十 (一 必 ) < 8Y}. 

这 样 ,在 民 中 ,B,(po) 是 以 po 为 中 心 ， 长 为 2s 的 开 区 间 ; 在 R 中 
B,(po) 是 以 po 为 中 心 。 为 半径 的 圆 盘 的 内 部 ; 在 Re 中 ,也 (2o) 是 用 
以 po 为 中 心 8 为 半径 的 球面 作为 边界 的 区 域 的 内 部 ( 见 图 A2-1). 

如 果 对 集合 TCR 中 的 每 一 点 p, 存在 一 个 球 B。(p) CU; 那 
么 集合 吕 称 为 开 集 ; 直观 上 , 这 意味 着 如 中 的 点 完全 被 口 的 点 所 
包围 ,或 者 充分 接近 于 口中 点 的 点 仍然 落 在 如 中 ， 

例如 , 集合 

{(%, 妨 ERa a<w<b, c<Y< 

容易 看 出 是 民 2 中 的 开 集 . 但 是 , 如 果 其 中 的 一 个 严格 不 等 式 , 如 


5 一 0 改 为 v<<， 集 合 就 不 再 是 开 的 了 .没有 一 个 以 点 (2 二“ ) 
为 中 心 的 球 还 赣 在 集合 中 ,而 ( 3， 过 <) 这 点 是 属于 该 集合 的 (图 


A2-2) ， 
为 了 方便 , 把 R" 中 包含 点 PER" 的 开 集 说 成 是 jp 的 邻 域 ， 
从 现在 起 ,用 UCR" 表示 Re 中 的 开 集 ， 
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R21 


图 A2-1 


图 A2-2 


我 们 回忆 一 下 , 对 单个 实 变量 的 实 函 数 f. UCR->R, 邵 果 对 
任何 >>0, 存在 5>0, 使 |% 一 zo < 时 有 
jw —f (wo) | <8, 
那么 称 f 在 zo 点 是 连续 的 .类 似 地 , 二 个 实 变量 的 实 函 数 f. UC 
民 ? 一 > 良 称 为 在 (xo,yo) EDT 是 连续 的 , 如 果 对 给 定 的 s>0， 存 在 8 
>0, 使 当 (c 一 c02+ 一 go)2<33 时 
|f(%, y) 一 /co yo) | <8, 
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球 的 概念 将 上 述 定义 统一 为 下 列 一 般 定义 的 特例 ， 
对 映照 8, TCR 一 R"， 如 果 对 给 定 的 sa 这 0， 存 在 3S>0， 使 
F(B(P)EBAP(D)), 
那么 称 下 在 点 BEUDU 是 连续 的 .换言之 , 如果 任意 接近 于 了 (PD) 的 
点 是 充分 接近 于 的 点 的 像 , 则 耳 在 2p 是 连续 的 。， 容易 看 到 , 在 
一 二 2 和 m= 的 特殊 情况 , 这 和 前 面 的 定义 是 一 致 的 ， 如 果 万 
在 所 有 点 ?EU 是 连续 的 , 则 称 是 在 中 连续 的 (图 A2-9)， 


R22 


F(BS(P)) 


阳 A2-3 


给 定 一 个 映照 .UCR"->R", 我 们 可 以 按 如 下 方式 确定 % 个 
变量 的 m 个 函数 设 p= (ci py， ao)ED f(p)= (yi …, Yn). 
那么 ,我 们 能 记 

2 一 户 (zt， … on)， “°° Ym = fm(m1, “0° wn) 。 
函数 fi 0 一 民 , $6 一 1 …, m 是 五 的 分 量 函 数 ， 

例 工 对 称 ) 设 f，R3>Rs 是 映照 ， 它 将 每 点 PE Rs 对 应 到 
它 关于 原点 OE Rs 的 对 称 点 ,那么 (Pp) = 一 p, 或 - 

Fv, Y, 2 一 (一 2， 一 久 —%, 
柬 的 分 量 函数 是 
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filw, Y, 2 =—%, foal, y, 2 = —Yy, fals, Y, 2) = —%. 

例 2( 反 演 ) 设 书 Ra 一 {(00，0)} 一 Ra 定义 如 下 , 记 |2| 为 点 
DERa 到 原点 (0, 0) =0 的 距离 , 按 定义 ,了 (p), Dp 大 0 属于 半 直 线 
Op 有 IPP)|: |p| =1. SH PP) Pe 或 


Fo W = (er, FE) (oD, 0). 
丰 的 分 量 函 数 是 


fC&, Y) 一 也 Tr fal%, ) = 


例 3( 投 影 ) 设 m，Rs 一 R3 是 投影 z(%, Yy， 2 = (v2,Y)， 那 么 
fi{w, y, 2) =—%, fa(w, Y, 2) —Y. 

下 列 的 命题 说 湖 , 映 照 卫 的 连续 性 等 价 于 分 量 函 数 的 连续 性 . 

命题 1 不 UCR"->R" 是 连续 的 充 要 条 件 是 其 每 个 分 量 函 
数 六 TCR" 一 R, 5 一 1， …，%， 是 连续 的 . 

证 明 假定 在 pEDU 是 连续 的 ， 那 么 对 给 定 的 s>0, 存在 
5>0, 使 下 (BCD))CB(CPE(CO)) 这 样 ,如 果 9EBs(2)， 那 么 

P(g) EB(F(P)), 
即 、 
(fi(D)—f Dt fnlg) —fn( PD)) <e,, 
这 意味 著 对 每 个 5 一 1，…, m，| fi(9) 一 (Pp)|<s。， 所 以 对 给 定 
的 a 之 0, 存在 5>0, 使 当 gE Bs(p) 时 |f(q) 一 扩 (P)| 达 a, 因 此 每 
个 上 彤 在 2 点 是 连续 的 . 

有 反之, 设 所 $=1,…, m 在 p 点 是 连续 的 ， 那 么 对 给 定 的 8 
>0， 存 在 如 0 使 当 gE Bs(Pp) 时 |fi(q) 一 fi(P)1<s/Vm. 置 
5 二 min6,, 设 9€B,(p), 那么 

(fi(q) —fi(p))+ + (fn) —fn(P)) < 
所 以 ,了 在 Pp 点 是 连续 的 .证 毕 , 
由 此 推 得 例 1，2, 3 中 的 映照 都 是 连续 的 . 
例 4 设 了 ,UCR_>R”"， 那么 
FO = 010), 1 tm (PD), iEU, 
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这 就 是 通常 所 谓 的 向 量 什 函 数 , 且 的 分 量 函 数 是 向 量 了 (2) ER” 
的 分 量 ， 当 是 连续 ,或 等 价 地 ， 函数), 6 一 1,，…, m 是 连续 
时 , 我 们 说 五 是 只 ”中 的 连续 曲线 ， 

在 大 多 数 应 用 中 ， 不 用 球 而 用 邻 域 的 语言 来 表示 连续 性 ， 显得 
更 为 方便 . 

命题 2 映照 也 UCR">R" 在 2EU 是 连续 的 充 要 条 件 是 
对 卫 (p) 在 Rn" 中 给 定 的 令 域 了， 存在 p 在 R" 中 的 邻 域 琴 , 使 一 


. (WEr. 


证 明 假定 万 在 p 点 是 连续 的 ， 因 玉 是 包含 也 (p) 的 开 集 ; 
它 对 某 e>0 包含 球 B.(F(P))， 据 连续 收 ， 存 在 一 个 球 B(2p) ~ 
配 , 使 

FPF(W)—F(B(P)) CB PP) EV. 
这 就 证 明了 条 件 是 必要 的 . 

反之 , 设 条 件 成 立 ， 若 给 定 s>0 以 及 集 六 = B,(F(p)), 按 假 
定 ,存在 ?在 R" 中 的 令 域 矶 使 PS 因 厂 是 开 集 ,存在 一 
个 球 了 (他 玫 了 这样 

PB EP EV BPD)), 
所 以 卫 在 p 点 是 连续 的 ， 证 毕 . 

连续 映照 的 复合 生成 一 个 连续 映照 ， 具 体 地 说 我 们 有 下 列 命 
题 . 

命题 3 设 FUCR"3>R" 和 GG. VCR" SR» 是 连续 映照 ,其 
中 了 和 六 是 开 集 且 7(D) CV, 那么 Go7, UCR"->R* 是 连续 映 
昭 ， 

证 明 设 pED, 了 是 GeP(p) 在 Rr 中 的 分 域 ， 根据 人 的 连 
续 性 ， 存在 了 (Pp) 在 Re 中 的 邻 域 8, G(Q)cF.， 根据 也 的 连续 
性 ,存在 Pp 在 R 中 的 邻 域 万 , (W)CQ, 这 样 

GF(WICGQ) ECV, 
所 以 ,Ge 好 是 连续 的 ， 证 毕 ， 

常常 有 必要 处 置 定义 在 Rr 中 任意 (不 一 定 是 开 的 ) 集 上 卫 照 的 

连续 性 ， 为 将 前 面 的 想法 推广 到 这 种 情形 ,我 们 进行 如 下 ， 
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设 F. 4CR">R” 是 一 个 映照 ,其 中 4 是 R* 中 的 任意 集 
合 ， 我 们 说 也 在 4 中 是 连续 的 ， 如 果 存 在 一 个 包 食 4 的 开 集 器 
CR" 和 一 个 连续 映照 了 . U 一 R"， 使 也 |4 一 了 ,换言之 ,如 果 了 是 
定义 在 包含 4 的 开 集 上 的 连续 映照 在 集合 4 中 的 限制 . 

显然 ， 如果 .4CR">R" 是 连续 的 ， 设 2E 4, 对 给 定 的 也 
(号 在 只 ”中 的 邻 域 六 ,存在 2 在 民 " 中 的 邻 域 信使 F(WV NN4)CC 
六 ,为 此 ,方便 的 是 称 集合 歼 几 4 为 史 在 4 中 的 鲜 域 (图 人 2 


例 5 设 


-Co,y, ER 入 + 人 + 所 = 中 

是 一 个 椭 球 面 ， 设 号 Re >R 是 例 3 的 投影 .那么 严 在 召 上 的 限 
制 是 万 到 恨 "的 连续 映照 . 

我 们 说 连续 鼎 照 了. 4CR">R" 是 到 (4) 上 的 同 外 ,如 果 五 
是 1 的 且 逆 了 映照 7 了 了 (4) CR 一 R" 是 连续 的 . 在 这 种 情况 4 
和 也 (4) 就 是 同 胜 集 . 

例 6 设 F.R3->R3 为 

下 (oo 2) = (vo, yb, zc), 
已 显然 是 连续 的 , 县 三 在 球面 ， 
后 一 { 人 (00 2 ER s+y te mi} 

上 的 限制 是 连续 映照 访 Sa-> 民 35， 观察 到 (8S9) 一 吾 其 中 至 是 
例 5 的 椭 球 面 ， 显然 ,克也 是 1 的 且 


pw 5-( YL 下 
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这 样 ,了 1= 了 -1 如 是 连续 的 ,所 以 请 是 球面 8* 到 机 球面 如 上 的 
同 有 是 . 

最 后 ,我 们 想 描述 闲 区 间 [6, 9]， 

[a, 61= {2 ER,a<r<b}, 

上 连续 实 函 数 的 二 个 性 质 ( 妈 下面 的 命题 4 和 外 , 及 闭 区 间 [a, 5] 
本 身 的 一 个 重要 性 质 ， 它 们 在 本 书 中 将 被 反复 用 到 . 

命题 和 介 和 值 定理 ) 设 f [a, 9] 一 R 是 定义 在 闭 区 间 [ec， 妇 
上 的 连续 函数 . 假定 f(a) 到 了 (5) 有 入 反 符号 ， 即 f(@)f(6) <0. 
那么 ,存在 一 点 OE (a, 使 了 (0) =0. 

命题 了 5 设 f, [a, 8] 一 RR 是 定义 在 闭 区 间 [w, 5] 中 的 连续 函 
数 . 那么 达到 它 在 [a, 妇 中 的 最 大 和 最 小 值 ， 即 存在 四，zaE 
[e, 8], 使 对 所 有 2E [a, 好 及 oa) 所 了 (%) 所 (23). 

命题 6(Heine-Borel) 设 [sm, 四 起 闭 区间 ,I4, mE€ 4 是 [a， 
如 中 开 区 间 的 集合 , 使 Iie= [a, 51, 那么 ,在 I。 中 可 选取 有 限 


个 Tx,, Lx, 四 了 使 [Ja 一 [ec， 0], =1, ., n. 
这 些 命题 是 高 等 微 积 分 教程 中 的 标准 定理 , 这 里 将 不 证 明 , 但 
是 ,在 第 五 章 的 附录 中 将 提供 证 明 ( 分 别 为 命题 6, 18 和 11). 


B，R" 中 的 可 微 性 
设 fJ.UCR->R. 了 在 zoED 的 导数 是 极限 (如 果 它 存在 ) 
三 (za -lim CT 全 一 Jo 3 vot+ hEU, 


当 了 在 vo 的 一 个 邻 域 广 的 所 有 点 有 导数 时 ， 我 们 能 考虑 :了 > 
民 在 wo 点 的 导数 , 称 为 了 在 ze 点 的 二 阶 导 数 六 (wo)， 如 此 可 一 直 
考虑 下 去 , 如 果 了 在 mo 点 有 省 阶 连续 导数 , 它 就 称 为 在 ze 是 可 役 
的 。 如果 它 在 要 的 一 切 点 可 微 ,就 称 它 在 0 中 是 可 微 的 . 

注 可 微 性 一 词 , 表示 有 时 称 为 无 穷 ( 或 0 阶 ) 可 微 的 概念 . 
这 个 用 法 不 要 和 初等 微 积分 中 用 来 表示 一 阶 导数 存在 的 术语 相 混 
消 . 

设 玉 TCR 一 民 , 汪 关 于 2 在 (zu Yo) EU 点 的 偏 导数 是 单 蛮 
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量 函 数 w>jo， go) 在 wo 点 的 导数 (如 果 存 在 ), 记 为 (8f/98w) (zo， 
yo) 类似 地 ,关于 yy 在 (zo, go) 点 的 偏 导数 (af/ay) (co go)， 被 定 
义 为 函数 yy->f (wo, yo) 在 go 点 的 导数 ， 当 于 在 (wo, Yo) 点 的 某 邻 
域 六 的 所 有 点 有 偏 导数 时 ， 我 们 可 以 考虑 在 (co yo) 点 的 二 阶 仿 
导数 

也 ( 氏 )=f 总 (3 -of 


Ozv Or2” Ow ‘Oy Ory ” 
(81)-_27 ， (87) -34 

Oy Dr or’ OW ay Oy 

如 此 等 等 ， 如 果 了 在 (wo, 2%o) 点 有 各 阶 连续 偏 导数 ， 它 就 称 为 在 
(wo, yo) 是 可 微 的 ， 如果 它 在 U0 的 所 有 点 是 可 微 揭 . 那么 称 它 在 U 
中 是 可 撒 的 ， 有 时 ， 我 们 把 偏 导数 记 为 


02 
-fs Hf Sf BE fm Bf fm 


有 一 个 重要 的 性 质 当 可 微 时 , 了 的 偏 导数 与 求 导 的 次 序 无 

关 , 即 
2 ， 
六 区 -5 等 等 . 

偏 导 数 和 可 微 性 定义 容易 推广 到 R"* 上 的 函数 J.UCR"->R 
如 (8f/8wa) (9，o 叹 ，…， 双 ) 是 单 变量 函数 

we>f (m9, od, wa, 29, ,0) 
的 导数 . 

更 进一步 的 重要 性 质 是 , 偏 导数 满足 所 亩 的 链 式 法 则 ， 例 如 ， 
若 w=w(w 090), y 一 y (Wy 9), 2 一 2(w 9) 是 UCR? 中 的 实 可 微 函数 
而 f(w, gy, 2) 是 Ra 中 的 实 可 微 函数 ， 那 么 复合 函数 flw(w, 9)， 
y(w, 0), zw 2)) 是 中 的 可 微 函 数 ， 并 且 比 如 了 关于 入 的 偏 学 


数 为 
2f 0f Ov ,090f WO0f Oz 
i oR Wo ds 
现在 我 们 将 可 微 性 的 概念 推广 到 映照 .UCR">R”， 我 们 


说 石 在 点 pEUV 是 可 微 的 , 如 果 它 的 分 量 函 数 在 2 点 是 可 微 的 , 即 
记 


附录 ”连续 性 和 可 微 性 简 壕 [L123] 


Pgs 00, Wn) fis, oo) fm i, oo)) 
了 时， 函数 Pu % 一 1，…, m, 在 pp 点 有 各 阶 连续 偏 导数 . 如 果 卫 在 
U 的 所 有 点 都 可 微 , 则 它 在 UU 中 是 可 微 的 . 

对 p=1 的 情形 ,这 重复 了 前 面 的 定义 ， 对 w=1 的 情形 我 们 
得 到 R" 中 可 伐 (参数) 曲线 的 概念 ， 在 第 一 章 中 , 我 们 已 在 R? 中 
看 到 过 这 一 对 象 ， 为 了 达到 我 们 的 目的 , 需要 将 第 一 章 中 切 向 量 
的 定义 推广 到 现在 的 情形 .映照 w UCR->R" 在 如 EU 点 的 切 向 
量 是 Re 中 的 向 量 

ol (to) = (w(to), ***, wm(to)). 
例 卫 设 f.UCR2>R3 为 
Fl, V) = (008u 008v, Cog Un vy, cog2 9), (4, 2) EU., 
了 的 分 量 函 数 , 即 
户 (w 9) =c0su cogs wv, falu, v) —o0g wsin o, fslu, 1) — C008 
在 U 中 有 各 阶 连续 偏 导数 . 这 样 ， 也 是 UU 中 是 可 微 的 ， 
例 8 设 o.UCR 一 Rt 为 
ab = (的 $B, 1, 4), EU 
那么 , 是 Rt 中 可 微 曲 线 , 且 a 在 t 的 切 向 量 为 (= (4， 813, 
2t, 1). 

例 9 对 给 定 的 向 量 下 ER" 和 点 PoEUCR"， 我 们 总 能 找 
到 一 条 可 微 曲 线 «(一 s， 9) 一 0 满足 a(0) 一 po 和 a (0) 一 玉 ， 只 
要 定义 a( 引 一 potiWV, 1€E (一 8,， 8) 如 记 Bo= ( 豫 …， 和 W 
= (Wa …， 卫 ,waw% 的 分 量 函 数 是 wm 人才 = 对 十 线 。 4 于 
这 样 , a 是 可 微 的 ,a(0) po, 且 | 

0) = AO), ev oh CO) = Ws 1 Wm) = 
现在 ， 我 们 来 引进 可 微 喘 照 微分 的 概念 , 它 在 本 书 中 将 起 重要 
作用 . 

定义 1 设 了 .UCR*->R" 是 可 微 映 照 ， 对 每 点 PE0， 我 们 
附 上 一 个 线性 映照 0F, R*—>R", 它 称 为 了 在 jp 点 的 微分 ,定义 如 
下 ; 设 玉 ER", a, (一 s, 6) 一 U0 是 一 条 可 微 曲线 ， 满 足 a(0) =%, 
(0) 一 到. 根据 链 式 法 则 , 曲线 6 一 Foo:〈 一 8 9) 一 R” 也 是 可 微 
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图 A2-5 


的 ， 那么 (图 A 2-5) 
dF,(W) =B’(0). 

命题 7 上 述 dF, 的 定义 不 依赖 于 通过 2 切 于 厂 的 得 线 的 
选取 ,并 且 07。 是 一 个 组 性 映照 . 

证 明 为 简化 记号 ,我 们 证 明了, UCRs->Rs 的 情形 ， 设 (u 
急 是 Ra 中 的 坐标 ，(w y, 2) 是 Rs 中 的 坐标 设 ai= (1, 0), 6 一 
(0, 1) 是 Ra 中 的 规范 基 且 户 = (1, 0, 0), js= (0 1, 0) 和 到 = 
《0, 0 了) 是 Re 中 的 规范 基 ， 那么 我 们 能 记 xc 人 念 = (uw(8), v (2))， 
t€E(—8, 8), | 
«(0) =W =w (0)et+ vw’(0)es, 

Plu, 人 一 人 Go ogg oz 轨 ) 以 及 
Bl) = Pom(t) 
=— (wult), 26)), yD, v0)), sult), 020)). 
这 样 ,利用 链 式 法 则 且 取 i=0 处 导数 , 我 们 得 到 


/0) (名 到 4 如 名 jf4[ 凶 弛 4 并 到 
B'(0) ( 爱 Er f+ (六 toy Se )fs 
BG 
+( 况 民 + 履 明志 


附和 冰 “连续 性 和 可 微 性 简 述 [2 引 


2 和 
[ou 6 Ci 
-|2 Ww | 
Ou Ov dy aFs(W) 
9 Be 几 可 
Ou Ov 


这 显示 了 在 R2 和 Rs 的 规范 基 下 dF 的 矩阵 形式 , 它 只 依赖 
于 万 的 分 量 函 数 2, y, z 在 2 点 的 偏 导 数 ， 因 此 47, 是 线性 映照， 
且 显然 不 依赖 于 a 的 选取 . 

读者 能 毫 无 困难 地 将 这 样 的 讨论 推广 到 更 一 般 的 情形 , 证 毕 . 

dy R">R”" 在 R" 和 Rn 规范 基 下 的 矩阵 , 即 矩 阵 (8 /6wmj)， 
一 1 和 称 为 了 在 pp 的 Jacobi 夫 阵 ， 当 w= 
时 这 是 个 方 阵 , 它 的 行列 式 称 为 Jacobi 行列 式 , 它 通常 被 记 为 

det(-27)- OC fy, :1, fo) 


Om; O81, pp， Wn) 
注 文献 中 没有 关于 微分 的 记号 的 约定 ， 也 常常 称 dFp 为 了 了 
在 np 的 导数 且 记 为 F'(p). 
例 10 设 了 Rs->Rs 为 
下 (人 Y= 0 —Y, 20), (w, Y) ER 
容易 看 出 了 是 可 微 的 , 它 在 p= (w%, 幼 的 微分 gF， 是 
2% —2y 
dF = 
" (2 2 ) 
例如 , dFc,w(2, 38) 一 (一 2，10) . 
映照 微分 概念 的 好 处 之 一 ， 在 于 使 我 们 能 用 几何 的 语言 表示 
很 多 分 析 的 事实 。 如 考 虚 下 列 情形 ; 设 .UCR>>RS, G. VCR? 
一 Rs 是 可 微 映照 ,其 中 UU 和 六 是 开 集 并 且 了 (UV)CYF， 我 们 约定 
下 列 一 套 坐 标 
UCR’_ 7> VCR: Ra， 
(vv) (0, Yo 8) (全 
并 且 记 
Flu, = (cu, 0), yu, 9), zu, 9)), 
Gv, Y, 2) = (E(w, Y, %), nv, Y, 2))s 
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那么 
GoPlw, o) = (él%, 9), yl%, zx(w 9)), 
no 0 YC, v0), zu, 1))), 
利用 链 式 法 则 ,我 们 能 说 Ge 是 可 微 的 并 且 能 计算 它 分 量 和 函数 的 
偏 导数 .如 


DE _DE Du DC 
Br ar 器 + 货 吕 + 医药 


表示 上 述 情形 的 简单 方式 是 应 用 下 列 一 般 的 事实 ， | 
命题 8 《映照 的 链 式 法 刘 ) 设 了 PUCR”>R” a. VCR”> 
RY? 是 可 微 映照 , 其 中 0 和 六 是 开 集 , 使 了 (DV)cCV, 那么 GoB.U 
一 R* 是 可 微 映照 ,并且 
da(GoF), = dG pg od Fs, pEU,. 
证 明 GeF 的 可 微 性 是 函数 的 链 式 法 则 的 推论 . 现在 . 设 用: 
ER" 是 给 定 的 ,考虑 曲线 w% (一 sa 82) 一 U, o(0) =p, a (0) =W1 


置 a79(7) 一 丙 。 且 观察 到 dGre)( 栈 人 一 -和 (GoBoa) 1,-o， 那 么 


GGoF)s WH) =-$-(GoFeo) to— dG re, CW) 


~=dGrwp°d Py (W). 

证 毕 . 

注意 ， 对 我 们 前 面 考虑 过 的 特殊 情形 ， 关 系 式 gd(G。A): 一 
dGrrwod8y 等 价 于 下 列 Jacobi 矩阵 的 乘积 ， 


8 0w 
站 EY /EE BE Ef Bu 
Ou Ov Om Wy 2 oy oy 
2 mj) 8 om ml dp 
Ou Ov Or Dr 2z Be ze 

Bw Bo 


它 包 含 了 所 有 偏 导数 -给 ， 侨 ， 人 名 ， 人 的 宕 达 式 .这 梯 , 映 由 


的 链 式 法 则 的 简单 表示 式 反 映 了 它们 分 量 函 数 偏 导数 的 大 量 信 
息 . 


附 嫩 ”连续 性 和 可 微 性 简 述 [127] 


定义 在 开 区 间 (c，2) 上 的 可 微 函 数 f (4, 了 ) CRRR 的 一 个 
重要 性 质 是 如 果 在 (@, 四 中 产 (2) 三 0, 那么 了 在 (a, 3) 中 是 常数 ， 
多 变量 可 微 函 数 的 这 方面 性 质 推 广 如 下 . 

我 们 说 开 集 UCR" 是 连通 的 ,如果 对 给 定 的 二 点 p, pEU 存 
在 一 个 连续 映照 a [4, 四 一 0 使 w(e) 一 p, a(5) 一 yg， 这 就 意味 着 
U 中 两 点 能 被 U 中 的 连续 曲线 所 连结 ,或 具 由 单独 一 个 “ 片 ”所 
组 成 . 

命题 9 设 f.UCR">R 是 定义 在 只 " 的 连通 开 子 集 U 上 的 
可 微 函 数 . 假设 gs: R">R 在 每 点 PEU 是 零 ， 那 么 f 在 U 中 
是 常数 

证 明 设 pEUD, Bs(p)CU 是 bp 局 图 且 包 含 在 U 内 的 开 球 ， 
任何 点 9EB,(p) 能 用 径 向 线段 B. fo, 11->U 和 ?2 相连 结 ， 其 中 
BOD =tgt+ (1 一 从 p, #€ [0, 11( 图 A2--6)， 因 为 吕 是 开 的 , 故 能 
延 拓 局 到 (0 一 g, I+e).、 而 fopB6. (0 一 8 1+e)R 是 开 区 间 中 的 
可 微 函数 ,和 且 因为 gj 三 0， 

a(foB)— (df°dB):™), 
这 样 ,对 所 有 +E (0 一 8, 1 二 se) 有 


和 (f°B) -0, 


所 以 (foB) 一 常数 , 这 意味 着 了 (8(0)) (2p) 一 f(B(D)) 一 f(g); 
即 /在 及 (2) 中 取 常 值 

这 样 ， 命 题 在 局 部 是 成 立 的 ; 即 的 每 一 点 有 为 常 信 的 邻 
域 . 注意 , 到 现在 为 止 我 们 还 未 用 到 可 的 连通 性 , 我 们 将 用 它 来 
说 明 所 有 这 些 常 值 是 相等 的 . 

” 设 * 是 0 的 任意 一 点 , 因 0 是 连通 的 ,存在 一 条 连续 曲线 
[a, 妇 一 Da(o) 一 2 a(5) =r， 函 数 foa, [6, 6] 一 R 是 [4, 妇 中 
连续 函数 . 根据 第 一 部 分 证 明 , 对 每 点 4E [w 妈 , 存在 在 [a, 缮 中 
的 开 区 间 I 使 foa 在 I 中 是 常数 ， 因 为 T= [a, 可 ， 我 们 能 


应 用 Heine-Borel 定理 (命题 6)， 这 样 , 我 们 能 从 荆 中 取出 有 际 


Fd 
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A2-6 


个 区 间 Lz, 机 Tn, 使 (I 了 ~ [a, b], vl, “ek. 我 们 能 假定 两 


:个 相继 的 区 闻 相 交 , 如 有 必要 可 重新 将 区 间 编 号 ， 这样, foo 在 两 


个 相继 区 间 的 并 上 是 常数 ， 由 此 得 到 f 在 [%, 四 上 是 常数 ; 即 
fla(@) 一 人 一 fa) 一) 

因 7 是 任意 的 ， 了 在 U 上 是 常数 . 证 毕 . 2 

微分 学 中 最 重要 的 定理 之 一 就 是 所 亩 的 反 函 数 定理 . 它 在 现 
在 的 记号 下 叙述 如 下 . (回忆 一 下 ， 线 性 映照 4 的 矩阵 如 果 是 可 
逆 的 ,那么 它 是 一 个 同 构 ，) 

反 范 数 定理 ” 设 了.UCR*>R" 是 一 个 可 微 映照 并 且 假 定 在 
点 pED, 微分 Fp; R*_>R" 是 一 个 同 构 ， 那 么 存在 p 在 U 中 的 一 
个 邻 域 六 和 (PD) 在 R 中 的 邻 域 丙 ， 使 及 7 一 歼 有 可 微 的 逆 映 
照 Fi.W->V. 

对 可 微 映照 CR"->WCR", 其 中 六 和 和 Ww 是 开 集 ， 如 果 
它 有 可 微 北上 映照, 那么 也 称 为 六 和 瑟 闻 的 微分 同上 故 ， 反 函数 定 
理 断 言 , 如 果 在 一 点 PEU, 微分 是 同 构 , 那么 万 在 p 的 一 个 邻 域 
中 是 微分 同 胚 ， 换 言 之 , 五 在 一 点 微分 的 性 质 春 含 了 万 在 该 点 邻 
域 中 变化 情形 的 类 似 性 质 ， 

这 个 定理 在 本 书 中 将 反复 用 到 , 它 的 证 明 可 在 下 列 书 中 找到 . 
Buok，Advanced Oaloulus, p. 285, 

例 11 设 F Rs>R3 为 


附录 “连续 性 和 可 微 性 简 述 [ls9] 
Flw, Yy) = (e008y, er singy), (w, ) ER. 
万 的 分 量 函 数 , 即 wu(%w, y) =e* cosy, v(%, Y) 一 esiny 有 各 阶 连续 
偏 导 数 ， 这 样 ,是 可 微 的 ， 
从 几何 上 看 ,了 F 如 何 变 换 wy 平面 上 的 曲线 是 有 启发 性 的 -全 
如 ， 垂 直线 co=oe 被 映 到 半径 为 扩 的 圆周 WU 一 ecosyg， 2 一 6 
sing; 水 平 线 y 一 yo 被 映 到 斜率 为 tang 的 半 * 直 线 v 一 ezoosgo, v9 
一 6 ginyo( 图 A2-7)， 由 此 得 到 
QF (wo yo (1, 0) -0 008 yo, 8” sin yo) |。。 
一 (e* COg yo, 6” sin yo)， 
dFewsl0, 1) = 瘟 (er cosy, e” siny) | yw 


一 《一 ec sin yo, 6** COS Yo0). 


二 


A2-7 
用 计算 已 的 Jacobi 矩阵 的 方法 最 容易 验证 它们 ， 


ou .2 ercosy —ersiny 
Or Oy 

Fw, DD™ Dy Do 一 “ 
Se pe 人 j 
BW 本 6 SmYy ef COSY 


县 将 此 作用 到 在 (wo, go) 点 的 向 量 (1, 0) 和 (0, 了 ). 

我 们 注意 到 Jacobi 行列 式 det(dFew,wy) 一 2 天 0， 这样 Fo 对 
所 有 Pp 一 (x, 9) ER 是非 奇异 的 〈( 这 从 前 面 儿 何 考虑 看 也 是 清楚 
的 ). 所 以 , 我们 可 以 应 用 反 函 数 定理 断言 , 刁 是 一 个 局 部 微分 同 胚 ， 
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观察 到 下 (ww, 乃 一 Po, y+2m)， 这 样 ; 了 不 是 1-1 的 , 也 没 
有 整体 道 映 照 . 对 每 点 DER2， 反 函数 定理 给 出 2 点 的 一 个 邻 域 
六 及 五 (2 的 一 个 邻 域 丈 ,使 得 限制 映照 妨 .7 一 下 是 一 个 微分 同 
胚 .在 这 里 情形 ， 矿 可 取 为 带 形 {一 co<w<oo, 0<y<2m} 而 WW 
取 作 RR 一 {(0, 0)}， 但 正 象 这 个 例子 所 表明 的 , 即使 定理 条 件 被 
处 处 满足 并 且 卫 的 定义 域 是 非常 简单 ,fF 的 整体 逆 仍 可 能 不 存在 ， 
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$3-1 引 宫 


在 第 一 章 中 我 们 已 经 看 到 ,对 曲线 O 的 切线 的 变化 率 的 考虑 
使 我 们 得 到 了 曲线 0 的 一 个 重要 的 几何 属性 一 一 曲率 . 在 这 一 
章 中 , 我 们 将 把 上 述 思想 推广 到 正则 曲面 , 即 ， 我 从 将 试图 度量 曲 
面 汪 上 任 一 点 多 的 切 平面 TS) 向 这 一 点 近 旁 离开 时 的 “快慢 ”， 
也 就 是 在 2 点 近 旁 的 单 法 向 量 场 六 在 2 点 的 变化 率 . 很 快 就 会 看 
到 , 这 个 变化 率 可 以 由 了 ,CS) 上 的 一 个 自 伴随 的 线性 映照 (参看 第 
三 章 的 附录 ) 给 出 。 曲面 太 在 p 点 的 许多 局 部 性 质 都 可 以 由 对 这 
个 线性 映照 的 讨论 得 出 . 

在 $3-2 中 ， 我 们 将 不 用 局 部 坐标 来 引进 有 关 的 定义 (Gauss 

映照 , 主 曲率 和 主 方向 ,Gauss 有 曲率 和 平均 曲率 等 ) ， 这样, 这 些 定 
义 的 几何 意义 就 清楚 地 表现 出 来 了 ， 但 是 ,为 了 计算 和 理论 下 的 
需要 , 把 所 有 的 概念 用 局 部 举 标 表示 出 来 是 重要 的 ， 这 将 在 $3-8 
中 处 理 ， 
8 3-2 和 § 3-3 包含 了 第 三 章 的 大 部 分 内 容 , 这 些 内 容 都 是 在 
本 书 以 后 各 部 分 中 要 用 到 的 . 少数 例外 将 被 明确 地 指出 ， 为 完整 
起 见 , 在 本 章 的 附录 中 证 明了 自 伴随 线性 映照 的 主要 人 性质， 此 外 ， 
为 那些 略 去 了 8 2 6 的 读者 , 在 8 8-2 开始 时 ， 我 们 将 对 曲面 的 定 
向 概念 作 一 简短 的 回顾 . 

8 8-4 包含 了 下 列 事实 的 证 明 , 即 在 正则 曲面 的 每 一 点 近 汶 都 
存在 正 交 的 参数 表示 ， 即 , 参数 曲线 互相 正 交 .这 里 所 用 的 技巧 ， 
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无 论 是 从 它们 本 身 或 是 为 得 到 进一步 的 结果 来 说 , 都 是 有 意义 的 . 
然而 , 倘若 教程 较 短 , 假定 这 些 结果 而 略 去 这 一 节 可 能 是 适宜 的 ， 

在 $3-5 中 ,我 们 将 处 理 两 类 有 趣 的 特殊 曲面 , 直 纹 面 和 极 小 
曲面 。 这 部 分 内 容 的 处 理 是 独立 的 ， 初 读 时 可 以 略 去 全 部 或 其 中 
之 一 . 
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首先 对 曲面 的 定向 概念 作 简 要 的 回顾 ， 
在 § 2-4 中 已 经 看 到 ,车 给 定 正则 曲面 S 在 点 pES 近 过 的 一 
个 参数 表示 
X.UCR >S, 
则 在 且 (0) 的 每 一 点 都 可 以 选 定 一 个 单位 法 向 量 


N(g) -EAT gEXx 0. 


衬 是 ,对 三 (CD 的 每 一 点 %， 部 有 相应 的 单位 法 向 量 (9)， 这 就 得 
到 一 个 可 微 上 映照 
N. XU—>R 

更 一 般 地 , 车 让 CS 是 如 的 一 个 开 集 ， 且 映照 放 : 了 一 R* 是 可 
微 的 , 它 将 下 中 的 每 一 点 9 对 应 于 在 9 点 的 单位 法 向 量 ， 则 六 称 
为 六 上 的 一 个 可 微 的 单位 法 向 量 场 . 

一 个 引 人 注 目的 事实 是 ， 并 非 所 有 的 曲面 都 具有 定义 在 全 曲 
面 上 的 可 微 的 单位 法 向 量 场 . 例如 , 在 如 图 8-1 所 示 的 Mébius 带 
上 就 不 能 定义 这 样 的 场 ， 这 一 事实 可 以 这 样 直观 地 看 出 , 沿 图 形 
当中 前 一 个 较 绕 一 周 , 向 量 场 入 回 到 一 入 ,这 与 入 的 连续 性 矛盾 . 
直观 上 , 在 Mibius 带 上 不 能 确定 它 的 “ 正 反面 2” 因为 我 们 能 由 它 
的 “一 面 " 连 续 地 走 到 它 的 “ 另 一 面 ” 而 并 不 需要 离开 曲面 . 

一 个 正则 曲面 称 为 可 定向 的 ， 如 果 它 容 有 定义 在 全 蝎 面 上 的 
可 微 的 单位 法 向 量 场 ; 这 样 的 一 个 向 量 场 W 的 选取 ， 称 为 六 的 一 
个 定向 . 
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图 3-1 Mabius 带 


例如 , 上 面 提 到 的 Mibius 带 就 不 是 可 定向 的 曲面 . 当然 , 可 
以 由 一 个 坐标 系 覆 盖 的 曲面 (例如 可 以 表示 为 一 个 可 微 函 数 的 图 
的 曲面 ) 显然 是 可 定向 的 ， 所 以, 每 个 曲面 局 部 都 是 可 定向 的 .而 
定向 确定 无 异地 是 涉及 整个 曲面 的 大 范围 性 质 ， 

曲面 S 的 一 个 定向 叉 , 在 5 的 每 一 点 2 的 切 空 间 了 ,(S) 上 诱 
导 了 (3S) 的 定向 如 下 ; To(S) 的 一 组 基 {o， 几 定义 为 正 的 ， 如 果 人 
人 w, 妨 》 是 正 的 ， 容 易 看 出 , 7*(S) 的 所 有 正 基 的 集合 构成 Ze(S) 
的 一 个 定向 (参看 $1-4)， 

对 定向 概念 的 进一步 处 理 在 8 2-6 中 给 出 . 不 过 , 就 第 三 和 第 
四 章 的 需要 而 言 , 以 上 的 说 明 已 经 足够 了 . 

在 整个 这 一 章 中 , 8 都 表示 一 个 正则 的 可 定向 的 曲面 , 且 已 选 
定 了 一 个 定向 ( 即 可 微 的 单位 法 向 量 场 ); 简称 为 上 共有 定向 娘 的 曲 
面 5. : 

定义 1 设 SCR? 是 具有 定向 信 的 曲面 映照 NS 一 Rs 取 
值 于 单位 球面 

S2={(£, YF, 3) ERai 和 不? 十 了 ?十 和 2 一 全. 

这 样 得 到 的 映照 W, S~>S? 称 为 S 的 Gauss 映照 (图 3-2) 

容易 证 明 Gauss 映照 是 可 微 的 . WW 在 点 PES 的 微分 Ns 是 
从 了 5(S) 到 降 ycpy (5) 的 线性 上 映照。 因为 T,《5) 和 了 yep, 《53) 是 平 
行 的 平面 , QUV， 可 以 看 作 是 Tp(S) 上 的 线性 映照 ， | 
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“7 


3-2 Gauss 映照 


线性 映照 V5: Ze(8) 一 (0S) 的 作用 如 下 ， 对 & 中 每 一 条 使 
wu(0) 一 p 的 参数 曲线 ol 人 六， 考虑 在 球面 5” 中 的 参数 曲线 入 >a(%) 
一 人 GD; 这 就 是 限制 在 曲线 a( 人 上 的 法 向 量 访 ， 切 向 量 入 (0) ~ 
QN,《a (0)) 是 Zeo(S) 中 的 向 量 (图 3-3). 它 度量 了 法 向 量 双 沿 曲 
线 a( 在 t=0 处 的 变化 率 . 所 以 ,ds 度量 了 克 如 何 从 和 to) 向 
多 点 近 旁 离开 .对 曲线 的 情况 , 这 个 测度 由 一 个 数 给 出 , 这 就 是 出 
率 . 对 曲面 的 情况 , 这 个 测度 由 一 个 线性 映照 所 刻 划 . 


ND NP)  ， 
oO = 


例 1 由 方程 
az 十 29 十 oz 十 @=0 
给 出 平面 了, 其 单位 法 疝 量 
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N= (g, b, oO/vV @ +h?+o 
为 常 向 量 . 因此 , dN 二 0( 图 8-4)， 


图 3-4 平面 :ON =0 


例 史 考虑 单位 球面 
SI={(%, y, 2 ERS op te 1}. 
车 a 办 一 (8( 提 ,y(), #( 朋 ) 是 避 中 的 一 条 参数 曲线 , 则 
220’ -+ 2g 十 2z2 一 0， 
这 说 明 向 量 (wy 纺 在 点 (o y, 2) 与 球面 垂直 ， 所 以 , 入 (w, y, 2 
和 入 (一 ws， 一 y, 一 区 是 5 的 单位 法 向 量 场 . 现 选 定单 位 法 向 量 场 
VV( 一 2， 一 y 一 分 作为 球面 5? 的 定向 ， 注 意 , VW 总 指向 球面 的 中 
心 . 
限制 在 曲线 wx 上 , 法 向 量 
NO ~—s(), —y(t), —z()) 
是 + 的 向 量 沟 数 , 因此 ， 
ON (wD, Y(t, 2 (HD) 一 六 全 
一 (一 (DD, —y 0, -2 (DD); 
即 ， 对 所 有 的 pPE59 和 所 有 的 vwE 
T'S), 
dNg(V) = —1. 
注意 ， 若 取 允 为 法 向 量 场 ( 即 取 相反 
的 定向 ), 则 得 到 
aN,(%) 一 多 
(图 3-)， 图 3-5 单位 球面 :GNp(V) 一 4 
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例 3 考虑 圆柱 面 
{ y, 2) ER ws+y* = 1}. 
由 类 似 前 一 个 例 中 的 证 明 ， 可 以 看 出 请 (wz, y, 0) 和 六 = (- 0 
一 y, 0) 是 在 点 (w, y, z) 的 单位 法 向 量 . 现 选 取 单 位 法 向 量 场 N= 
《一 2 一 y, 0) 作 为 曲面 的 定向 ， 
考虑 包含 在 圆柱 面 上 的 一 条 曲线 他人 二，Vy 的 ，x 人 的 )， 即 有 (w 
: (的)? 十 (Y( 及 )? 一 1; 可 以 看 出 ， 沿 这 一 曲 
线 , 入 (一 (一 2()， 一 y( 驴 ,0)、 因 此 ， 
AN ef (HD, yb), 2 (HD) = NN’ 
” =(—% (HD), —y{(D, 0). 


? 总 之 ， 若 ? 是 圆柱 面 的 切 向 量 但 平行 
于 z 轴 , 则 
dN (oO) 一 0 一 00; 


车 名 是 圆柱 面 的 切 向 量 但 平行 于 wy 平面 ， 
则 
图 38 dN(w) =——w 
(图 8-6)， 由 此 可 知 , v 和 是 GN 的 特征 向 量 ,分 别 对 应 于 特征 
值 0 和 一 工 (参看 第 三 章 的 附录 ). 
例 & 考虑 双 曲 抛物 面 
2 一 2 一 2 
上 的 点 2 一 0, 0, 0). 给 曲面 的 一 个 参数 表示 
Oy, v0) = , 9, 扩 一 02)， 
并 计算 其 法 向 量 入 (w, v)， 相继 得 到 
革 。= (1, 0, 一 2w)， 陡 。= (0, 1, 22)， 


oY 一 风 


友 一 | 一 一， 一 一 一 一 一 一 ， 
(7 o2 二 oz 十 工 VY ot 
1 

rr) 
2 4 十 4 + 地 


注意 , 在 点 2 一 《0， 0, 0) 的 了 ,和 也。 分 别 与 2 轴 和 yg 轴 的 单位 法 
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铅 量 相同 .因此 , 使 a(0) =p 的 曲线 (0) 一 革 (w( 驴 ,9( 罗 ) 在 Pp 点 
的 切 向 量 在 Rs 中 的 坐标 为 (w(0)，Y (0)，0) (图 8-7) .限制 NCw 
) 在 这 条 曲线 上 并 计算 入 '(0), 得 到 

“N'(0) = (2w (0), —2w (0), 0), 


加 3-7 


因此 , 在 2 点 ， 
dNs (uw (0), ww (0)，0) = (2 (0)， 一 20 (0)，0)， 
这 就 说 明 , 向 量 (二 0, 0) 和 (0, 1, 0) 是 NW; 的 特征 向 量 ,分 别 对 应 
于 特征 值 2 和 一 2. 
例 5 将 前 一 例 中 所 用 的 方法 应 用 到 抛物 面 
2 一 2 十 1 p>0, 
上 的 点 p= (0, 0, 0). 证 明 % 轴 入 轴 的 单位 向 量 是 GN 的 特征 
向 量 ， 分 别 对 应 于 特征 值 2 和 2k( 假 设 指向 以 抛物 而 为 边界 的 
区 域 的 外 部 ) . 
下 面 的 命题 说 明了 dN, 的 一 个 重要 的 性 质 . 
命题 1 Gauss 映照 的 微分 
ON,:T ,8) —T,(S) 
是 自 伴随 的 线性 映照 (参看 第 三 章 的 附录 ). 
证 明 因为 ON 是 线性 的 ， 内 须 对 了 了 《5S) 的 一 组 基 {ows, ws} 
证 明 
GN» (201), Wa> = Cw1, Ns (Ws)>. 
设 卫 (wv) 是 8 在 2 近 游 的 一 个 参数 表示 ,{ 开 w 民 中 是 在 To03) 
中 相应 的 基 、 车 a 人 一 下 (uw(#), 0( 提 ) 是 5 中 的 二 条 参数 浊 线 ， 
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且 a(0) ~p, 则 有 
dN,(o (0)) = dN, (Xu (0) + ew"(0)) 
-ND, oD)) 
= Nu (0) + Now (0)s 
特别 ， 

GN,C Xo) = No, GN (Xo) —N,. 

因此 , 为 证 明 2N， 是 自 伴随 的 , 只 须 证 明 
Ny, X= LX No. 

为 此 , 取 XN, 下 必 一 0 和 《NW 有心 =0 分 别 对 vo。 入 的 导数 , 得 到 

<《N。 XY+LN, Tw =0, 

Nu, RY+LN, Kw? =0. 
所 以 ， : 六 
Nu, XO—— AN, Tw LNo, Xo. 证 毕 . 

,由 dNs T,(S) 一 T,(5S) 是 自 伴随 的 线性 映照 这 一 事实 ， 我 们 

能 定义 一 个 与 aNs 相配 的 二 次 形式 @: 

Q(o) = CAN, 0), o>, 4 ETS) 
(参看 第 三 章 的 附录 ) ， 为 得 到 这 个 二 次 形式 的 几何 解释 ， 我 们 需 
要 儿 个 定义 . 由 于 马上 就 会 清楚 的 原因 , 我 们 将 利用 二 次 形式 一 Q. 

定义 2 定义 在 T,(S) 上 的 二 次 形式 I， 

Is(O) 一 一 人 ENV (oO »>, v ET,(S), 

称 为 8S 在 p 的 第 二 基本 形式 . 

定义 3 设 0O 是 5S 中 经 过 点 pES 的 有 曲线， 是 QO 在 pp 的 曲 
率 , cos9 一 Kn, WV》,n 是 0 在 p 点 的 主 法 向 量 ， 术 是 8 在 p 点 的 法 
向 量 , 则 数 

及 ,一 上 cos0 

称 为 曲线 OCS 在 点 的 法 曲 让 ， 

换 名 话说, 是 向 量 bn 在 曲面 8 于 2 点 的 法 向 上 射影 的 长 ， 
再 加 上 由 8 在 ?点 的 定向 给 出 的 符号 (图 3-8) . 

注 O 的 法 曲率 不 依赖 于 0 的 定向 ， 但 是 ， 车 改变 曲面 的 定 
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图 3-8 


向 , 它 改 变 符号 . 
为 给 出 第 二 基本 形式 IT 的 一 个 解释 ， 考 虑 以 a(s) 为 参数 表 
示 的 正则 曲线 CCcA, 这 里 * 是 CO 的 弧 长 ， 且 a(0) 一 2. 若 用 六 (9) 
表示 法 向 量 姓 对 曲线 w(e) 的 限制 ， 则 有 《YY (9)， “2 因 
此 ， 
<N (3), o (s)> = —<N’(s), we》 
所 以 ， 
了 Ho(o (0)) = —<aNy Co (0))，o (0)> 
一 一 WO «(0)>=<N(0), «(0)> 
一 人 V，jra> (Pp) = hb,(p). 
换 甸 话说 ,第 二 基本 形式 I 对 单位 向 量 2ETp(5) 的 值 ， 等 于 经 过 
点 与 相 切 的 正则 曲线 在 这 一 点 的 法 曲率 .。 特别 ， 我 们 得 到 下 
面 的 结果 . 
命题 3(Meusnier) 曲面 念 上 经 过 给 定 的 一 点 2 且 具 有 相 
辣 切线 的 所 有 曲线 在 这 一 点 有 相同 的 法 曲率 . 
根据 这 个 命题 , 我 们 就 可 以 说 在 wp 点 沿 给 定 方 向 的 法 上 曲率 .为 
方便 起 见 ， 引进 下 面前 一 些 名 词 。 给 定单 位 向 量 E75), 5 与 
包含 w 和 VV(%) 的 平面 的 交 称 为 5S 在 Pp 点 沿 2 的 法 截 线 (图 8-9). 
在 Dp 虚 的 一 个 邻 域 ,5 在 2p 点 的 法 截 线 是 S 上 的 正则 的 平面 曲线 ， 
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它 在 wp 点 的 主 法 向 量 为 士 必 (Pp) 或 零 ; 因此 ， 它 的 曲率 等 于 在 2 点 
的 沿 光 的 法 曲率 的 绝对 值 ， 利用 这 些 名 词 ， 上面 的 命题 就 可 以 说 
成 是 ， 曲 线 a(5) 在 2 点 的 法 曲率 的 绝对 值 等 于 8 在 2 点 的 沿 
x“ (0) 的 法 截 线 在 这 一 点 的 曲率 ， 


在 ?点 沿 v 的 法 憩 线 


图 3-9 Meusnier 定理 : 在 多 点 沿 4 的 C 和 Cn 有 相同 的 法 曲率 


例 6 考虑 由 曲线 
z= 
线 z 轴 旋 转 得 到 的 旋转 面 ( 图 8-10). 我 们 将 说 明 在 p= (0, 0, 0) 
的 微分 4N,=0、 为 此 , 首先 注意 到 
曲线 9 一 兴 在 2 点 的 曲率 为 零 . 此 
外 , 因为 oy 平面 就 是 曲面 在 2 点 的 
切 平 面 ， 故 法 向 量 W(2) 平行 于 > 
轴 . 所 以 , 在 2 点 的 任 一 法 裁 线 都 
可 以 由 曲线 * 一 锭 旋转 得 到 ; 因此 ， 
它 在 少 点 的 曲 床 为 零 . 这 就 得 到 了 
在 2p 点 的 所 有 的 法 曲率 为 零 ， 所 以 
图 3-19 AN,=0. 

例 7 在 例 1 的 平面 中 ， 所 有 的 法 截 线 都 是 直线 ; 因此 ,法 曲 
率 全 为 零 ， 所 以 ,在 所 有 点 的 第 二 基本 形式 恒 为 零 。 这 与 4N 志 0 
这 一 事实 一 致 . 
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在 例 2 的 球面 5: 中 , 取 定 向 驴 , 过 任 一 点 PES? 的 法 截 线 是 
半径 为 1 的 圆 ( 略 8-11)。 所 以 , 所 有 的 法 曲率 都 等 于 1 以 及 第 二 
基本 形式 

.IIU(o) =1, 
对 所 有 的 PES2 和 所 有 的 单位 向 量 ET 了 C5) 成 立 . 

在 例 3 的 圆柱 面 中 , 在 一 点 jp 的 法 截 线 是 一 族 椭圆, 它 从 垂直 
于 圆柱 而 的 轴 的 图 变 到 平行 于 这 个 轴 的 直线 (图 8-12)。 所 以 , 其 
法 此 率 从 工 变 为 0 在 几何 上 不 难看 出 ， 工 和 0 分 别 是 在 2 点 的 
法 曲率 的 极 大 值 和 极 小 值 . 然而 , 应 用 在 第 三 章 的 附录 中 关于 二 
次 型 的 一 个 定理 可 以 给 上 述 事实 一 个 简单 的 证 明 ,， 事实 上 ， 如 我 
们 在 例 3 中 已 经 看 到 的 ,向 量 也 和 w% (分别 对 应 于 法 曲率 为 二 和 0 
的 方向 ) 是 gW 的 特征 向 量 ， 分 别 对 应 于 特征 值 一 1 和 0。 所 以 ， 
如 我 们 所 断言 的 ,第 二 基本 形式 在 这 些 向 量 上 取 极 值 .根据 这 个 
过 程 , 我 们 知道 其 极 值 为 1 和 0. 


图 8-11 在 球面 上 的 法 截 线 图 8-12 在 圆柱 面 上 的 法 截 线 


分 析 例 和 中 的 双 曲 抛物 面 在 点 2 一 (0, 0, 0) 的 法 截 线 ， 我 们 
将 它 留 给 读者 ， 

让 我 们 回 到 线性 映射 4Ng. 第 三 章 的 附录 的 定理 说 明 , 对 中 
的 每 一 点 2 存在 Tp (3) 的 标准 正 交 基 {fez, ej 使 QN9(e) 一 一 及 er) 
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dNp(es) = 一 bzes， 此 外 , 有 和 halhi 之 ba) 分 别 是 第 二 基本 形式 Tiy 
限制 在 人 ,CS) 的 单位 贺 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 也 就 是 说 ， 它 们 是 
在 p 点 的 法 曲率 的 极 值 . 

定义 和 在 2 点 的 最 大 的 法 曲率 和 最 小 的 法 曲率 称 为 2 点 的 
主 曲 率 ; 对 应 的 方向 , 即 特征 向 量 e 和 es 的 方向 , 称 为 2 点 的 主 方 
向 ， 

例如 , 平面 上 任 一 点 的 任意 方向 都 是 主 方向 。 球面 上 也 是 这 
样 .在 这 两 种 情形 ， 它 们 的 第 二 基本 形式 在 每 一 点 的 切 平 面 的 单 
位 圆周 上 都 是 常 值 (参看 例 7), 所 以 , 其 法 曲率 对 所 有 的 方向 都 取 
极 值 . 

在 例 3 的 圆柱 面 中 , 向 量 。 和 儿 给 出 在 p 点 的 主 方向 ,分 别 对 
应 于 主 曲 率 0 和 i， 在 例 4 的 双 曲 抛物 面 ，* 轴 和 9 轴 的 方向 就 
是 主 方向 , 它们 分 别 对 应 于 主 曲率 一 2 和 2. 

定义 5 S 上 的 一 条 正则 连通 曲线 C 称 为 S 的 曲率 线 ， 如 果 
对 所 有 的 pE0O, 0 在 p 点 的 切线 方向 都 是 S 在 Pp 点 的 主 方向 . 

命题 3(0linde Rodrigue) 曲面 8 上 的 一 条 连通 的 正则 
曲线 O 是 5S 的 曲率 线 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 O 的 任何 参数 表示 
ob), 

ND=ADa) 
成 立 , 其 中 入 Ct) 一 Noa( 和 和 () 是 1 的 可 微 函 数 . 在 这 种 情形 ， 
一 入 (人 是 沿 w (的 的 法 曲率 ( 主 曲率 ) . 

证 明 只 要 注意 , 车 a 办 是 主 方向 , 则 w 的 是 Q@X 的 特征 向 

量 , 且 
dN (oe (PD)) 一 人 有一 Ga 的 . 
反之 显然 .证 毕 . 

由 在 2 点 的 主 曲率 可 以 容易 地 去 计算 沿 Ts05) 的 一 个 给 定 方 
向 的 法 曲率 ， 事 实 上 , 设 vETo(S), 且 | 四 一 1。 因 为 el: 和 ea 构成 
7T,(8) 的 一 组 标准 正 交 基 , 故 

4 一 eicosg 十 esginD， 


其 中 6 是 按 了 TD,(5) 的 定向 从 a 到 % 的 角 . 沿 。 的 法 曲率 加 为 
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b= Ho) = — dNG(v), v> 
= — dN,(erco8 0 + essinO), ei1c0s0 +essinO> 
= 《ehi C080 Feabssin gd, e10080 + ein > 
= ki c0820 十 jssin20. 
最 后 的 表示 式 就 是 通常 所 谓 经 典 的 Euler 公式 ; 事实 上 , 它 就 是 第 
二 基本 形式 在 茜 {6@1, ea} 中 的 表示 式 
给 定 二 维 向 量 空间 六 上 的 一 个 线性 映照 
4A.V—>V, 
和 站 的 一 组 基 {foz Vv 小， 并 设 (ww) 是 4 对 这 组 基 的 矩阵 。 我 们 知 
道 , 4 的 行列 式 
H11 Ya33 一 W123 dal 
和 4 的 迹 
C11 + 2a 
是 不 依赖 于 基 {oi， ?车 的 选择 的 , 因此 ， 它 们 是 线性 映照 4 本 身 的 
性 质 . 
在 前 面 所 讨论 的 傅 况 中 ,4&N 的 行列 式 是 (一 加 ) (一 各 ) 一 有 bs 
即 主 曲 率 的 乘积 , 4 的 迹 是 主 有 曲率 之 和 的 相反 数 一 (hi 十 bs).， 若 
改变 曲面 的 定向 , 行列 式 不 变 ( 对 这 一 事实 ， 维 数 为 偶数 是 实质 性 
的 ); 但 迹 要 改变 符号 . 
定义 6 设 pES, Ns:T, (5) 一 了 pC5) 是 Gauss 映照 的 微分 , 
Ns 的 行列 式 称 为 S 在 wp 点 的 Gauss 曲率 ,9Ns 的 迹 的 相反 数 
之 半 称 为 S 在 点 的 平均 蝎 率 瑟 . 
用 主 曲 率 可 以 将 互 和 五 表 示 为 


KE =hks, 互生 二名 . 


定义 了》 曲面 5 上 的 一 点 p 称 为 

1. 椭 加 点 , 如果 dN 的 行列 式 det(CNo) >0。 
2. 双 曲 点 , 如果 det(aN,) < 之 0. 

3， 抛物 点 ,如果 det (dNs) 一 0， 但 dN *0. 

和. 平 点 ,如果 dN, 一 0, 
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显然 ,上 述 分 类 不 依赖 于 曲面 定向 的 选取 ， 

在 椭圆 点 ，Glauss 曲率 是 正 的 . 主 曲 率 有 相同 的 符号 ， 因 此 ， 
通过 这 一 点 的 所 有 曲线 的 主 法 向 量 都 指向 该 点 的 切 平面 的 同 侧 . 
球面 上 的 点 都 是 椭圆 点 抛物 面 z=o?+ky”，k0( 参 看 例 5) 上 的 
点 (0, 0, 0) 也 是 椭 贺 点. 

在 双 曲 点 , Gauss 曲率 是 负 的 . 主 曲率 有 相反 的 符号 , 因此 , 通 
过 这 一 点 的 曲线 中 ， 必 有 在 2 的 主 法 向 量 指向 该 点 切 平面 的 不 同 
便 的 曲线 . 双 曲 抛物 面 *= 妈 一 吧 ( 僚 看 例 和 上 的 点 (0，0, 0) 就 是 
双 曲 点 ， 

在 抛物 点 , Gauss 曲率 为 零 .但 主 曲 率 不 全 为 零 . 圆柱 面 (参看 
例 3) 上 的 点 都 是 抛物 点 . 

在 平 点 , 主 曲率 全 为 零 . 平面 上 的 点 显然 都 是 平 点 . 例 6 中 给 
出 的 是 平 点 的 一 个 非 平凡 的 例子 . 

定义 8 在 pES, 若 天: 天: 则 2 称 为 3 的 一 个 脐 点 ; 特别 ， 
平 点 Cf1 一 ks 一 0) 是 脐 点 . 

球面 上 的 点 和 平面 上 的 点 都 是 脐 点 ， 用 例 6 中 的 方法 可 以 验 
证 抛物 面 2 一 z2 十 82 上 的 点 (0, 0, 0) 是 脐 点 ( 非 平 点 )， 

下 面 将 证 明 这 样 一 个 有 趣 的 事实 ， 全 部 是 脐 点 的 曲面 仅 有 球 
面 和 平面 . 

命题 4 车 连通 曲面 8 的 所 有 的 点 都 是 脐 点 ， 则 8 必 包 含 在 
球面 或 平面 中 ， 

证 明 设 PES, 下 (ww, %[) 是 5S 在 p 近 旁 的 一 个 参数 表示 ， 且 
坐标 邻 域 了 是 连通 的 . | 

因为 每 一 点 9EV 都 是 脐 点 ， 故 对 了 (CS) 中 的 任意 向 量 包 一 
az 和 十 oa 福 w 都 有 

ON (Ww) =\(q) ww, 
其 中 入 = 和 lq) 是 这 上 的 实 值 可 微 函 数 . 
首先 证 明 (在 六 中 是 常数 ， 为 此 , 我 们 将 上 方程 写成 
Na 上 Neoao 一 入 ( 开 da 十 瑟 vaa)j 
因为 各 是 任意 的 , 故 


和 3-3 Gauss 映照 的 定义 和 基本 性 质 [145] 
Nu= 和 ATs, 
人 一 人工 。 
将 第 -- 式 对 " 微分 和 第 二 式 对 久 微 分 ;再 相 减 就 得 到 
ho 革 , 一 和 人 us 一 0 
因为 王 。 和 工 。 是 线性 独立 的 , 敬 必 有 
M= N=0 : 
对 六 中 所 有 的 9g 成立， 因为 让 是 连通 的 , 所 以 入 是 常数 . 
车 和 ==0, 则 Ne=No=0, 于 是 , 在 及 中, 太一 No 为 常 向 量 ,所 
以 ， 


因此 ,， 


《和 (ww 2)， oo 一 《总 (wu 必 )， No>o= 一 0; 


< 和 4 起 ,入 o> 一 常数 ， 
即 玉 的 所 有 的 点 总 (ww 都 在 一 平面 上 ， 
车 和 关 0, 则 
(wu, 人 -于 NO, ») =Y (wu, ») 


为 一 定点 , 这 是 因为 
人 0 


=-( 开 他 WD) -TN 由) -0 


因 焉 ， 
1 


ER 
即 太 的 所 有 的 点 都 在 以 了 为 中 心 ， | 为 半径 的 球面 上 。 


以 上 局 部 地 证 明了 命题 ,也 就 是 对 任 一 点 DER8 的 邻 域 作 了 证 
明 . 下 面 来 完成 定理 的 证 明 . 因为 S 是 连通 的 , 对 S 中 任意 给 定 
的 另 一 点 六 存 窒 连 续 的 曲线 
os [0, 11—8, 
使 a(0) 一 p, a( 了 有) 一 r. 对 这 条 曲线 上 的 每 一 点 w( 力 E5, 存在 它 在 
S 中 的 包含 在 球面 或 平面 上 的 一 个 邻 域 了 并 使 a (V9 是 [0, 刀 
的 一 个 开 区 间 “并 集 Uo-: (7b, 8E [0, 力 , 覆盖 [0, 1] , 且 因 为 


| 开光 一 了 时 一 
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[0, 圳 是 闭 区 间 ， 它 可 以 由 族 {aT1(V} 中 有 限 个 元 素 覆 盖 ( 参 看 
Heine-Borel 定理 , 第 二 章 附录 的 命题 6)， 所 以 , a([0, 如) 可 以 
由 邻 域 六 中 的 有 限 个 覆盖 . 

车 这 些 邻 域 中 有 一 个 邻 域内 的 点 都 在 一 平面 上 ， 所 有 的 其 它 
的 邻 域 的 点 也 在 这 平面 上 . 因为 了 是 任意 的 ，S 的 所 有 的 点 都 在 
这 平面 上 . 

着 这 些 邻 域 中 有 一 个 邻 域内 的 点 都 在 一 球面 上 ， 同样 的 理由 
说 明 &8 上 的 所 有 的 点 都 在 这 球面 上 , 这 就 完成 了 定理 的 证 明证 
毕 . 

定义 9 设 p 是 8S 中 的 一 点 。Tp(5) 的 一 个 方向 称 为 S 在 p 
点 的 渐 近 方向 ,如果 它 对 应 的 法 曲率 为 零 . 5S 的 一 条 连通 的 正则 曲 
线 OCS 称 为 新 近 线 , 如 果 对 O 上 的 每 一 点 刀 CO 在 2 的 切 向 都 是 
渐 近 方向 . 

由 定义 立即 得 到 , 在 椭圆 点 没有 渐 近 方向 . 

对 渐 近 方向 的 一 个 有 用 的 几何 解释 可 以 由 Dupin 标 线 给 出 。 
下 面 将 对 Dupin 标 线 给 予 描述 . 

设 p 是 5S 中 的 一 点 ， 在 2 点 的 Dupin 标 线 是 了 os(S) 中 使 

Ty,(w) = + 
的 向 量 刀 的 集合 . 

为 将 Dupin 标 线 的 方程 写成 比较 方便 的 形式 , 设 (和 是 了 了. 
《5) 中 对 标准 正 交 基 {e,，e2} 的 笛 卡 儿 坐 标 , 且 6 和 es 是 dN 的 特 
征 向 量 ， 给 定 wE7T6(9), 设 p 和 9 是 它 的 “ 极 坐 标 ”, 决定 于 

w= py, |o|=1 


和 
v=610000 十 casin0, 若 p 天 9. 
由 Euler 公式 ， 
土 1 =II, (00) = plly(%) = hip?008’0 + kop? sin0 
= ki6” be, 


这 里 ww 一 te1 二 mea， 所 以 ,Dapin 标 线 上 的 点 的 坐标 心 , 满足 方 
程 


§ 3-2 Gauss 映照 的 定义 和 基本 性 质 [3247] 


Nae2 十 ka 一 士 耳 (1) 
因此 , Dupin 标 线 由 Ts(8) 中 的 圆锥 截 线 所 组 成 ,注意 , 沿 由 名 所 
决定 的 方向 的 法 曲率 是 
halV) = IT,(V) — 土方 . 

对 椭圆 点 ，Dupin 标 线 是 一 个 椭圆 (ks 和 bs 有 相同 的 符号 ); 
若 这 一 点 是 非 平 点 的 脐 点 (如 一 ks 大 0), 则 椭圆 退化 为 贺 . 

对 双 有 曲 点 , 有 和 避 符 号 相反 ， 因 此 ,， Dupin 标 线 是 由 具有 共 
同 浙 近 线 的 两 条 双 曲 线 构 成 的 (图 8-18)，、 沿 浙 近 线 的 方向 ,其 法 
曲率 为 零 ， 因 此 它们 是 渐 近 方向 。 这 就 是 渐 近 方向 这 一 名 词 的 来 
源 , 也 说 明了 在 双 曲 点 恰 有 两 个 浙 近 方向 . 


ee. 
椭 贺 点 


图 3-13 ”Dupin 标 线 
对 抛物 点 , 主 曲率 之 一 是 零 ,Dupin 标 线 退化 为 一 对 平行 的 直 
.这 两 条 直线 的 公共 方向 是 在 该 点 的 唯一 的 渐 近 方向 ， 
在 $8-4 的 例 5 中 我 们 将 指出 Dupin 标 形 的 一 个 有 趣 的 性 


泪 


浮 


与 渐 近 方向 的 概念 密切 相关 的 是 共 罗 方 向 的 概念 ， 现 在 将 给 
出 它 的 定义 ， 

定义 10 设 p 是 曲面 5 上 的 一 点 , Ts(5) 中 的 两 个 向 量 wr 和 
ws 称 为 共 示 的 , 如 时 _ 

《NGConD Wa — Cz, AN, (Wa) > =0., 

在 p 点 的 两 个 方向 m1 和 "rs 称 为 共 印 的 ， 如 果 分 别 平行 于 j 和 7a 
的 一 对 向 量 wa 和 ws 是 共 斩 的 . 

在 共 轿 方向 的 定义 中 , ri 和 rs 的 共 印 性 质 不 依赖 于 wx 和 ws 
的 选取 是 显然 的 . 
由 定义 可 见 ， 主 方向 是 共 恩 的 。 渐 近 方 向 是 自 共 配 的 .此 外 ， 
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在 非 平 点 的 脐 点 , 任意 一 对 互相 垂直 的 方向 都 是 一 对 共 斩 方 向 , 在 
平 点 , 每 一 个 方向 与 任意 的 另 一 个 方向 都 是 共 轿 的 . 
设 pES 不 是 脐 点 , {ex 6 对 是 Ts,《5) 的 标准 正 交 基 , 它 决定 于 
dN,(e1) = —hie1, AN, » (69) 一 — hoes. 
设 8 和 gq 分 别 是 6&1 与 方向 "1 和 ws 所 成 的 角 . 则 rj 和 wa 共 轿 的 
充 要 条 件 是 
kicos0 cos p= — bssin 0 sin op， (2) 
事实 上 , ri 和 7s 共 力 的 充 要 条 件 是 向 量 
Wi1= e10080+ées sinO, wa=e1cosgp+ essing 
是 共 斩 的 . 所 以 ， 
0=<adNy, (201), Wa = —hb1 008 0 cosg— hosingd sing, 
因此 , 条 件 (2) 成 立 . 
当 页 和 局 都 不 为 零 时 ( 即 2 点 是 棋 圆 点 或 双 曲 点 )， 借 助 于 
在 2 点 的 Dupin 标 线 ， 条 件 (2) 导致 一 个 求 共 斩 方 向 的 几何 作 图 
法 ， 下 面 将 仅 就 椭圆 点 说 明 这 个 作 图 方法 ,在 双 曲 点 的 情况 是 类 
似 的 。 设 了 是 Tao43) 上 的 一 条 过 原点 的 直线 ， 它 与 Dapin 标 线 相 
交 于 9 和 gs( 图 8-14)，Dupin 标 线 在 9 和 gs 的 切线 是 平行 的 ， 
它们 的 共同 方向 就 是 "的 共 轿 方向 .我 们 将 这 些 结 论 的 证 明 
作为 习题 留 给 读者 (习题 12). | 


图 3-14 共 罗 方向 的 作 图 


EN 


10. 


名 8-2 Gauss 映照 的 定义 和 基本 性 质 [L149] 


习 是 


证明: 在 双 曲 点 , 主 方向 平分 渐 近 方向 ， 
. 证 明 : 车 井 面 语 一 曲线 与 平面 相 切 , 则 此 曲线 上 的 点 必 为 抛物 点 或 平 点 . 
. 设 曲 面 8 的 Gaues 曲率 互 >0 COC8 是 曲面 8 上 的 一 条 正则 曲线 . 证 


明 : C 在 2 点 的 曲率 . 
p>minC|m}, 11», 
其 中 加 和 加 是 仿 在 Dp 点 的 主 曲 率 . 


. 设 在 曲面 S 的 每 一 点 都 有 | 及 | <1 和 |Xs| <1. 问 : 对 曲面 $ 上 的 任 一 


曲线 C, 是 否 总 有 | 对 <19 


， 证明: 在 点 2“€ 5S 的 平均 曲率 


B= 二 a (Od6, 
其 中 zo(9) 是 在 2 点 的 沿 与 某 一 固定 方向 成 9 角 的 方向 的 法 曲率 ， 


: 证 明 : 在 曲面 上 的 一 点 , 互相 垂直 的 任意 一 对 方向 的 法 曲率 之 和 是 常数 
.证明 : 在 非 平 点 , 若 平均 晶 率 为 等 ， 则 这 一 点 有 两 个 互相 重 喜 的 渐 近 方 


向 


. 描述 下 列 曲 面 的 Gauss 上 映照 的 像 在 单位 球面 上 所 覆盖 的 区 域 : 


a. 旋转 抛物 面 一 2 十 纪 . 
b. 旋转 双 曲 面 。22 二 妨 一 各 一 1 
ce. 野 链 面 ?十 人 妨 == 008h 28, 


， 证明 ; 


a&. 设 W, 8 一 8? 是 曲面 8 的 Gauss 映照 ，a. I>5 是 5S 上 的 一 条 正则 
的 参数 曲线 ， 且 不 包含 曲面 的 平 点 或 抛物 点 ， 则 Noa 是 球面 82 上 
的 正则 的 参数 曲线 ( 称 为 a 的 球面 像 ). 
b. 著 C=w() 是 一 条 曲率 线 , 是 0 在 p 点 的 曲率 , 则 
b= | 和 zxr | 
其 中 加 是 在 p 点 沿 0 的 切线 方向 的 法 曲率 ，%x 是 0 的 球面 像 N 
C0) 533 在 入 (Pp) 的 曲率 . 
设 0 是 曲面 上 的 一 条 曲率 线 , 它 的 任 一 点 的 切线 方向 都 不 是 渐 近 方 
向 , 且 C 的 密切 平面 与 曲面 的 切 平面 沿 C 成 定 角 ， 证 明 : 0 必 为 平面 曲 
线 


; 设 六 是 曲面 8 的 一 个 三 圆 点 , * 和 *' 是 在 点 的 一 对 其 胃 方 向 证明: 


当 了 在 TsC5) 中 变化 时 , +? 和 ?' 所 成 的 角 在 关于 主 方 向 对 称 的 唯一 的 


[150] 


12, 


*13， 


*14， 


15 . 


*16. 
17. 


*18 . 


“19 ， 


第 三 章 ”Ganss 映照 的 几何 学 


一 对 方向 达到 极 小 值 . 
设 p 是 曲面 全 的 一 个 双 曲 点 , ? 是 了 sp(8) 的 一 个 方向 .借助 Dupin 标 线 
给 出 找 * 的 共 轿 方向 r’' 的 几何 作 图 法 并 予以 证 明 ( 见 $ 3-2 末 的 作法 ) . 
(Beltrami-Enneper 定理 ) 证 明 : 曲面 上 的 一 条 曲率 处 处 不 为 零 的 
渐 近 线 在 一 点 的 挠 率 r 的 绝对 值 

1*| = 一事 ， | 
其 中 五 是 曲面 在 给 定点 的 Qauss 曲率 ， 
车 曲面 St 和 曲面 83 沿 正则 曲线 0 相交 , 则 C 在 点 pe C 的 曲率 可 
以 由 下 式 给 出 : 


?sin20— A? + A2 — QANg 008 0, 
其 中 和 寻 和 和 分 别 是 S14 和 Ss 在 Pp 点 沿 曲线 0 的 切线 方向 的 法 曲率 , 0 
是 Si 在 2 点 的 法 向 量 和 83 在 2 点 的 法 向 量 所 成 的 角 . 
(Joachimastal 定理 )” 设 曲面 8 和 曲面 83 沿 一 条 正则 曲线 C 相交 ， 
交角 为 90Cp), pEC， 假 定 C 是 如 的 一 条 曲率 线 ， 证 明 : 0 是 59 的 曲 
率 线 的 充 要 条 件 是 0Cp) 为 常数 . 
证 明 : 环 面 上 的 子午 线 是 曲率 线 . 
证 明 : 若 曲 面 8 的 平均 曲率 五 三 0， 且 有 8 无 平 点 ， 则 Gauss 映照 N: 8 
一 8 有 下 面 的 性 质 : 
ANsCw1), ON pC1W9)) = — ECP) 0, wa) 
对 所 有 的 pE 和 所 有 的 wi, wa€ Tp(S) 成 立 。 并 由 上 面 的 条 件 证 明 ， 
在 S 上 任意 两 条 曲线 的 交角 等 于 它们 的 球面 像 的 交角 ， 最 多 差 一 个 符 
号 . 
设 加 ;…*; hm 分 别 是 2 点 的 沿 与 主 方向 成 角 0，32%m/%，…, 3m 一 1)m 
/m 的 方向 的 法 曲率 ， 证 明 : 
如 十 … 十 人 一 7 万 . 
其 中 互 是 在 2 点 的 平均 曲率 . 
设 0cB8 是 5 中 的 一 条 正则 曲线 , DEC，a(s) 是 O 在 2 近 旁 的 参数 避 
示 ,$ 为 弧 长 , 且 4C0) 一 p， 共 对 是 Za(0S) 的 一 组 标准 正 交 的 正 基 ， 且 
t= (0), 0Oc8 在 ?点 的 测 地 搅 率 ro 定义 为 


(A (0》， ny. 


证 明 : 
8. Vj 二 (太一 py)cosg sing, 其 中 四 是 从 时 到 上 二 的 角 . 
b. 车 7 是 0 的 找 率 , % 是 0 的 主 法 向 量 , C0509=《N, 7), 则 


和 3-3 ”局 部 坐标 中 的 Gauss 映 照 [151] 
6. S 的 曲率 线 可 以 由 测 地 挠 率 为 零 这 一 性 质 刻 划 . 

“20. (Dupin 定理 ) 在 Rs 的 一 个 开 集 DU 中 的 三 族 曲面 称 为 三 重 正 交 系 ， 
如 果 过 0 中 的 每 一 点 p ED 都 有 各 族 中 唯一 的 曲面 经 过 ， 且 它们 是 两 
两 正 交 的 。 利 用 习题 19 的 0 证明 Dupin 定理 : 三 重 正 交 系 中 的 曲面 
彼此 相交 于 曲率 线 . 


$ 3-3 局 部 坐标 中 的 Gauss 映照 


在 前 一 节 中 ， 我 们 引进 了 与 Gauss 映照 的 局 部 性 质 有 关 的 一 
些 慨 念 . 为 强调 它们 的 几何 意义 , 在 定义 中 没有 利用 局 部 坐标 , 一 
些 简 单 的 例子 都 是 由 定义 来 直接 计算 的 ; 然而 , 在 处 理 一 般 情形 时 
这 样 做 是 不 方便 的 ， 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 得 到 第 二 基本 形式 和 
Gauss 映照 的 微分 在 坐标 系 中 的 表示 式 .， 这 将 给 出 为 计算 具体 例 
子 的 系统 方法 .此 外 ， 为 对 上 面 所 引进 的 概念 作 更 详尽 研究 ， 所 得 
到 的 一 般 表 示 式 也 是 不 可 缺少 的 . 

在 这 一 节 中 , 假设 3 的 所 有 的 参数 表示 下 ,UCR?>S 都 与 
的 定向 六 相 容 ， 即 ,在 互 (中 ， 


7- 了 对 。 八 于 ， 
| 和, 人 3,| 


设 环 (w, 是 曲面 5 在 PES 近 旁 的 一 个 参数 表示 ，a( 介 一 
玉 (u(t), 9( 引 ) 是 S 上 的 参数 曲线 , 且 w(0) =2. 为 简化 记号 , 约定 
下 面 出 现 的 所 有 的 函数 表示 它们 在 2 点 的 值 . 
wa 人 在 2 点 的 切 向 量 是 of= 瑟 ll 十 各 以 及 
dN(o)=N’'(w), 90)) = Na No 
因为 放 。 和 入, 是 了 ,CS) 中 的 向 量 , 所 以 ,它们 可 以 表示 为 
Nu— W114 Tut (yo, (1) 
No=—@1s uss Ko, 


daN Co") m= (ca 十 cda0 夸 ， 十 《asaiw/' 十 Caa0 7) Xo 


"(2 0) 
v Ca1 Haag/ \V 


因此 ， 
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这 就 玫 明 ,在 基 { 卫 ,节省 中 ,4d 是 由 矩阵 (和 j 一 1，2 给 
出 的 ， 注 意 ， 这 个 矩阵 未 必 是 对 称 的 ， 除 非 { 们 。 子 导 是 一 组 标准 


” 正 交 基 . 


另 一 方面 , 在 基 { 节 ,了 邓 ,} 中 , 第 二 基本 形式 的 表示 式 为 
Tlo y= — aN), oY =— Na +t Nv, Ft RY 
ew +2 fu 十 go 
其 中 ,因为 《N, XW 一 <N, > 一 0， 
6 一 一 人 No Fw = AN, Kuwy, 
f=—<N,, Xo=KN, Xw>— <N, T=— — Ns, Lo, 
g=—<N,, R= <N, oy. 
借助 系数 了 ,9 我 们 来 求 sy 的 值 ， 由 方程 (1), 得 到 
—f=<N,, Fo =auF tanG, 
—f=N,, Aw =aB + eoF, 
—e=<Ny, X=0uB+aab, 
—g9= No, Fo = 012F + G2g0, 
其 中 召 , 了 ， 和 G 是 第 一 基本 形式 在 基 {Xw 和 of 中 的 系数 ( 参 
看 $ 2-5)， 关 系 (2) 可 以 表示 为 矩阵 形式 . 


é f Gd Wal EF 
-(, 7 )=( "|( 9 (9) 


(2 全 )--( 7 加 FEF\! 
CH3 a3 可 ‘fF 9 (x 9 
其 中 ( ) 收 表示 给 阵 () 的 逆 , 容 易 验证 ， 


BB 了 1 G -PF 
FF G EG—F? 人 一 不 EP 


由 此 就 得 到 在 基 { 肝 u, 芋 小 中 G 的 系数 窍 阵 (6s) 的 表示 式 ， 


(2) 


因此 ， 


G F—fG 
on- > oo 条 2 ’ 
_eF—fE fFf—o8 


MT GF: 2 FGF 
最 后 指出 , 关系 式 (1) 连同 上 列 值 就 是 所 谓 的 Weingarten 方程 ， 


和 33 局 部 业 标 中 的 Gauss 映 乃 L153] 
由 方程 (3) 立即 得 到 
—f2 | 
KkK=det (@y) 一 -和 (4) 


坝 计 算 平 均 偶 率 ， 因为 一 思 ， 一 加 是 Gw 的 特征 值 ， 所 以 ， 对 某 些 
coS)， v0, hi 和 Bs 满足 方程 
ON(v) = —hy = — kl, 
其 中 工 是 恒 同 映照 ， 这 就 得 到 线性 映照 GN 十 好 是 不 可 道 的 ， 因 
此 , 其 行列 式 为 零 ， 所以， 
at( tia )-° 
OQ21 waa 十 记 
或 b+ h(t G2) 十 adiCoa 一 Gilia 一 0 
因为 及 和 是 上 面 的 二 次 方程 的 根 ,所 以 


有 = 子 (kit hg) 一 一 子 (@11 + 22) 


_1 eG—2fF+gE 
2 EG (5) 
因此 ， 
FP—2HE+K=0, 
所 以 ， 


1 一 五 土 \/ HkK. (6) 
由 这 个 关系 式 得 到 , 车 选 hi(g) 之 ragq), 9ES， 则 函数 五 : 和 
尺 ,在 S 上 是 连续 的 ， 并 且 , hh 和 Bs 在 S 上 是 可 微 的 ,也 许 要 除 
去 的 脐 点 (H?= 玉 ). 
在 这 一 章 的 计算 中 , 将 采取 下 面 的 简短 的 记号 ， 
| WN, WY= (, V, W), uv, WE RE. 
右 端 表示 一 个 8x3 矩阵 的 行列 式 , 这 个 矩阵 的 列 (或 行 ) 是 向 量 久 
v, 2 在 R? 的 规范 基 中 的 坐标 ， 
例 1 计算 环 面 上 的 点 的 Gauss 曲率 , 设 给 定 环 面 的 参数 表示 
(参看 2-5 节 的 例 6) 
Ou, VW)= 0+r e080s tv, (G+r oo8wsiny, 7sinw). 
0<u<2n, 0<v<2m. 
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为 计算 e, fg, 需要 知道 六 (于 是 要 计算 全 。， 0) Fou, uv, 

和 并 oo: 

Fu= (~—r ginveosv, —rSsinusiny, ”608w), 

,=(—(g+r osusinv, (g++roogw) oosv, 0), 

w= (—7 OguUC08Y, — TCOBUSIN VY, — Sinv), 

w= (rsinusiny, —r sinweoswv, 0), 

w= (~— (gtreogu ogy, — (gt+r cosw)sinw, 0). 
由 这 些 得 到 

B=《X,, RO—7, 下 一 人 Xo —0, 
G= XT,, T= (G+ re0g) 

又 因为 ] 了 ,人 Xo 一 ~V EG 一 访 , e《N, XXw》, 所 以 ， 
ec ,人 八 ， Xe) = Ro, KR) _ ra nos 一 


[王八 了 | ， VBEG—F (G+ 008w) 
类 位 地 计算 得 到 
__ (Fu, Xo, Fw) _ 
f Tg+r eoswu) 0, 
一 〈 吕 ， 尽 w ww) 一 
9 一 cosu (g++r Cosw). 


最 后 , 由 KK= (eg 一 引 /(8G 一 下 ) 得 到 
COSu 
(w+r COU) * 


根据 这 个 表示 式 ， 沿 纬 线 v= 等 和 us- 千 的 玖 -Qi 所 以 ,这 


些 纬 线 上 的 点 是 抛物 点 ， 在 由 棕 <uw< :给 定 的 区 域 中 , 及 是 负 
的 (注意 7>0 和 a>>); 所以, 在 这 个 区 域 中 的 点 是 双 曲 点 ， 在 由 
0<u< 冬 或 疆 <u<2m 所 给 定 的 区 域 中 , Gauss 曲率 是 正 的 ， 所 


以 ,在 这 个 区 域 中 的 点 是 椭圆 点 (图 8-15). 

作为 第 二 基本 形式 的 坐标 表示 的 一 个 应 用 ， 我 们 将 证 明 一 个 
命题 ， 它 给 出 曲面 上 在 椭圆 点 或 双 曲 点 邻近 的 点 相对 于 这 一 点 的 
切 平 面 的 位 置 关系 . 例如 , 察看 例 工 中 环 面 上 的 椭圆 点 , 我 们 发 现 ， 


§ 3-3 局 部 坐标 中 的 dauss 映照 L185] 


3-15 


曲面 位 于 该 点 的 切 平面 的 一 侧 ( 图 8~15)， 另 一 方面 , 车 p 是 环 面 
了 的 一 个 双 曲 点 ,CT 是 jp 的 任 一 邻 域 , 则 六 中 必 有 在 Ze(S) 的 
两 侧 的 点 , 无 论 六 是 如 何 的 小 ， 这 个 例子 反映 出 曲面 的 一 个 一 般 
的 局 部 性 质 , 现 找 述 为 下 列 命 题 . 

命题 1 若 pES 是 8 的 一 个 椭圆 点 ， 则 存在 p 在 人 S 中 的 领 
域 了 ， 使 屎 中 所 有 的 点 都 在 切 平 面 To03) 的 同人 出， 车 2ES 是 有 
的 一 个 双 曲 点 ， 则 jp 在 态 的 每 一 个 令 域 都 有 在 了,(5) 异 侧 的 点 ， 

证 明 设 互 (ww %) 是 S 在 p 附 近 的 一 个 参数 吉 示 ， 且 于 (0， 
0) 一 p。 从 点 9 一 于 (ww 切 到 切 平面 Ts(5) 的 距离 (图 8-16) 

d=《X¥(w, 9) ~ 于 (0, 0), Np)>. 


图 ”3-16 
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因为 全 (vw, ?) 是 可 微 的 , 故 有 Taylor 公式 ， 
于 QW V9) 二 全 (0, 0) 二 及 ww 二 民 69 
十 于 Cunae 上 23wwo 十 下 wo 十 尼 
其 中 各 导数 在 (0, 0) 取 值 , 余 项 豆 满 足 条 件 
. 五 
a 古寺 0- 
由 此 得 到 
d= 《Zu, 切 一 至 (0 0), Np)> 


= {CFo, NPY +2CKw, N (PY 
十 《于 ww, 和 NCD > 十 BB 
= 地 (Qt2 fuvt go +BR 
一 太 IL,G) +R 
其 中 性 w+Xww, R= N (p>, 且 lim(R/|w|’) -0. 


对 椭圆 点 D,，Iio(O) 符 号 不 变 ， 所 以 , 对 所 有 的 充分 接近 于 9 
点 的 (w, ,8 与 TI,(w) 有 相同 的 符号 ; 即 ， 所 有 这 样 的 Co 由 都 


在 了 ,(S) 的 同 侧 . 


对 双 曲 点 2p, 在 2 点 的 等 一 邻 域 ， 都 存在 点 4 人 和 人 心 ， 幼 使 


Is(ev|w|) 和 II, Cw/|w|) 有 相反 的 符号 (这 里 WwW= Xu 0); 


它们 在 To(5) 的 异 侧 . 证 毕 ， 


在 抛物 点 和 平 点 的 附近 没有 如 命题 所 说 的 性 质 、 在 $3-1 
的 例 3 和 例 6 中 的 抛物 点 和 平 点 , 曲面 处 在 切 平面 的 一 人 向, 且 可 以 
与 切 平面 有 一 公共 线 ， 在 下 面 的 例 中 ,我们 将 指出 一 种 可 能 出 现 


的 完全 不 局 的 情况 ， 
例 2 “ 猴 贰 面 ”( 图 3-17) 
w=uU, 4 一 % 2 一 外 一 32024 
直接 计算 得 到 第 二 基本 形式 的 系数 在 (0， 0) 的 值 为 
6 一 了 一 9 一 0; 


4 3-8 局 部 坐标 中 的 Gauss 映照 [1571 


| 
图 3-17 3-18 
所 以 , (0，0) 是 平 点 、 然 而 , 在 这 一 点 的 任 一 邻 域 都 有 在 切 平面 两 
便 的 点 ， 
例 3 考虑 由 曲线 


z 一 内， 一 1<2 一 1 
绕 直 线 z=1 旋转 得 到 的 曲面 ( 见 图 3-18). 经 简单 的 计算 表明 , 由 
原点 0 旋转 生成 的 点 都 是 抛物 点 .我 们 将 路 去 这 个 计算 , 因为 , 在 
例 4 中 将 直接 证 明 旋 转 上 曲面 的 纬 噩 和 经 线 都 是 曲率 线 ;， 由 这 个 事 
实 , 以 及 , 对 问题 中 所 说 的 点 ， 经 线 ( 形 如 Y=? 的 曲线 ) 的 曲率 为 
零 ,而 纬 贺 是 法 截 线 , 这 样 就 得 到 上 面 的 结论 . 

注意 ， 在 这 样 的 抛物 点 的 任何 邻 域 都 有 在 切 平 而 异 侧 药 点 ， 

第 二 基本 形式 在 局 部 坐标 中 的 表示 ， 对 渐 近 方向 各 主 方向 的 
研究 是 特别 有 用 的 . 先 看 渐 近 方向 ， 

设 卫 (wv) 是 曲面 S 在 pES 附 近 的 一 个 参数 表示 , 县 五 40,0) 
一 p,， 并 设 eGw 0) =e, fw 0) = 了 和 glw, 9) 一 g 是 第 二 基本 形式 
在 这 个 参数 表示 中 的 系数 . 

我 们 回忆 一 下 ( 见 $ 8-2 定义 歇 , 在 及 的 坐标 邻 域 中 ,一 条 
连通 的 正则 上 曲线 O 为 浙 近 线 的 充 要 条 件 是 对 O 的 任何 参数 表示 
a( 们 一 至 (4( 介 ,02( 旭 ), 1ET, 均 有 IT(o (四 ) 一 0 对 一 切 tEI 成立 
( 见 § 8-2 的 定义 9), 即 , 必须 且 只 须 
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ev) +t2fuvv +g) =0, 1ET. (7) 

因 北 , 方程 (7) 称 为 淅 近 线 的 微分 方程 .在 下 一 节 中 ,我 们 将 对 这 

一 表示 式 给 出 进一步 的 说 明 . 现在 , 我 们 仅 需 从 方程 C7) 作出 下 面 

的 有 用 的 结论 , 在 双 曲 点 (eg 一 户 <0) 的 一 个 邻 域 ， 一 个 参数 表示 

的 坐标 曲线 是 渐 近 线 的 充 要 条 件 是 e= 一 9 一 0. 

事实 上 , 车 曲线 w= 常数 ,v 一 v2( 尹 和 曲线 入 一 w( 人 六, 4 一 常数 都 
锁 足 方程 (7), 则 有 ee=yg 一 0， 反 之 ， 车 上 条 件 成 立 和 了 0， 方程 
(7) 变 成 fwv'=0, 显然 , 坐标 曲线 满足 这 一 方程 . 

现在 考虑 主 方向 , 并 沿用 前 面 已 经 建立 的 记号 ， 

在 及 的 坐标 邻 域 中 的 连通 正则 曲线 C 是 曲率 线 的 充 要 条 件 
是 对 0 的 任何 参数 表示 a = 及 Cw( 引 ,90( 们 ), ETI, 均 有 ( 参 郧 
8 3-2 命题 3) 

aN (ao 办) =D OD. 

由 此 得 到 函数 (如 , 2'( 妨 满足 方程 组 
te 
Nt 

”由 上 列 方程 组 中 消去 入 就 得 到 由 率 线 的 微分 方程 

(f EB—eF) (Ww) + (gh —e wv + (gF—f9) (2) =0, 
并 可 以 将 它 写成 如 下 的 比较 对 称 的 形式 
(vw) 一 WO (2 
轧 F G 
e f g 

利用 主 方向 是 互相 正 交 的 这 一 事实 ， 从 方程 (8) 容易 得 到 , 在 
一 个 不 含有 脐 点 的 邻 域 中 ， 一 个 参数 表示 的 坐标 曲线 是 曲率 线 的 
充分 必要 条 件 是 F=f 了 =0. 

例 双 (旋转 面 ) 考虑 参数 表示 为 

Xu, 加 一 (po)oogt pv)siny, 由 (2))， 
0<u<2rm, a<v<b, glo) #0 


-0. (8) 
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的 旋转 面 ( 见 $ 2-3 的 例 4, 这 里 分 别 用 p 和 出 代 玖 了 和 9). 
第 一 基本 形式 的 系数 为 
EH=p’, F=0, G 一 (po0)3 十 (加 )2. 
为 方便 起 见 , 假设 旋转 的 曲线 以 弧 长 为 参数 , 即 
(p+ =G=1, 

直接 计算 得 到 第 二 基本 形式 的 系数 

_ (Zu, RK», KR) 

VB- 

一 DBinu pO —psV 


-gr posu painv —gpsinv 
0 yy 0 
=—gp, 
f=0, 9 一 水 P 一 由 9/ 
因为 =f 一 0, 所 以 , 旋转 面 上 的 纬 线 (v 一 常数 ) 和 经 线 (w 一 
常数 ) 都 是 曲面 的 赐 率 线 ( 俩 8 中 所 用 的 结论 ) . 
因为 


hl AC 2 


和 9 是 恒 正 的 ， 这 就 得 到 些 上 的 点 是 拖 物 点 的 条 作为 上 一 0( 母 线 
的 切线 垂直 于 旋转 轴 ) 或 pg'' 一 上 pg"” 一 0( 母 线 的 曲率 为 零 ), 同时 
满足 上 述 条 件 的 点 是 平 点 ,因为 由 这 些 条 件 就 能 推出 se=f 一 9 一 0. 

为 方便 起 见 , 将 Gauss 曲率 写成 另 一 种 形式 、 对 (7 十 (7 
一 1 作 微 分 就 得 到 


gp'gp" 一 —', 
所 以 ， 
下 一 一 be 1 py" » _ Me 一 一 卫 


9 

(9) 

对 旋转 面 , 方程 (9) 是 Gauss 曲率 的 有 用 的 简便 的 表示 式 . 例如 ， 
它 可 以 用 来 决定 常数 dauss 曲率 的 旋转 面 (参看 习题 7). 

为 计算 其 主 曲 率 , 我 们 首先 指出 下 面 的 一 般 性 的 结论 ; 若 正则 
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面 曲 面 的 一 个 参数 表示 使 五 = 了 一 0， 则 其 主 曲率 为 6/ 且 和 g/G. 
事实 上 , 在 这 种 情形 , 其 Gauss 曲率 和 平均 曲率 分 别 为 


一 _ 2 _1 eG—gh ， 
EK- Bg: LH-3—ae 


(参看 方程 (4 和 (5))， 因 为 下 是 主 曲 率 的 乘积 ,2 也 是 主 曲 率 的 
利 , 由 此 立即 得 到 我 们 的 结论 . 
于 是 ,旋转 曲面 的 主 曲率 为 
G 由 -由 


五 0 2 “ 
= wp 
因此 , 这 种 曲面 的 平均 曲率 是 
-tp) (11) 


0 

例 和 名 曲面 经 常 被 给 作为 一 个 可 微 函 数 

2=h(w, y) 
的 图 (参看 8 2-2, 命题 1 ), 这 里 (w, 四 属于 R? 的 一 个 开 集 U.、 这 
时 , 手边 能 有 有 关 概 念 的 一 些 公 式 是 较 方便 的 , 为 得 到 这 些 公式 ， 
先 将 曲面 用 参数 表示 为 
Fu, v2) = , oj 0)), (vu, WEI 
其 中 以 ~w, ny， 经 简单 的 计算 得 到 
人 us 一 人 1， 0, he), Fo= (0, 1, b,), 

w= (0, 0, huw), Tw= C0, 0, hw), Lon= (0, 0, hov), 

所 以 ， 


(10) 


一 (— he, 一 名， 1) 
No 0 二 
是 曲面 上 的 单位 法 向 量 场 , 并 且 , 对 这 一 定向 , 其 第 二 基本 形式 的 
系数 为 
6 一 hos 
(十 肥 十 好) /3 


fi 
(i 二 及 十 局 ) 


§ 3-3 局 部 誉 标 站 的 Gauss 怠 照 [161] 


h 
9 并 + 三 
由 上 面 的 表示 式 , 需要 的 公式 都 可 以 经 过 简单 的 计算 得 到 . 例 
如 , 从 方程 (和 和 (5) 就 得 到 Gauss 间 率 和 平均 曲率 
__ Poohw — hzy 
(十 服 十 2)27 
Ht) hoy— 2hahyhoyt (+ h3) hee 
(i 二 局 十 有 )3/3 
经 常 要 讨论 由 z=h(w, 9) 表示 的 曲面 的 另 一 个 也 许 是 更 重要 
的 理由 是 , 任何 曲面 在 局 部 都 可 以 表示 为 一 个 可 微 函数 的 图 (参看 
8 2-2, 命题 8) ， 给 定 曲 面 S 上 的 一 点 p, 我 们 总 能 选取 RR? 的 坐标 
系 使 坐标 原点 就 在 2， 且 * 轴 的 方向 就 是 曲面 的 正法 向 (这 以 , wy 
平面 与 To(S) 一 致 :、 这样 ,3 在 2 点 的 邻 域 就 能 表示 为 
2 一 jz， bo Yy) EUCR. 
其 中 , U 是 一 个 开 集 ， 思 是 一 个 可 微 函 数 (参看 5 2-2, 命题 3), 且 
h(0, 0) =p, hl0, 0) =0,h(0, 0) 一 0( 图 3-19) . 


图 919 S 的 每 _- 点 都 有 邻 域 使 之 能 表示 为 5 一 jh, 功 
在 这 一 情形 ，S 的 第 二 基本 形式 在 jp 点 对 向 量 (w, 9) ER 的 
值 为 . 
hea (0, O24 2hor (0, 0) wy + hy C0, 0)9, 
在 二 元 初等 微 积分 中 ， 上 面 的 二 次 型 就 是 熟知 的 在 (0, 0) 的 
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Hesse 函数 ， 记 以 , h 在 (0, 0) 的 Hesse 函数 就 是 在 Pp 的 第 二 基 
本 形式 ， 

应 用 上 述 考 虑 给 Dupin 标 线 一 个 儿 何 解 释 . 沿用 上 面 的 记 
号 , 并 设 8 是 一 个 小 的 正 数 , 使 得 

O~={(%, JJ) ET,(S); No y) = 8} 

是 一 条 正则 曲线 (必要 时 可 以 改变 曲面 的 定向 以 使 :0). 我 们 想 
说 明 ， 若 w 不 是 平 点 ， 则 曲线 O “近似 地 ”相似 于 S 在 wp 点 的 
Dupin 标 线 (图 38-20)， 

为 此 , 进一步 假设 % 轴 和 g 轴 的 方向 是 主 方向 , 且 % 轴 沿 最 大 
的 主 曲 率 的 方向 .于 是 ,一 hwy(0, 0) 一 0, 且 


有 (一 和 一 hae(0, 0)， 


za(D) ~ 二 ~ hwk0, 0). 
将 h(w, 幼 在 (0, 0) 作 Taylor 展开 , 并 考虑 到 加 (0, 0) =0 一 有 (0， 
0), 得 到 
hw, 9) ~ (hes(0, 0) a+2hey(0, 0) zy hy(0, 0)y) + 


二 (pit? + hay’) + 


其 中 
odo ty -0. 
于 是 , 曲线 C 由 方程 
at2 十 1a02 十 2 及 一 28 
给 出 . 
若 2 不 是 平 点 , 我 们 能 把 曲 组 
Ki? + ka? = 28 
看 作 是 C 的 一 阶 近似 , 经 相似 变换 
2 一 TV 28, y=-yv 28, 
则 hs? 二 bay” 一 28 就 变 为 曲线 
hz’ + hey? =1, 
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图 3-20 


这 就 是 在 p 点 的 Dupin 标 线 .可 兄 , 车 Pp 不 是 平 点 ， 则 平行 于 工 ， 
(5) 而 与 2 充分 接近 的 平面 与 曲面 的 交 线 在 一 阶 近似 范围 内 是 一 
条 与 2 点 的 Dapin 标 线 相似 的 曲线 ， 

车 p 是 平 点 , 上 述 解 释 未 必 成 立 (参看 习题 11). 

在 这 一 节 的 末尾 ， 借 助 于 Gauss 映照 入 : 5S->5S3， 我 们 将 给 
Gauss 上 曲率 一 个 几何 解释 ， 实 际 上 , Gauss 本 人 正 是 这 样 引进 这 个 
则 率 的 . 

为 此 , 首先 给 出 下 面 的 定义 ， | 

设 5S 和 是 两 个 定向 的 曲面 ，w: S->5 是 一 个 可 徽章 上 映照， 
并 假设 对 SS 上 的 菜 一 点 2p, dpp 是 非 奇异 的 . 0 称 为 在 2 点 是 保 
持 定向 的 , 如 果 对 Ts(4S) 中 给 定 的 一 组 正 基 Ap，waj，{ayoGon)， 
dgps 《W039)} 是 了 py) (3) 的 一 组 正 基 . 若 {1po(eon， dgs(wa)} 不 是 正 
基 , 则 p 称 为 在 Pp 点 改变 定向 ， 

注意 到 曲面 9 和 单位 球面 5 都 是 戏 入 于 Rs 中 的 , 所 以 ,8 的 
定向 六 诱导 名 的 定向 克 ， 设 PE 信使 G&Vs 非 奇异 因为， 对 
Ts(S) 的 一 组 基 {aoa， wsl 
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dNs (Ww) A dNy (wa) = det (dNy,) (wi A Ww) = Kw hts, 
所 以 , 若 开 (Do)>>0， 则 Ganss 映照 在 p 点 保持 定 疝 ; 车 KK(p) <0， 
则 Gauss 映照 在 Pp 点 改变 定向 , 其 直观 意义 如 下 (图 8-21); 了 T 了 ,CS) 
的 一 个 定向 , 对 S 上 围绕 p 点 的 小 的 闭 曲 线 , 诱导 了 一 个 定向 ; 这 
些 曲 线 在 六 下 的 像 将 与 原来 的 曲线 有 相同 或 相反 的 方向 , 这 分 别 
依赖 于 2 点 是 椭圆 点 或 双 曲 点 . 

考虑 到 这 个 事实 , 我 们 约定 , 在 一 块 包含 在 玉 关 0 的 连通 邻 域 
F 的 区 域 上 , 若 区 >>0, 则 区 域 的 面积 和 它 的 经 六 的 像 的 面积 有 相 
同 的 符号 ; 车 区 <0, 则 有 相反 的 符号 (因为 六 是 连通 的 ， 尺 在 VV 
中 不 改变 符号 ). 


图 3-21 Gauss 映照 在 椭圆 点 保持 定向 和 在 双 曲 点 改变 定向 
现在 我 们 对 及 +*0 的 情况 说 明 前 面 所 提 到 的 Gauss 曲率 的 几 
何 解释 . 
命题 2 设 p 是 曲面 8 上 的 一 点 ， 且 Gauss 曲率 尽 (p) 0， 
V 是 jp 的 一 个 连通 的 邻 域 , 且 在 其 中 到 不 改变 符号 ， 则 
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.A’ 

EK(np) =lim 二， 
其 中 4 是 玉 中 包含 p 点 的 一 个 区 域 8 的 面积 4A’ 是 B 经 Gauss 
映射 力 , SS3 的 像 的 面积 。 极限 是 对 收 伍 于 点 的 一 个 区 域 序 
列 B, 取 的 , 其 意义 是 ， 对 包含 2 点 的 任 一 个 球 ， 所 有 的 B, 必 包含 

在 这 个 球 内 , 只 要 充分 大 . 
证 明 B 的 面积 是 (参看 5 2-5) 
4-|| pp 


其 中 陡 (w, ?是 曲面 的 一 个 参数 表示 , 其 坐标 邻 域 包含 屎 (7 可 以 
假设 为 充分 小 , 是 ww 平面 上 对 应 于 BB 的 区 域 , 入 (B) 的 面积 是 


oi ECA tau aw. 


利用 方程 (及 的 定义 , 和 上 面 的 约定 , 可 以 将 4' 表示 为 
A'—|| EI XN. (12) 


取 下 面 的 极限 , 并 仍 用 吾 表 示 区 域 总 的 面积 ,得 到 
lim (17 万 ) | | KIXNX,|dudw 
iim.A4 4 _ 1 AV/BR _ R=0 六 
A A lim (1/R) |[ | Xs/N\Xol du 
ERE 


_E|Xu/N\Xol_ 
“及, 八 全 -EK 
(注意 , 这 里 已 经 应 用 了 重 积 分 的 中 信和 定理 ), 这 就 证 明了 命题 . 证 


毕 . 
注 将 这 个 命题 和 平面 曲线 O 在 2 点 的 曲率 的 表示 式 


1 = lm 工 
#30 吕 


(其 中 s 是 0 上 包含 p 点 的 一 小 自 弧 长 ，o 是 它 在 切线 标 线 中 的 
像 的 弧 长 ; 参看 81-5 的 习题 3) 作 比较 ,我 们 看 到 ， 曲 面 的 Gauss 
曲率 K 是 平面 曲线 的 曲率 轧 的 类 比 ， 
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习 题 


1. 证 明 : 在 双 曲 抛物 面 s=awy 上 的 点 (0, 0, 0)， 
EKE=—@, H=0. 
"2, 求 螺旋 面 
一 4 6082 Y=YBind, 3 一 0 

的 渐 近 线 和 曲率 线 , 并 证 明 其 平均 曲率 为 零 ， 

“3. 求 悬 链 面 
Xu, 9)= (00shveosu, cosht sinw, 2 
的 渐 近 线 . 
4. 求 曲 面 * 一 2% 的 渐 近 线 和 曲率 线 . 
5, 考虑 参数 曲面 (Bnneper 曲面 ) 


3 2 3 3 2 
TW; VD) 一 Ci 4 一 可 十 2 一 202 


证 明 : 
a、 第 一 基本 形式 的 系数 是 
B=G=(1+u+v), F=0. 
b. 第 二 基本 形式 的 系数 是 
e=2, 9 一 一 3 f=0. 


6. . 主 曲 率 是 


所 2 2 


TT TH 
a. 曲率 线 是 坐标 有 曲线， 
e， 渐 近 线 是 “十 0 一 常数 和 2 一 2 一 常数 ， 
6. 〈 五 三 一 上 的 曲面 ; 伪 球 画 ) 
“aa， 决 定 平面 曲线 C 的 方程 ， 它 的 切线 在 切 点 和 和 与 曲线 不 相交 的 某 条 
直线 7 之 间 的 线段 的 长 福 为 站 这 样 的 曲线 称 为 扣 物 线 ; 见 图 1-9). 
b. 将 克 物 线 绕 直 线 ? 旋转 得 到 的 旋转 面 称 为 伪 球 而 ( 见 图 3-33)， 在 
正则 点 的 邻 域 给 曲面 一 个 参数 表示 . 
6 ， 证 明 : 伪 球 面 上 任 一 正则 点 的 Gauss 曲率 都 是 一 1. 
7.《 常 曲率 的 旋转 苏 ). 设 
(pv)cosu, pI sinu, yOV)) 
是 具有 常数 Glauss 曲率 K 的 旋转 面 . 为 决定 函数 和 峭 设 参数 "使 
(272 十 (出 ?2 一 区 其 几何 意义 是 , b 是 母线 (pLv), 出 (v)) 的 弧 长 ). 证 明 : 


#3-3 局 部 坐标 中 的 Gauss 映照 [167] 


c>1 


图 3-22 伪 球 面 3-23 


a. 9 满足 gl 十 互 p 一 0 由 由 由 | VIC dv 给 出 ;所 以 ,0<u< 


2m, v 的 区 域 使 上 面 的 积分 有 意义 . 
b. 与 x0gy 平面 重 直 相交 、 且 具 常 数 曲 率 =1 的 所 有 旋转 面 由 下 式 给 
出 ; 
DP( 轨 一 Coogu 水 (57) =|. VI 一 05sinzw du， 
其 由 0 是 常数 (0==g(0))。 试 决定 bo 的 区 域 , 并 分 别 对 C=1, CO> 寺 和 
C<1 的 情况 ( 见 图 3-23) 作 出 曲面 的 剖面 草图 .。 注意 ,C=1 给 出 一 球 
面 


e. 其 有 常数 曲率 区 = 一 1 的 所 有 的 旋转 面 必 为 下 列 类 型 之 一 
1. gv)=0 cosh v, 


00) = | " VIOamnh wy do, 
2. w=0 ginho, 

wo) =| V Ir av. 
3. gp(v)=e", 

vo) = VT dy, 


决定 % 的 区域 , 并 作出 曲面 在 xs 平面 的 剖面 的 草图 . 
4. 在 C 中 类 型 3 的 曲面 是 习题 6 的 伪 球 面 . 
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e. 下 二 0 的 旋转 面 必 为 正 圆柱 面 , 正 圆锥 面 或 平面 . 
8. (曲面 的 >2 的 阶 接触 ) 设 曲 面 § 和 3 具有 公共 点 p, 车 仿 和 5 分 别 
有 在 p 点 附近 的 参数 表示 和 和 ,使 
入, 一 际 。， 叉 ,一 靶 ,， 
Fuu— Ru Ks—=Ru, Xo = Tu,. 
在 2 点 成 立 , 则 称 3 和 5 在 2 点 有 >>2 阶 的 接触 。 证明: 
"a, 设 8 和 在 2 点 有 >>2 阶 的 接触 ;各 :IC 一 8 入. 事 -> 避 分 别 是 吕 
和 仿 在 附近 的 任 一 参数 表示 ;天 VCR 一 R 是 Ra 中 p 点 的 邻 域 
7 上 的 可 微 函 数 . 则 Fo 总 -只 的 <3 阶 的 偏 导数 在 对 +4Cp) 全 为 
零 的 充 要 条 件 是 foX: 0 一 R 的 <2 阶 的 仿 导 数 在 了 +4Cp) 全 为 零 . 
*b. 没 S 和 入 在 Pp 点 有 之 2 阶 的 接触 ， z= 了 lz, Y) 和 8= 了 Cw, 妨 分 别 
是 5S 和 8 在 p 点 一 邻 域 中 的 方程 ,这 里 zy 平面 是 二 曲面 在 点 Pp 二 
(0, 0) 的 公 切 面 。 则 函数 f(z%, 2 一 了 (zw, 奶 在 (0, 0) 点 的 所 2 阶 的 
ec,， 设 汪 是 曲面 3SCRs 上 的 一 点 ,Oo 是 有 Rs 的 一 个 笛 卡 儿 举 标 系 ， 使 
0 二 =p 和 平面 是 8 在 p 点 的 切 平 面 .证 明 : 由 8 一 /mm, 仍 在 p= 
(0, 0) 的 Taylor 展 式 中 略 去 三 阶 和 高 阶 项 得 到 的 抛物 面 


so fest Dy fev ty fw) (9) 


迹 p 点 与 S 有 之 2 阶 的 接触 曲面 (*) 称 为 如 在 呈 点 的 密切 抛物 
面 )， 
刀 . 于 一 抛物 面 (包括 平面 和 抛物 柱 面 这 样 退化 的 情形 ) 和 曲面 5S 在 %p 
点 有 >2 阶 的 接触 , 则 此 抛物 面 就 是 5 在 2 点 的 密切 抛物 面 ， 
e。. 车 曲面 S 和 8S 在 p 点 有 之 2 阶 的 接触 , 则 它们 在 p 点 有 相同 的 密 
切 抛 物 夯 。 并 证 明 , 在 p 点 有 相等 的 Gauss 上 曲率 和 平均 曲率 . 
f. 证 明 : 有 >>2 阶 接触 的 性 质 经 Rs 的 微分 同 用 不 变 ; 即 ， 若 驴 和 驴 
在 p 点 有 >2 阶 接触 ，p: RI>R? 是 一 个 微分 局 肥 ， 则 wp(3 7) 和 


92(8) 在 (2) 有 之 2 阶 接 触 . 
g. 车 S 和 仿 在 p 点 有 之 3 阶 接触 , 则 
lim -=0, 


ra0 9 


其 中 @4 是 垂直 于 To(8)7 一 7o(5) 的 直线 被 二 曲面 所 割 的 线 芭 的 长 ， 
是 从 2 到 这 条 直线 的 距离 
9. 《曲线 的 接触 ) 定义 在 Rs 中 具有 公共 点 ?的 正则 曲线 在 p 点 有 > 
(是 >1 的 整数 ) 阶 的 接触 ,并 证 明 ; : 


10. 


11. 


12. 


13. 


83-3 ”局 部 坐标 中 的 Gauss 映照 [ee 


a. 之 阶 接触 的 性 质 经 微分 同 胚 不 变 . 
b， 两 条 曲线 在 p 点 有 之 1 阶 接触 的 充分 必要 条 件 是 它们 在 Pp 点 相 切 ， 
(曲线 和 曲面 的 接触 ) 设 曲线 0 和 曲面 8 有 公 兴 点 bp， 如 果 存 在 咏 上 的 
过 p 点 的 曲线 0, 使 0 和 可 在 p 点 有 >% 阶 接触 (% 为 >1 的 整数 ), 则 
曲线 0 和 曲面 8 称 为 在 p9 点 有 之 阶 接触 ,证 明 ; 

a. 车 Fe y, 2)=0 是 8 在 Pp 点 的 邻 域 的 一 个 表示 ， aC 人 =(《z(0)， 
y(t), s(t)) 是 曲线 0 在 点 附近 的 一 个 参数 表示 , 且 <(0) 一 2 则 C 
与 妨 在 p 点 有 >% 阶 切 触 的 充 要 条 件 是 

flzC0), y(0), #0)) =0, -4 一 0 …， SE =0 


这 里 的 导数 是 指 在 ;=0 的 值 . 
b. 车 一 平面 与 曲线 C0 在 交点 有 之 2 阶 的 接触 , 则 此 平面 必 为 0 在 p 点 
的 密切 平面 . 
e. 若 一 球面 与 曲线 C 在 六 点 有 之 3 阶 接触 ,a(s) 是 曲线 的 一 个 参数 表 
示 ,s 为 强 长 , 且 aC0) =p, 则 此 球面 的 中 心 为 
al(0)+ 斌 n 十 让 o. 
这 样 的 球面 称 为 曲线 C 在 p 起 的 密切 球面 , 
考虑 例 3 中 的 猴 鞍 面 . 用 8 3-3 的 定义 作出 它 在 2 一 (人 0， 0, 0) 的 Dupin 
标 线 ， 并 将 这 个 标 线 与 平行 于 Ze(S) 且 与 2 接近 的 平面 和 今 的 交 线 作 
比较 .为 何 它们 不 是 “近似 的 相似 ”参看 § 3-3 的 例 5)9 捐 出 在 8 3-3 例 
5 的 证 明 中 何 处 不 能 成 立 . 
考虑 参数 曲面 


XC, 四 一 (sinweost sin w sinu，cos&% 十 log tan +9)), 
其 中 9p 是 一 个 可 微 函 数 。 证 明 ; 


a， 曲 线 "一 常数 包含 在 通过 * 轴 且 与 曲面 交 成 定 角 9 的 平面 上 ,6 决 
定 于 


2 


Ud 


0TH 


并 说 明 曲 线 "= 常数 是 曲面 的 曲率 线 ， 
bp. 曲线 v= 常 数 在 切 点 和 * 轴 之 间 的 切线 段 长 恒 为 卫 并 说 明 曲 线 "= 
常数 是 上 息 物 线 ( 见 习题 人 ). 
设 PF Re->Rs 是 一 个 相似 映照 它 定义 为 
F(p)=0%, p€ BR, 
0 为 正 的 常数 ，8c Rs 是 正则 曲面 ,C58) 一 S， 证 明 六 是 正则 曲面, 并 
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找 出 5 的 Gaunss 曲率 互 和 平均 曲率 豆 与 忍 的 Gauss 曲率 下 和 平均 
曲率 互 之 间 的 关系 式 . 
区 .考虑 由 曲线 
y=0, —i<w»<1 
席 直 线 %=1 旋转 所 得 的 曲面 。 证 明 : 出 原点 (0, 0) 旋 转 得 到 的 点 都 是 
在 面 的 平 点 . 
”15. 给 出 曲面 的 一 个 例子 , 它 有 一 个 孤立 的 抛物 点 2《 即 ,在 jp 点 的 菜 一 邻 域 
中 不 包含 其 它 的 抛物 点 ). 
“16. 证 明 ; 在 紧 致 的 ( 即 ， 在 Rs 中 是 有 界 的 和 闭 的 ) 曲面 必 有 一 个 椭圆 点 . 
17. 对 不 可 定向 的 曲面 定义 Gauss 曲率 .能 对 不 可 定向 曲面 定义 平均 曲率 
Ly 
18. 证 明 : 图 8-1 的 M5bins 带 能 用 参数 表示 为 


XW, 人 一 ((2—usin 细 ) Sin w, (2—vsin 儿 ) COS W, VCOS #) 
其 Gauss 曲率 是 


KK=— 1 1 2 。 
他 oa 二 (3 一 osin Co 
*19， 求 单 叶 双 曲 面 
2 二 一 站 二 1 
的 淘 近 线 ， 
*20， 决 定 精 球面 ， 
ZT 2 
z 页 二 条 + 人 = 
的 脐 点 . 


*21. 设 吕 是 具有 定向 N 的 曲面 . 有 了 c8 是 5 中 的 开 集 , f, 了 了 CS->3R 是 了 
上 的 可 微 函 数 , 是 恒 不 为 等 ， 所 和 人 妇 是 了 上 的 两 个 可 微 的 切 向 量 场 ， 
使 在 了 的 每 一 点 2 也 与 ua 重 直 且 性 人 w 一 全. 
a. 证 明 :了 的 Gauss 曲率 五 为 
五 一 《dC(fN) (vn) Aa fFN) (Cvs), 7 
fF “ 


这 个 公式 的 优点 在 于 , 由 对 了 的 巧妙 的 选择 ,常常 可 以 简化 的 计 
算 , 见 b. 
b， 利用 上 面 的 结果 证 明 , 若 了 是 
7 
y 到 + 和 + 


在 实 球 画 . 


22. 


23. 


和 3-3 局 部 坐标 中 的 dauss 陕 央 5 


上 的 限制 , 则 酉 球面 的 Gauss 曲率 是 
1 1 
a "Fe 
《Hesse 函数 ) 设 h5>R 是 如 上 的 一 个 可 微 函 数 , pe 8 是 的 临界 
点 ( 即 Ahs==0), 设 we ToC8)， 


G.(—8,8)—>8 
是 一 条 参数 曲线 , 且 a(0) 一 2, a"(0) 一 w， 命 
Hw = 


&. 设 z.0->S 是 5 在 p 过 这 的 一 个 参数 突 示 ,证 明 (这 量 PD 为 的 临 
界 点 是 实质 性 的 条 件 ): 
Hogh(w nt vr) =h (pW) HIRD + hep C0) 
并 推断 互 mm. T,(5) 一 R 是 To(S) 土 确 有 定义 的 二 次 形式 ( 即 , 它 不 
依赖 于 a 的 选择 )， 且 ph 称 为 在 p 点 的 Hesse 郑 数 ， 
b. 设 有 58>R 是 5 相对 于 ToC5) 的 高 度 函 数 ; 即 
hl(g)=(q—p, NC(p)), g€ 8. 
验证 p 是 的 临界 点 , 于是, Hesse 函数 互 史 有 意义 .证明 : 若 岂 E 
ToS), |w|=1, 则 
五 oh(w) 一 曲面 在 jp 点 沿 忆 方向 的 法 曲率 . 
由 此 推出 , 相对 于 ze(9) 的 高 度 函 数 在 2 点 的 Hesse 函数 是 妨 在 2 
点 的 第 二 基本 形式 . 


《曲面 上 的 Morse 函数 ) 可 微 函 数 及 5->R 的 临界 点 BE 全称 为 非 退 


化 的 , 如 果 与 二 次 形式 吾 oh( 指 有 在 p 的 了 esse 函数 ,参看 习题 22) 相 对 

应 的 自 伴随 线性 映照 (参看 第 三 章 的 附录 ) 4ph 是 非 奇 异 的 ， 和 否则 就 称 

为 退化 的 .5 上 的 一 个 可 微 函 数 称 为 Morse 函数 , 如 果 它 的 所 有 的 临界 

点 都 是 非 退 化 的 . 设 h: SCR3>R 是 对 一 点 了 的 距离 锯 数 , 即 

he(g)= vy CQ 一 9 一 他 dES,rE Rs, 4 华人， 

a. 证 明 : 点 pE 人 5 是 及 的 临界 点 必须 且 只 须 直线 pr 是 8 在 p 点 的 法 
线 . 

b. 设 p 是 hb: SR 的 临界 点 ,meE T,《8), |w|==1, a: (一 5 6) 一 5 是 
一 条 以 弧 长 为 参数 的 参数 曲线 ， a aC0) 二 p; a'《0) =w, 证 明 : 


H ohr (W) = 志 -5 
其 中 加 是 在 jp 点 沿 w 方 向 的 法 曲 康 ， 并 推断 车 {ei, 如 是 pC(5) 的 


— kn; 


az2 


第 三 章 ”Gausy 映照 的 儿 何 学 


标准 正 交 基 , 且 e 和 es 是 在 2 点 的 主 方向 , 则 自 伴随 线性 映照 4 
在 这 组 基 中 的 表示 是 对 角 化 的 ; 进一步 ，2 为 各 的 退化 临界 点 的 死 
要 条 件 是 加 (wp) 二 1/ 肌 或 加 (Pp) 一 1/%a, 这 里 及 和 加 是 在 bp 点 的 主 
曲率 . 


: 证明; 集合 


石 二 {7 € R3, hh 是 Morse 函数 } 
是 R? 中 的 开 的 和 釉 密 的 点 集 ， 笛 密 的 意思 是 : 在 R? 中 给 定 任 一 点 
的 每 一 个 邻 域 都 有 B 中 的 点 存在 (这 就 证 明了 在 任 一 正则 曲面 上 有 
“许多 ”Morse 函数 )， 


24*. 《局 部 凸 性 和 曲率 ) 曲面 SC Rs 称 为 在 点 PES 是 局 部 凸 的 ， 如 果 存 


在 p 的 一 个 邻 域 YC5, 使 V 包 含 在 由 Tp8) 决 定 的 Rs 的 一 个 闭 的 半 
空间 之 内 .进一步 ,着 了 与 了 pCS) 只 有 一 个 公共 点 , 则 全称 为 在 p 点 是 
严格 局 部 加 的 . , 

a. 证 明 : 若 8 在 p 点 的 主 曲率 非 零 且 具有 相同 的 符号 ( 即 ，Gauss 曲 


率 有 (Pp)>> 人 00, 则 5 在 p 点 是 严格 局 部 凸 的 . 


Pb. 证 明 : 若 8 在 ?点 是 局 部 凸 的 , 则 在 2 点 的 主 曲率 不 能 有 相反 的 符 


号 (于 是 ,下 (D) 关 0). 


ec. 为 说 明 五 关 0 并 不 保证 局 部 凸 性 , 考虑 曲面 


Ho WD =2(1+49), 
它 定义 在 开 集 

v=-{C, W e RS <3) 
上 .证明 ; 这 个 曲面 的 Gauss 曲率 在 0 上 是 非 负 的 , 但 在 (0, 0)e 
不 是 局 部 凸 的 (由 及. Sacksteder 得 到 的 一 个 深入 的 定理 可 以 知道 
这 种 例子 不 能 扩充 到 整个 民 ? 上 ， 如 果 我 们 坚持 要 求 曲 率 保持 非 负 
的 话 ; 参 者 $5-6 的 注 3). 


"d. 0 中 的 例子 在 下 面 的 局 部 意义 中 也 是 很 特殊 的 . 设 p 是 曲面 8 上 


的 一 点 ， 并 存在 jp 的 一 个 邻 域 六 C5 使 在 了 上 的 主 曲率 不 能 有 要 
反 的 符号 (这 里 的 情况 。 中 的 例子 不 会 发 生 )， 证 明 :人 在 2 点 是 
局 部 号 的 . | 


$3-4 向 量 场 注 ] 


在 这 一 节 中 ,将 利用 常 微分 方程 的 基本 定理 (存在 ,唯一 , 以 及 


[ 注 ] 初 读 时 这 一 节 可 以 略 去 ， 


3-4 商 量 场 人 9] 


对 初始 条 件 的 依赖 性 ) 来 证 明 曲 面 了 上 某 些 坐标 系 的 存在 性 . 

如 果 读 者 愿意 假定 在 本 节 末尾 的 推论 2, 8, 和 4 的 结果 (没有 
读 这 一 节 对 这 些 结果 也 能 够 理解 ), 本 节 中 的 材料 在 初 读 时 可 以 略 
去 . 

首先 ， 将 对 我 们 打算 使 用 的 关于 微分 方程 的 材料 给 予 几 何 表 
修 ， 

在 开 集 UCR” 上 的 向 重 场 是 一 个 映照 , 对 每 一 点 gEU, 它 都 
对 应 一 个 向 量 w(q) ER3， 向 量 场 包 称 为 可 向 的 ,如果 对 它 的 坐标 
表示 g=(%, 9), w(g) 一 (a(w, 9), 5(w, 引 )，a 和 5 都 是 0 中 的 
可 微 函数 ， 

从 几何 上 看 , 定义 说 明 , 对 每 一 点 (w, y) EL ,对 应 的 向 量 的 坐 
标 we, 纺 和 (w, 幼 可 微 地 依赖 于 (2， 幼 变化 (图 3-24). 


了 


-人 


[AN 


*. 


图 3-24 


以 下 我 们 将 仅 考 碟 可 微 的 向 量 场 . 

在 图 8-25 中 给 出 一 些 向 量 场 的 例子 . 1 

给 定向 量 场 ww, 自然 要 问 ， 是 否 存 在 这 个 向 量 场 的 罗 线 ， 即 ， 
是 否 存 在 可 微 的 参数 有 曲线 a( 旨 一 (20, YD), $4ET, 使 w 的 一 
wlalt)). 

例如 ， 向 量 场 多 (w, 9) ~ (人 臣 的 经 过 点 (wo, %o) 的 轨 线 是 直 
线 a(f) = (woe', Yoe!), tER， 向 量 场 w(w, 9) CY, 一 攻 的 经 过 点 
(vo, go) 的 雪线 是 圆 BC2) 一 (rsint, ?008, 1ER, r= 十 组， 

用 常 微 分 方程 的 语言 来 说 , 向 量 场 决定 一 个 常 微 分 方程 组 ， 
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w= (y,-x) 


3-25 


| > -ac, 9), 


WY -bl, 2)， 


4 的 雪线 就 是 方程 组 (1 的 解 . 

方程 组 (1) 的 解 的 (局部) 存在 和 唯一 的 基本 定理 等 价 于 下 面 
的 关于 轴线 的 说 明 ( 以 下 ， 字 母 了 和 J 了 表示 直线 RR 中 包含 原点 O 
ER 的 开 区 间 ). 

定理 1 设 色 是 开 集 UCR* 上 的 向 量 场 ， 给 定 pEU, 则 存在 
ww 的 轨 线 a. I30( 即 ,a (一 wa()), $1EI)， 且 wl0) =p， 轨 线 
按 下 述 意义 是 唯一 的 , w 的 任何 另 一 个 使 8(0) =p 的 轴线 8, J 
0U, 必 与 a 在 INJ 了 中 一 致 . 

定理 1 的 一 个 重要 的 补充 是 ， 经 过 p 点 的 轨 线 随 p 点 可 微 地 
变动 .这 一 概念 能 精确 地 叙述 如 下 ， 

定理 % 设 ww 是 开 集 UCRs 上 的 一 个 向 量 场 ， 则 对 每 一 点 p 
EV, 存在 2p 的 一 个 邻 域 广 CU, 区 间 了 ,和 映照 ,六 xI>U, 使 得 

1. 对 固定 的 一 点 gETV ,曲线 alg, 四 , 1E7T, 蚌 ww 的 经 过 g 的 

轨 线 ; 即 ， 


cg 0) -9 Bo (9, ) ~w(alg, D)). 
2. w 是 可 微 的 . 


由 
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定理 2 的 几何 意义 是 ,在 0 经 过 wp 的 某 一 个 邻 域 六 的 所 有 

的 轨 线 , 可 “和 集 在 一 起 ”构成 一 个 可 微 的 映照 ， 在 这 个 意义 下 , 我 们 
说 轨 线 可 微 地 依 顿 于 p( 图 3-26). 


图 3-26 


映照 @ 称 为 多 在 p 点 的 (局 部 ) 流 ， 

在 本 书 中 , 定理 1 和 定理 2 将 假定 成 立 , 关于 证 明 , 可 以 查阅 
下 面 指出 的 这 本 书 的 第 二 章 ,W. Hurewioz, Leotureson Ordina- 
ry Differential Equations, M. 1. T. Press, Cambridge, Magg., 
1958. 为 了 我 们 的 有 目的 , 我 们 需要 这 些 定理 的 下 面 的 推论 . 

引 理 设 ww 是 开 集 UCR? 上 的 一 个 向 量 场 , pEU, 且 tg(p) # 
0. 则 存在 bp 的 一 个 邻 域 玉 CU 和 一 个 可 微 函数 f. 玉 一 RR, 使 f 沿 
2% 的 每 一 罗 线 为 常数 , 且 对 所 有 的 gE W, 8fa+*0. 

证 明 在 R' 中 选取 笛 卡 儿 汲 标 系 使 = (0, 0), 且 w(p) 的 方 
向 就 是 s 轴 的 方向 。， 设 a 六 xI->U 是 在 p 点 的 局 部 流 , VCU, 
iEI, 且 a 是 o 在 长 方形 

(VxDN{, y, ERS w=-0} 

上 的 限制 ( 见 图 3-27) . 

由 局 部 流 的 定义 ， ap 将 t 轴 的 单位 向 量 映 到 w, 将 gy 轴 的 单 
位 向 量 映 到 自己 所以, dey 是 非 奇异 的 .由 此 可 知 , 必 有 p 点 的 
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el(x.y) 


(x,y) 


图 3-27 


一 个 邻 域 政 CU, 在 更 中 a&7! 是 确定 的 和 可 微 的 . &-1(w, 力 在 9 
辆 上 的 投影 是 一 个 可 微 函 数 上 = fo, 力 ， 它 在 过 (0 6 的 轨 线 上 
的 所 有 的 点 有 相同 的 值 &。 因为 doy 是 非 奇 异 的 ，W 可 以 取得 充 
分 小 , 使 对 所 有 的 点 gE WWW, 均 有 叶 s 天 0， 因 此 ,了 就 是 所 需要 的 应 

上 面 的 引 理 中 的 函数 了 称 为 和 在 2 点 的 邻 域 中 的 (局 部 ) 初 积 
分 . 例如 , 车 w(w, 一 (y, 一 2) 定 义 在 R* 上 , 初 积分 f. 民 : 一 {0， 
0)} 一 民 是 f(%, ) = 十 9. 

与 向 量 场 的 概念 密切 相关 的 是 方向 场 的 概念 . 

在 开 集 UCR? 上 的 一 个 方向 场 7 是 一 个 对 应 ,对 0 中 的 每 一 
点 BEU， 它 都 对 应 R? 中 的 一 条 过 wp 点 的 直线 7(P). 7 称 为 在 点 
PEU 是 可 微 的 ， 如 果 存 在 定义 在 p 点 的 一 个 邻 域 了 CU 上 的 一 
个 非 零 的 可 微 向 量 场 w, 使 对 每 一 点 9E 了 了 , w(g) 半 0 且 是 了 (2) 的 
一 个 基 ; 7 称 为 在 U 中 是 可 徽 的 ， 如 果 它 对 每 一 点 DEL 都 是 可 微 
的 . 

对 UTCR2 上 的 每 一 个 非 去 的 可 微 的 向 量 场 w， 由 7(o) = 
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w(p) 所 生成 的 直线 ,PE 也 就 对 应 一 个 可 微 的 方向 场 m， 
由 定义 ， 每 一 个 可 微 的 方向 场 在 局 部 都 给 出 一 个 非 零 的 可 微 
的 向 量 场 ， 然 而, 这 在 整体 未 必 成 立 ， 如 图 3-28 所 示 的 曲线 的 切 
线 给 出 R? 一 {(0, 0)} 上 的 一 个 方向 场 , 但 是 ,为 得 到 一 个 可 微 的 方 
向 场 ， 无 论 如 何 给 曲线 定向 
都 会 得 到 了 矛盾. 
一 条 正则 的 连通 曲线 O 
CU 称 为 方向 场 * 在 UCR” 
中 的 积分 曲线 ， 如 时 对 每 一 
点 SEO,w (9) 都 是 C 在 9 


由 前 而 已 经 看 到 的 , 全。 2 入 SR 


定 开 集 TCR2 上 的 一 个 可 
微 的 方向 场 7, 对 每 一 点 YE 图 3-28 在 民 一 {(0，0)} 中 的 不 可 
U， 都 有 经 过 g 的 7 的 积分 定向 的 方向 场 
曲线 0O;7 在 口中 决定 的 癌 量 场 过 g 的 轨 线 的 轨迹 与 O 局 部 一 致 . 
以 下 ,我 们 将 仅 考 目 可 微 的 方向 场 , 并 县 如 无 特别 声明 , 凡 说 到 广 
向 场 都 是 指 可 微 的 . 

现在 说 明 描写 方向 场 的 一 个 自然 的 方法 如 下 . 在 点 9ER2 的 
两 个 非 零 向 量 wi 和 ws 称 为 等 价 的 , 如果 存 在 非 零 的 实数 入 使 wi 
= aoas。 两 个 这 样 的 向 量 表示 通过 9 的 相同 的 直线 , 并 且 , 反 之 , 若 
两 个 非 零 向 量 属于 通过 Y 的 同一 条 直线 , 则 它们 是 等 价 的 ， 于 是 ， 
在 开 集 UCR? 上 的 一 个 方向 场 能 够 这 样 给 出 , 对 每 一 点 gE DU, 都 
指定 一 对 实数 (m4, ra) (属于 ”的 一 个 非 零 疝 量 的 从 标 )， 其 中 , 对 
任意 的 实数 入 关 0，(rz, va] 和 (Mri， 和 ra) 认 为 相等 . 

用 微分 方程 的 语言 来 说 , 一 个 方向 场 7 通常 由 方程 


a (%, WD) -92 十 3， 几 名 -0 (2) 


给 出 . 其 意义 是 , 在 点 4= 《%, 急 , 对 应 的 过 9 的 直线 包含 向 晤 (2， 
一 或 它 的 任意 非 零售 (图 3-29) 向 量 场 (3,， 一 @) 的 轨 线 的 轨迹 
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是 ”的 积分 曲线 ， 因为， 在 上 面 的 考虑 中 ,参数 表示 并 不 起 作用 ， 
所 以 , 常用 表示 式 

adw+bdy=0 
代替 方程 (2) ,它们 的 意义 是 一 样 的 . 


图 3-29 微分 方程 <cGz 十 Doy 一 0 


上 面 所 引进 的 概念 属于 R? 的 局 部 性 质 的 范围, 它们 仅 依 赖 于 
Rs 的 “微分 结构 ”， 所 以 , 把 它们 转移 到 正则 曲面 并 无 进一步 的 困 
难 . 现 涪 明 如 下 . 

定义 1 正则 曲面 S 的 开 集 UCS 上 的 一 个 向 量 场 是 一 个 对 
应 ， 对 口中 的 每 一 点 pEUV， 指 定 一 个 向 量 w(Pp) ETo(S)， 向 量 
场 包 称 为 在 2p 点 是 可 袜 的 ， 如 果 对 S 在 p 附近 的 某 一 个 参数 表示 
卫 (w, 90), 向量 场 表示 为 

20 一 G( 9) 不 ,十 六 (ww V9) TA,, 
其 中 ow, 9) 和 5 都 是 可 微 的 ， 显 然 ， 上 述 定义 不 依赖 于 下 
的 选取 . 

类 似 地 , 我 们 能 够 定义 轨 线 , 方向 场 , 和 积分 曲线 等 .上面 的 
定理 1， 定理 2 和 引 理 都 能 容易 推广 到 现在 的 情况 ， 只 要 把 R?* 改 
为 g, 叙述 都 是 一 样 的 . 

例 1 在 通常 的 环 面 了 上, 经线 取 弧 长 为 参数 .定义 w(p) 是 
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过 多 的 经 线 在 2 点 的 速度 向 量 ， 这 样 就 得 到 了 上 的 一 个 向 量 场 
(图 38-30) .注意 ， 对 所 有 的 pET,， |w(p) | 一 1、 和 留 作 习 题 (习题 
2) ,证 明 向 量 场 妈 是 可 微 的 . 

例 2 在 球面 53 上 , 类似 的 过 程 应 用 于 5? 的 半径 线 ， 这 就 得 
到 一 个 向 量 场 , 它 在 球面 上 除去 北极 太 和 南极 S 外 有 定义 .为 得 
到 在 全 球面 上 的 向 量 场 ， 在 所 有 的 半径 线 上 再 歌 相 同 的 参数 所 
一 1<ti< 工 并 定义 

P= 1— vp), PE S— {N}U{S)}, 
v(N) 一 003) 一 0， 

则 得 到 定义 在 S95 上 的 向 量 场 。( 图 8-81)， 


图 3-30 3-31 


例 8 设 S~{(w, 2 ERSs=w 一 y 是 双 曲 抛物 面 、 与 
平面 z= 常数 关 0 的 交 决 定 一 曲线 族 {O。}, 使 经 过 S 一 {(0, 0, 0)} 
的 每 一 点 都 有 一 条 上 曲线 Os 通过. 这 些 有 曲线 的 切线 给 出 SS 一 {(0，, 
0, 0)} 上 可 微 的 方向 场 *， 我 们 要 找 在 S-{(0, 0, 0)} 上 一 个 方向 
场 凡 它 在 每 一 点 都 与 垂直 ,并 决定 x 的 积分 曲 级. 7 称 为 + 的 
正 交 场 ,其 积分 曲线 称 为 7 的 正 交 曲线 族 (参见 $ 2-5 习题 荡 )、 

首先 给 S 以 参数 表示 

FF, WU, V, U0), Lm, V—Y, 
曲线 族 {Oo} 由 人 2 一 太一 常数 0 给 出 (或 更 确切 地 说 ， 由 这 个 集合 
经 的 像 给 出 ):， 若 必 肝 ,十 vV 肚 。 是 某 一 条 曲线 Ou 的 正则 和 参数 
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表示 的 切 向 量 , 经 对 2 一 v3 一 常数 微分 得 到 
Dm — DVY 一 0. 
于 是 ，(w,9) =( 一 9, 一 切 ， 这 就 给 出 了 7, 在 参数 表示 斑 中 ， 它 
就 是 (%, 雹 或 (v, 夫 的 任意 非 零售 . 
现在 , 设 (c(w, 29),b(w, 2)) 是 正 交 场 w' 在 参数 卫 中 的 一 个 下 
示 ， 因 为 
E=i+4dw, PF=—4duw, G=1i+40’, 
且 w 在 每 一 点 与 7 正 交 , 故 有 
EavtF(bv+aov) 十 GD 一 0 
或 
(十 402)ao 一 400(50 十 co 十 (十 403)00 一 0 
这 就 得 到 | 
4 十 = 0, (3) 
这 就 在 每 一 点 决定 了 (g, 5) (允许 差 一 个 非 零 倍数 )， 因此 ， 得 到 了 
正 交 场 ”'. 
现 求 ” 的 积分 曲线 ， 设 wws wy 下 ,是 的 积分 曲线 的 某 个 
正则 参数 表示 的 切 向 量 , 则 (w, 7) 满足 方程 (3); 即 ， 
vw uv 一 0 
或 
w= 常数. 
这 就 得 到 了 , {Oo。} 的 正 交 曲线 族 是 由 曲面 S 和 双 曲 柱 面 zy = 常数 
天 0 的 交 给 出 的 . 
这 一 节 的 主要 结果 是 下 面 的 定理 . 
定理 设 届 和 ws 是 曲面 8 的 开 集 0 上 的 两 个 向 量 场 ,它们 
在 U 中 的 某 一 点 名 是 线性 独立 的 , 则 存在 p 点 的 邻 域 六 CU 的 参 
数 表 示 ， 使 对 每 一 点 gE 六， 这 个 参数 表示 过 9 的 坐标 曲线 与 ww 
(9) 和 wa(9) 所 决定 的 直线 相 切 ， 
证 明 设 矿 是 pp 的 一 个 邻 域 ， 在 其 中 广 和 fs 分 别 是 ws 和 
wa 的 初 积 分 ， 由 | 
PD— filD, fog)). geEW 
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定义 一 个 映照 
9: 万 一 R2. 
因为 ,所 在 的 轨 线 上 是 常数 , 旦 (Qf1) 关 0, 故 在 2 点 有 
dps (201) = (Bf p01), Gf.w1)) = (0, 0), 
其 中 4 (ya (oz) 三 0, 这 是 因为 wy 和 ws 是 独立 的 ， 类似 地 ， 
dpy (Ws) 一 (0，0)， 

其 中 b= (dfDy(ws) 关 0， 

这 就 说 明 dps 是 非 奇 异 的 , 因此 , wp 是 局 部 微分 同 胚 . 所 以 , 存 
在 9(p) 的 邻 域 UCR3, 由 玉 =g-! 将 它 映 到 p 的 一 个 分 域 矿 一 芳 
(DU) 上 ; 即 , 民 是 8 在 2 附近 的 一 个 参数 表示 , 它 的 坐标 曲线 

及 (9) = 常数 ，fs(9) 一 常数 ， 

在 g 点 分 别 与 wi(g), ws(9) 所 决定 的 直线 相 切 、 证 毕 . 

应 注意 , 定理 并 不 保证 能 有 曲面 的 参数 表示 , 使 坐标 曲线 的 速 
度 向 量 为 wx(q) 和 walg). 将 定理 的 结果 应 用 到 作为 正则 曲线 (点 
集 ) 的 坐标 曲线 ; 较 确切 地 说 , 我 们 有 

推论 1 纵 定 在 开 集 UCS 上 的 两 个 方向 场 ” .和 4 ,使 在 pE 
U, r(Pp) 下 YY(%), 则 存在 Pp 点 邻 域 中 的 一 个 参数 表示 节 , 使 下 的 
坐标 曲线 就 是 7 和 的 积分 曲线 . 

上 面 的 定理 的 第 一 个 应 用 是 ， 在 正则 曲面 的 任 一 点 附近 正 交 
参数 表示 存在 性 的 证 明 ， 

推论 2 对 所 有 的 PE 5, 都 存在 zp 点 的 一 个 邻 域 六 中 的 参数 
表示 马 (w， 9) ,使 坐标 曲线 v 一 常数 和 %= 常数 在 每 一 点 ZE 都 
是 正 交 的 (这 样 的 立 称 为 正 交 参数 表示 ). 

证 明 ”考虑 在 2 附近 的 任 一 参数 表示 及 ,UU->S,， 并 定义 在 于 
(器 ) 中 的 两 个 向 量 场 ，w1 一 全 g, wa 一 一 (F/B)Xot+ 了 5, 其 中 总， 
万 , G 是 在 乏 中 的 第 一 基本 形式 的 系数 .因为 wa(9) 和 walg) 在 
每 一 点 4E 全 (7) 都 是 正 交 的 , 应 用 上 面 的 定理 就 得 到 需要 的 参数 

定理 的 第 二 个 应 用 ( 较 确切 地 说 是 推论 1 的 应 用 ) 是 ， 由 渐 近 
方向 和 主 方向 给 出 的 坐标 的 存在 性 . 
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在 8 3-8 中 已 经 看 到 , 渐 近 线 是 方程 
eu) +2fuwv 二 CD) 一 0 
的 解 . 在 双 曲 点 勾 的 附近 , eg 一 瑚 <0, 上 面 的 方程 的 左 端 可 以 分 解 
为 两 个 不 同 的 线性 因子 
| (4w 二 Bo (4w 十 Do 站) 一 0， (4) 
其 中 系数 由 下 式 决 定 
A3=e, A(B+D)=2f, BD= yg. 
因为 eg 一 户 <0, 上 列 方程 组 有 实 解 .于 是 ,方程 (4) 给 出 两 个 方程 : 
4 十 Bo =0, (4a) 
Av’ + Dy =0., (4b) 
每 一 个 方程 决定 一 个 可 微 的 方向 场 ( 例 如 ， 方 程 (4a) 决定 方向 7， 
它 包 含 非 零 向 量 ( 了 3， 一 4)), 并 且 , 在 上 述 邻 域 中 的 每 一 点 ,由 (4a) 
和 (4b) 决 定 的 方向 是 不 同 的 .应 用 推论 1， 在 史 点 的 一 邻 域 可 以 
选取 参数 使 坐标 曲线 就 是 方程 (4a) 和 (4b) 的 积分 曲线 , 
推论 8 设 pES 是 5 的 双 曲 点 , 则 能 在 2 的 邻 域 中 给 出 一 个 
参数 表示 , 使 坐标 曲线 就 是 & 的 渐 近 线 . 
例 & 考 虐 双 曲 抛物 而 2 一 到 一 久 , 这 几乎 是 一 个 平凡 的 例子 ， 
不 过 我 们 可 以 用 它 来 解释 使 用 上 面 所 说 的 方法 的 过 程 ， 通 常 我 们 
将 驴 个 曲面 用 参数 吉 示 为 
TY, VD) = (Yu, 9, WV). 
蚀 单 的 计算 吉明， 
2 2 
“TR /0 9 IT) 
于 是 , 渐 近 曲线 的 微分 方程 为 


多 


TT (CW)°— (0)) =0, 
它 能 分 解 为 两 个 线性 方程 , 并 给 出 两 个 方向 场 . 
PV 0 ya 一 人 一 0. 
这 两 个 方向 场 的 积分 曲线 是 下 列 两 族 曲 线 : 
?IW 十 9 一 常数 ， av 一 9 一 常数 ， 
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显然 ， 函 数 户 (， 90) 一 “十 也 fo(w 9) =w 一 9 分 别 是 对 应 于 ma 和 
za 的 初 积分 ， 于 是 , 令 
十 各 二 WwW 一 各， 

这 就 得 到 在 整个 曲面 wz? 一 y? 上 的 新 的 参数 表示 , 其 坐标 曲线 就 
是 曲面 的 渐 近 线 . 

在 这 个 特殊 的 情形 , 参数 变换 在 整个 曲面 上 成 立 ， 一 般 地 , 即 
使 整个 曲面 上 的 点 都 是 双 曲 点 , 这 变换 在 整体 未 必 是 1-1 的 . 

类 似 地 , 在 S 的 非 脐 点 的 邻 域 ,曲率 线 的 微分 方程 能 分 解 为 两 
个 不 同 的 线性 因子 . 经 类 似 的 讨论 就 能 得 到 

推论 和 设 2 是 六 的 非 脐 点 . 则 存在 2 的 邻 域 中 的 参数 表示 ， 
使 在 这 个 参数 表示 中 的 坐标 曲线 是 5 的 曲率 线 ， 


习 是 


1. 证 明 ; 向 量 场 的 可 微 性 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 . 

3. 证明; 在 环 面 上 的 所 有 的 经 线 取 弧 长 作 参 数 时 ， 它 们 的 切 向 量 ( 例 1) 所 
成 的 向 景 场 是 可 微 的 . 

3. 证 明 ; 定义 在 正则 曲面 SC RY 上 的 一 个 向 量 场 w 是 可 微 的 , 必 必须 县 只 须 
映照 w: 38->Rs 是 可 微 的 . 

4,， 设 呈 是 一 曲面 , 了 :5 一 8 是 如 的 参数 表示 , a(w v) 和 blw, 是 可 微 函 
数 , 则 

olu, 0)U 十 Du ov 一 0 
决定 了 XCZ7 上 的 一 个 方向 场 y， 它 在 每 一 点 了 (u,v)， 对 应 一 条 包含 
向 量 bX。 一 4X, 的 直线 . 证明; 在 (UV) 上 存在 ?+ 的 正 交 场 r'《 参 看 例 
3) 的 充分 必要 条 件 是 
Eb—Fa, Fo—Ga 
在 处 处 不 同时 为 零 (这 里 , 万 和 是 间 而 在 中 的 第 一 基本 形式 的 
系数 ), 且 ” 由 下 式 决 定 
(2D Faw +(Fo—Ga)v =0, 
5. 设 8 是 一 张 提 面 ,了 ;UVU>8 是 它 的 一 个 参数 表示 ,如 果 ae 一 如 <0, 证明 
GW, VU TD vw te, VY =O 

能 被 分 解 为 二 个 不 同 的 方程 ， 其 中 的 每 一 个 都 定义 了 CU)c58 上 的 
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一 个 方向 场 ， 再 证 明 这 两 个 方向 场 正 交 的 充 要 条 件 是 
Ec—2Fb+G6=0. 

6， 直 线 7 是 一 条 运动 的 直线 , 运动 时 与 # 思 相 交 并 保持 定 角 a, 且 7+ 上 的 
每 一 点 画 出 一 条 围绕 # 办 间距 为 c 交 0 的 螺旋 线 ， ?所 画 出 的 图 形 是 参 
数 曲 面 

Xlu, 2) 一 (8sin ccostW VRnaainw, cosat+eow) 

的 轨迹 ( 见 图 3-32)， 容 易 看 出 ，X 是 正则 的 参数 曲面 (参看 § 2-5, 习 
题 18).。 把 参数 (w, 忠 限制 在 一 个 开 集 U 上 , 使 了 (D0)=5 是 一 个 正则 
曲面 《参看 8 2-3, 命 题 3). 

a&. 求 坐标 有 曲线 族 w= 常 数 的 正 交 曲线 族 ( 参 看 例 3).， 

b. 利用 曲线 族 %== 常 数 和 它们 的 正 交 曲 线 族 得 到 5 的 -个 正 交 参数 

表示 ， 证 明 ; 在 这 个 新 参数 人 3) 中 ,第 一 基本 形式 的 系数 是 
G=1, FP=0, B= {0 (2— owecoso)?} sin? a. 
2 


* 图 3-32 


了 ,定义 可 役 当 数 了 .UCS>R 对 咒 中 的 一 个 向 量 场 如 的 方向 导数 (了 ) 
(q) 为 了 
2 一 (fo 0 96 


其 中 a:1->8 是 一 条 曲线 , 日 (0) 一 %， ww(0)=w(g)， 证 明 ， 
a. 凡 在 U 中 是 可 微 的 充 要 条 件 是 对 本 中 所 有 的 可 微 函数 J，w( 了 ) 都 
是 可 微 的 ， 
b， 设 入 和 凡是 实数 , 9: JTCS->R 是 0 上 的 可 微 函 数 ; 则 
wAF+19) =— Mf) + pf), 
wf9) =—w fg +fw(g). 
8. 证 明 ; 车 如 是 曲面 8 上 的 一 个 可 微 的 向 量 场 ， 且 对 某 一 点 p€ 8, wp) 
二 0, 则 必 存 在 p 点 邻 域 中 的 一 个 参数 表示 瑟 (w ,使 ,==w 


9. 


10, 


$11. 


*12.、 


13. 
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a， 设 了 和 到 是 分 别 赋予 内 积 (，》> 和 (，) 的 二 维 向 量 空间 , 4: VY>W 
是 非 异 的 线性 映照 . 4 称 为 相似 ,如果 存 在 实数 和 A 天 0 使 (Av1，Aws) 
二 和 (V1, 403) 对 所 有 的 W， Vs EV 成立， 证 明 ; 若 和 4 不 是 相似 ， 则 存 
在 了 中 唯一 的 一 对 标准 正 交 向 量 et 和 ex 使 4el 和 4es 在 你 中 是 
正 交 的 , 

b。 利 用 a 去 证 明 Tissot 定理 ; 设 2: CSi->Ss 是 从 曲面 人 上 2 点 的 
邻 域 0 到 曲面 5 的 微分 同 胚 , dg 在 每 一 点 都 不 是 相似 . 则 必 有 51 
上 2 点 邻 域 中 的 一 个 正 交 的 参数 表示 X1:051, 使 po 一 Xa 0 
一 Ss 也 是 3 上 点 PCD) E 8 的 邻 域 中 的 一 个 正 交 参数 表示 . 

设 了 是 8 3-3 例 6 中 的 环 面 ,由 

ps 人 一 ((fco8w 十 G)0084 (rcosw+ta)sinv, r Binw) 
定义 一 个 映照 
gp: R32->T, 
这 里 x“ 和 "是 民 : 的 笛 卡 儿 坐 标 . 设 &% 一 ov 一 对 是 只 2 中 过 (0, 0) 的 
一 条 直线 , 并 考虑 了 中 的 曲线 wx( 轨 一 op(ati 5 站， 证 明 ; 
a. 9 是 局 部 微分 同 胚 . 
b，w 人 的 是 一 条 正则 曲线 ; ax( 轨 是 闭 曲 线 的 充 要 条 件 是 /是 有 理 数 ， 
*6， 若 5/4 是 无 理 数 , 则 曲线 在 了 中 稠密 ; 即 ， 在 任 一 点 pE 了 的 每 一 
个 邻 域 中 都 有 a( 引 的 点 . 

利用 在 DCS 上 的 向 量 场 双 轨 线 的 局 部 唯一 性 去 证 明 下 面 的 结果 。 给 

定 2ED, 存 在 忆 的 唯一 的 轨 线 c: TI-> 避 使 (0) 一 2D， 且 它 在 下 述 意 义 

是 极 大 的 : 任何 另 一 轨 线 B. J U( 亦 有 BC0) 一 p) 必 是 a 在 J 上 的 限制 

〈 即 ,Jcz 且 alT=P). 

证 明 : 若 忆 是 紧 致 曲面 上 的 可 微 向 量 场 ， a( 人 四 是 急 的 极 大 的 轨 线 , 且 

al0) =p, 则 at 才 对 所 有 的 iE R 有 定义 . 

构造 在 平面 的 开 圆 尊 ( 它 不 是 紧 致 的 ) 上 的 可 微 向 量 场 ， 使 它 的 极 大 的 

轨 线 不 能 对 所 有 的 tcE R 定义 (这 说 明 习题 13 中 的 紧 致 条 件 是 实质 性 

的 ). 


$ 3-5 直 纹 面 和 极 小 曲面 竹 ] 


在 微分 几何 中 ， 人 们 发 现 有 相当 多 的 特殊 情形 (如 旋转 曲面 ， 


平行 曲面 , 直 纹 面 , 极 小 曲面 等 ), 它们 或 者 本 身 是 非常 有 趣 的 (如 
[ 注 ] 初恋 时 可 以 把 这 一 节 略 去 。 
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极 小 曲面 ), 或 者 可 以 作为 体现 在 几何 中 运用 微分 方法 的 威力 与 局 
限 性 的 漂亮 的 例子 ， 按照 这 本 书 的 精神 ， 到 目前 为 止 我 们 已 经 在 
例题 和 习题 中 处 理 了 这 些 特殊 情形 . 

然而 , 进一步 详细 介绍 这 些 专 题 中 的 某 一 些 可 能 是 有 用 的 . 现 
在 我 们 试图 这 样 去 做 . 在 这 一 节 中 我 们 将 展开 直 纹 面 的 理论 和 给 
出 极 小 曲面 理论 的 初步 介绍 ， 在 整个 这 一 节 中 将 自然 地 使 用 在 
8 2-8 中 定义 的 参数 曲面 的 概念 . 

如 果 读 者 需要 , 整个 这 一 节 或 其 中 任 一 专题 均 可 略 去 ， 除 了 
B 节 中 的 例 6 可 供 A 节 参 考 外 , 这 两 个 专题 是 相互 独立 的 , 并且， 
它们 的 结果 在 本 书 的 其 它 部 分 也 没有 作 实质 性 的 使 用 . 


A. 直 纹 面 

一 个 (可 微 的 ) 单 参 数 ( 直 ) 线 旋 {a( 可 ，2( 纹 } 是 一 个 对 应 ,每 一 
个 纶 Z， 都 对 应 一 点 xc( 坟 ER 和 一 个 向 量 色 全民 2 w(t)*0, 
使 <( 切 和 w%( 坟 连续 地 依赖 于 上 对 每 一 个 4E 工 通过 w 人 平行 于 
w( 引 的 直线 LL, 称 为 直线 族 在 所 的 直线 ， 

给 定 一 个 单 参数 直线 族 {a( 四 , w( 旭 }, 参数 曲面 

F(t, v) =at) + v(t), tET, vER, 

称 为 由 族 世 (办 , w( 信 } 生 成 的 直 纹 面 。 直线 芽 : 称 为 母线 ， 曲 线 a 
(四 称 为 曲面 对 的 准 线 . 有 时 候 , 直 纹 面 的 表示 式 意 味 是 x 的 轨迹 ， 
应 注意 ,我们 也 允许 全 有 奇 点 , 就 是 使 zy 和信 wo=0 的 点 (9). 

例 1 直 纹 面 的 最 简单 的 例子 是 正则 曲线 的 切线 面 (参看 $2 
-3, 例 名 , 柱 面 和 锥 面 , 柱 面 是 由 单 参 数 直 线 族 {a(t), w(2)} (EE 
了 ) 生 成 的 直 纹 面 ， 其 中 a( 了 包含 在 平面 了 中 , w( 罗 与 RR 的 一 个 
因 定 方向 平行 (图 3-33(a)). 锥 面 是 由 族 faG), w (四 }GE 卫 生成 
的 直 纹 面 ， 其 中 a( 了 CP,， 且 所 有 的 母线 都 经 过 一 点 p 生 P( 图 人 
88(b)). 

例 2 设 5 是 wy 平面 上 的 单位 圆周 吧 十 四 =1 a(8) 是 8’ 的 
参数 表示 ,8 是 它 的 弧 长 、 对 每 一 个 8, 命名 (8) =& (3) 十 es, 其 中 es 
是 z 轴 的 单位 向 量 ( 图 3-34) 则 


§3-5 直 纹 面 和 极 小 曲面 [187) 


3-34 十 急 一 局 一 1 作为 直 纹 面 


(sv) =a(s) 二 Oo (8) + es) 
是 直 纹 面 ， 若 将 ”写成 为 
| X(s, 0) = (00s8— vains, sinst+v ooss, 9), 
并 注意 到 2 二 J 一 帮 一 1 十 一 2 一 1 这 就 得 到 了 我 们 较 问 瑟 的 形 

式 . 这 就 表明 , 了 的 轨迹 是 旋转 双 曲 面 . 

有 意思 的 是 , 若 取 w(s) = 一 (s) +es, 我 们 得 到 相同 的 曲面 ， 
这 表明 旋转 双 曲 面 有 两 族 直 母 线 . 

我 们 这 样 定义 的 直 纹 面 介 许 出 现 奇 点 ， 如 果 我 们 想 要 包括 切 
线 面 和 锥 面 的 话 , 这 是 必要 的 . 我们 即将 证 明 , 至 少 是 对 满足 某 些 
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适当 条 件 的 直 纹 面 ， 其 奇 点 (如 有 的 话 ) 将 集中 在 曲面 的 一 条 曲线 
上 . 

现在 上 开始 讨论 一 般 的 直 纹 面 .我们 不 妨 假设 lw) |=1,1EI. 
为 能 展开 这 一 理论 ,我 们 还 要 假设 一 个 非 平 凡 性 的 条 件 , 即 对 所 有 
的 1 埠 工 w (#0， 车 w (2) 的 零点 是 孤立 的 , 则 能 将 曲面 分 成 块 
使 这 理论 能 应 用 到 它们 中 的 每 一 块 ,但 是 , 若 w'( 引 的 零点 有 到 点 ， 
则 情况 就 变 得 比较 复杂 , 这 里 我 们 将 不 予 处 理 . 

假设 妈 夫 关 0 tE I, 通常 说 成 直 纹 面 卫 不 是 柱 面 。 

如 无 特别 声明 , 我 们 总 假设 直 纹 面 

及 $9) =000 +vw (从 (1) 

不 是 柱 面 ， 和 县 |w 雹 |=1, iE€ I， 注意 ， 假 定 |wQ 人 |=1 就 保证 了 
< w' (四 >=0 对 所 有 的 iE 了 工 成 立 ， 

首先 , 我 们 要 找 一 条 参数 曲线 6 的, 使 8 有，W (及 > 一 0 iE 
7 且 B09 在 对 的 轨迹 上 ; 即 ， 

BU) =oalt) +u(d) wD), (2) 
其 中 w=%( 办 是 某 一 实 值 函数 ， 假设 这 样 的 曲线 存在 , 则 由 
B 一 ol 十 WO 十 MO 
和 《<w, w> =0 得 到 
0=<8’, w= ka, WO+uLw, Ww. 

这 就 得 到 ,w=w( 四 由 
gS 0 
给 定 ， 于 是 ， 由 方程 (2 和 (3) 所 确定 的 曲线 6 人力 就 是 所 需要 的 曲 
线 . 

现在 将 证 明 曲线 局 不 依赖 于 直 纹 面 的 准 线 a 的 选取 ，BB 称 为 
直 纹 面 的 腰 曲 线 , 它 上 面 的 点 称 为 直 纹 面 的 中 心 点 . 

为 证 明 前 面 的 断言 ， 设 a 是 直 纹 面 的 另 一 条 准 线 ; 即 , 对 所 有 
的 ( 轧 人 )， 


Wu 一 一 


EE, 9) =a + vw) =a(t) +sw(t) . (4) 
对 某 一 函数 # 一 s() 成 立 ， 于 是 , 由 方程 (2) 和 (8) 得 到 


# 3-5 直 纹 面 和 极 小 曲面 已 891 


一 2 ，20 > 


其 中 是 对 应 于 “的 腰 曲 线 . 另 一 方面 由 方程 (和 得 到 
a—a= (8—V)w(D), 
又 因为 <w, w>》 一 0, 所 以 ， 
BB- {Ge—") + CA 0. 
这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 


现 取 腰 曲线 作为 直 纹 面 的 准 线 ， 则 直 纹 面 可 以 表示 为 
Tt, WB +uw(D. (5) 


20， 


由 此 得 到 

i . := B'+ww', 0 

和 :人 玉 s。=B' 入 2 十 we 作 W， 
又 由 《vw', w> 一 0 和 <w'，pB'>》 一 0, 得 到 


B" 人 人 一 Xa0 
其 中 和 是 二 的 某 一 画 数 和 一 和 名。 所 以 ， 
| 及 :人 so|?= [M0 on Mw [= 0 ?+ to 
一 《和 2 十 22) |0w' |2. 
这 就 说 明 , 直 纹 面 (65) 仅 有 的 奇 点 必 在 腰 曲 线 w=0 上 上， 并且， 腰 曲 
线 上 的 点 是 奇 点 必须 且 只 须 入 (和 一 0 而 
《8 w, WwW! 
[wr |? 
其 中 (8 ww) 是 KB' 入 由 w》 的 简写 . 
现在 计算 曲面 5) 在 它 的 正则 点 处 的 Gauss 曲 罕 。 因 为 ， 
R= +, Rw=Ww, T=—0, 
其 第 二 基本 形式 的 系数 为 
人 


因此 (因为 g=0, 计算 天 并 不 需要 e 的 值 )， 


KR- 6097 Nw 入 
EG— 7 (M2 + vw?) [2 《2 十 全 3， 


(6) 
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这 就 表明 , 在 正则 点 ， 直 纹 面 的 Gauss 曲率 玉 <0, 并 且 , 玉 =0 的 
点 仅 在 那些 与 腰 曲 线 相交 于 奇 点 的 母线 上 . 

方程 (6) 人 允许 我 们 给 直 纹 面 的 (正则 的 ) 中 心 点 以 几何 解释 . 事 
实 上 , 一 条 母线 上 的 点 , 也 许 除 中 心 点 外 ， 都 是 曲面 的 正则 点 . 若 
X 关 0, 函数 | 及 (w) | 是 母线 上 的 连续 函数 , 并 且 , 由 方程 (6), 腰 点 的 
特征 是 | 其 (w)1 在 那里 取 极 大 值 . 

关于 腰 曲 线 的 另 一 个 几何 解释 见习 题 4. . 

注意 , 在 一 条 直 母 线 上 关于 中 心 点 对 称 的 点 处 曲率 KK 有 相同 
的 值 ( 这 正 是 “中 心 ” 的 含意 )， 

画 数 入 ( 坊 称 为 & 的 分 布 参数 . 因为 腰 曲 线 不 依赖 于 准 线 的 选 
取 ， 故 》 也 不 依赖 于 准 线 的 选取 .车 互 是 正则 的 ， 则 X 有 下 列 解 
释 ， 有 曲面 在 尼 她 的 法 向 量 是 

NG 0) = _ M0’ Twa 人 WwW 
’ [XAX] VF |w | 

另 一 方面 (0)， 


NG, 0) -ST. 
因此 , 若 0 是 太志 四 和 六 (G 0) 所 成 的 角 , 则 


tan 0 一 他 (7) 


所 以 ， 若 8 是 母线 上 一 点 的 法 向 量 与 这 条 母线 上 腰 点 的 法 向 量 记 
成 的 角 , 则 tan 6 与 这 两 点 之 间 的 距离 成 比例 ,, 且 比 例 系 数 是 分 布 
参数 的 倒数 . | 
例 8 设 总 是 双 曲 抛物 面 
2 一 /ob，8 坟 0. 
因为 , 直线 9 一 21/ 坊 , zt, 对 每 一 个 坟 0 都 在 态 上 ， 所 以 , 5 是 直 
纹 面 ， 这 个 直线 族 与 平面 z~0 的 交 是 曲线 
w=t, y=0, z=0. 
取 这 条 曲线 为 准 线 , 向 量 色 耻 平行 于 直线 y==z/ 声 ,4 一 ,得 到 


a(t) = (#, 0, 0), wt) =(0, 下， i). 
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这 就 给 出 直 纹 面 (图 3-8 访 
EE, 9) 0b) + wa (A) 一 人 
其 轨迹 显然 与 S 一 致 


图 3-35 “2 一 24 作为 直 纹 面 


因为 x (4) == (i, 09, 0), 故 腰 曲 线 就 是 wx 本 身 . 分 布 参数 是 
和 te 

注意 ,ww 估 与 w(0) 所 成 的 角 6 的 正切 为 tanbg= 起， 

上 述 注意 引导 出 直 纹 面 的 一 个 有 趣 的 一 般 人 性 质 ， 考 虑 正则 直 
纹 面 上 沿 一 直 母 线 的 法 向 量 族 , 它 生 成 另 一 个 直 纹 面 ， 由 方程 (7) 
和 上 述 注意 ， 这 个 生成 的 直 纹 面 恰好 是 双 曲 抛物 而 "一 Myz， 其 中 
1/% 是 选 定 母线 的 分 布 参数 的 值 . 

在 直 纹 面 之 中 ,可 展 曲 面 是 特别 重要 的 . 现在 再 从 任意 的 直 
纹 面 (不 必要 假设 非 柱 面 ) 

,v= + ww (8) 
开始 讨论 ， 它 是 由 直线 族 {a 反 , wD}(|w0 | = 生成 的 曲面 
(8) 称 为 可 展 的 , 如 果 


(w, w’, oa) =0. (9) 
为 给 出 条 件 (9) 的 几何 解释 ， 现 计算 可 展 曲面 在 正则 点 的 
Gauss 曲率 .由 得 到 方程 人 6) 时 的 类 似 的 计算 过 程 , 得 到 
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(2, w’, 0 ) 
9 一 0, f- 本 世 入 闷 元 


由 条 件 (9),，j 二 0 因此 ， 


这 就 说 明 , 在 正则 点 , 可 展 曲 面 的 Gauss 曲率 恒 为 零 ， 

对 可 展 曲 面 的 另 一 种 几何 解释 , 见习 题 6. 

现在 来 区 别 可 展 曲 面 的 两 种 情况 ， 它 们 并 未 穷竭 所 有 可 能 情 
形 . 

1. w() 信 ww’( 引 三 0， 这 就 蓝 涵 w'( 力 二 90， 所 以 , wD 是 常 向 
量 , 直 纹 面 是 柱 面 ， 它 可 以 看 作 是 此 柱 面 与 法 向 为 w% 纺 的 平面 的 
交 线 上 的 柱 面 . 

2. 对 所 有 的 抵 了 网 的 人 公映 关 0.， 这 时 对 一 切 托 工 就 有 
2 办 寺 0、 所 以 , 曲面 不 是 柱 面 , 我 们 可 以 应 用 前 面 的 讨论 .我 们 
能 决定 它 的 腰 曲 线 (2) ,并 验证 其 分 布 参数 

A— Er i i =0. (10) 

因此 , 腰 井 线 是 可 展 曲 面 的 奇 点 的 轨迹 . 车 对 所 有 的 iE 了 B' 的 六 
0, 则 从 方程 (10) 和 <B', w》 二 0 得 到 与 B 平行 . 于 是 , 直 纹 面 是 
有 的 切线 面 ， 著 对 所 有 的 纤 厂 BO =0, 则 腰 贡 线 为 一 点 ， 直 纹 
面 是 以 这 一 点 为 顶点 的 包 面 ， 

当然 ,上 述 两 种 情况 并 不 是 所 有 可 能 的 情形 。 通常 若 所 涉及 
的 函数 的 零点 包含 聚 点 , 分 析 起 来 就 复杂 得 多 . 总 之 , 除去 这 些 育 
点 , 可 展 曲 面 一 定 是 一 些 柱 面 . 锥 面 和 切线 面 片 段 的 联合 . 

正如 我 们 已 经 看 到 的 , 在 正则 点 , 可 展 曲 面 的 Gauss 曲率 恒 为 
零 . 在 $5-8 中 ,我们 将 证 明 反 过 来 的 一 个 整体 性 质 ， 那 就 是 ， 若 
一 正则 曲面 SCR? 作为 恨 ? 的 子 集 是 闭 的 ， 且 其 Gauss 曲率 恒 为 
零 , 则 必 为 柱 面 . 

例 双 沿 曲面 上 一 条 曲线 的 切 平 面 族 的 包 络 ) 设 & 是 正则 曲 
面 ,a 一 ols) 是 SS 上 的 一 条 参数 曲线 , 参数 3 是 弧 长 , 且 a 的 每 一 点 
都 不 切 于 渐 近 方向 ， 考 虑 直 纹 面 
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(8, 4) 一 afs) 十 网 MT, (11) 

其 中 入 (3) 是 5 的 限制 在 a(s) 上 的 单位 法 向 量 ( 因 为 a (s) 都 不 是 

渐 近 方向 , 故 对 所 有 的 NW'(s) 关 0) .我 们 将 证 明 , 于 是 可 展 曲 面 ， 

它 在 "=0 的 邻 域 是 正则 的 , 且 沿 "= 0 与 5 相 切 .但 是 ,在 这 之 前 ， 
我 们 先 给 曲面 对 以 几何 解释 . 

考虑 曲面 5S 沿 曲 线 a(s) 的 切 平面 族 { 了 a)《59)}. 若 48 充分 小 ， 

则 族 中 的 两 张 平 男人 woy《5) 和 了 ccorssy LS) 相交 于 一 直线 , 它 平行 于 


问 量 
N(s) AN (st 4s) 
L4s ， 


车 让 4 趋 于 零 , 则 直线 的 极限 位 置 平行 于 向 量 
lm VO A G+) -am 和 et N(e)) 


de8-0D 


-=N(s) NN'(s)., 
其 直观 意义 是 , 耻 的 母线 是 族人 {wo(5)} 中 邻近 平面 交 线 的 极限 位 
时 .五 称 为 曲面 S 沿 的 线 a(8) 的 切 平面 族 的 包 络 (图 3-86) . 


Tac+An (5) 


3-36 
例如 , 若 “是 球面 8? 的 纬 圆 的 参数 表示 , 则 82 的 沿 a 的 切 平 


面 族 的 包 络 或 为 柱 面 ， 如 果 w 是 赤道 ; 或 为 欠 面 ， 如 果 “个 是 赤道 
(图 9- 的 )， 
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I 
| | 


\ 
W 


图 3-37 球面 沿 纬 贺 的 切 平面 族 的 包 络 


为 证 明 于 是 可 展 曲面 , 只 要 验证 条 件 (9) 对 卫 成 立 . 事实 上 ， 
经 直接 计算 就 得 到 
NAN A /NAN'Y N\A/NANN’ A CNANDY’ 
ra a 
1 4 4p r 
TT NAN, VON, o> 
0 
这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 
现在 证 明 , 在 2=0 的 邻 域 中 王 是 正则 的 , 且 洪 a 与 态 相 切 . 事 
实 上 ,在 v~0, 我 们 有 
oy (VAN 7 7 
,人 Xo=0 7 一 +» 0 7 
A A TT THT 
二 oe N Cr) 
0 TIT NT 
其 中 心 = 太 (人 是 wx 的 法 曲率 ， 因 为 加 (9) 处 处 不 为 零 , 这 就 表明 芽 
在 。=0 邻 域 是 正则 的 ， 且 马 在 zx(s, 0) 的 单位 法 向 量 与 人 (9) 一 
致 ， 所 以 , 工 沿 %=0 与 8 相 切 , 这 就 完成 了 我 们 的 证 明 . 
现在 总 结 我 们 的 结论 如 下 . 设 a(s) 是 曲面 8 上 的 一 条 参数 曲 
线 , 8 为 弧 长 , 且 au(9) 在 每 一 点 的 切 向 都 不 是 渐 近 方向 ， 则 8 沿 
. 的 切 平面 族 的 包 络 是 可 展 曲 面 , 它 在 a(s) 的 邻 域 中 是 正则 的 , 且 沿 


8 3-5 直 纹 面 和 极 小 曲面 L195] 
as) 与 5S 相 切 ， 


B. 极 小 曲面 
一 张 正 则 的 参数 曲面 称 为 极 小 的 , 如 果 它 的 平均 曲率 恒 为 零 . 
一 张 正则 曲面 SCRs 称 为 极 小 的 ,如 果 它 的 每 一 个 参数 表示 都 是 
极 小 的 . 1 
为 解释 极 小 这 个 词 的 含意 , 需要 引进 变 分 的 概念 ， 设 了 .UC 
R?->Rs 是 正则 的 人 参数 曲面 . 选 一 个 有 界 区 域 DCU (人 参看 8 25) 
和 一 个 可 微 函 数 及 万 > 民 , 这 里 万 是 区 域 忆 和 万 的 边界 9D 的 并 
互 ( 亿 ) 的 由 大 决定 的 法 向 变 分 是 下 面 给 出 的 喘 照 (图 8-88) 
g: Dx (一 s，s) 一 良 1. 
9(w 9 共 一 及 (ww 急 十 搞 ( 人 (人 NG, 92), 
(uw, vw) ED, t€ (~e, 8). 
对 每 一 个 固定 的 1€ (一 5, 
8), 映照 总 4 D->R* 
是 oo 人 一 (oo v, A 
是 一 个 参数 曲面 , 且 


鳃 Xt Nt th 


é 
人 一 开 o 十 雪 No 十 细 ， 


于 是 ,车 用 ,Fr',G! 表示 瑟 ! 的 = MND) 
第 一 基本 形式 的 系数 , 则 有 图 3-86 与 (D) 的 法 向 变 分 
Bi~B+th(CXo, NO CEs, NO) +HhKNG,, Ne 二 Haoj， 
FF+ih(CRo, No 二 《和 No) + HCNG, No 二 je， 
G'—G+h(CEe, Net To, No)) 十 证 2 Ne) 十 zeju. 


由 
《Xo, 一 一 6 《三 No 十 《于 N=—27, 
《并 Nw ——y 
和 平均 曲率 如 为 ( 见 8 3-3, 方 程 (53) 
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五 = 工 Eog—2fF+Ge 
2 EG— FB ? 
得 到 
BGt— (FI)?= HG— FF 2th(Bg—2Ff+Ge)+R 
. = (HG—F)(1—4thH)+R, 
其 中 lim (B/D) =0. 
这 就 说 明 , 若 s 充分 小 ; 卫 ! 是 正则 的 参数 曲面 。 此 外 , 邓 '(D) 
的 面积 4( 纹 是 


A -| vB HO CY du do 
-| ~ 到 三 Th / 现 一 友 姑 du， 


其 中 及 ~R/(BG 一 F”) .可见 , 车 & 充分 小 ,4 是 可 微 函 数 ， 且 它 
在 t=0 的 导数 为 


A'(0) =— | 2hH MV BG dudy,. (19) 
现在 来 说 明 对 平均 曲率 恒 为 零 的 曲面 使 用 极 小 这 个 名 词 是 恰 


当 的 . 

命题 直 _ 设 屋 : 0 一 R* 是 正则 的 参数 曲面 , DCU 是 过 中 的 有 
界 区 域 ， 则 互 为 极 小 的 充 要 条 件 是 对 所 有 这 样 的 刀 和 下 (人 蕊 的 
所 有 的 法 向 变 分 成 立 4 0) = 0. 

证 明 车 于是 极 小 的 , 即 如 =0, 条 件 显然 满足 反之 , 车 条 
件 满足 但 耳 (9) ¥0, g 是 了 中 的 某 一 点 ， 选 D>R 使 hlq) = 
于 (gq), 而 入 在 g 的 一 个 小 邻 域 外 恒 为 零 . 则 对 由 这 个 大 决定 的 变 
分 , 4'(0) <0, 这 就 得 到 矛盾 . 证 毕 ， 

所 以 ， 极 小 曲面 对 的 任 一 有 界 区 域 耶 (D) 对 耳 (D) 的 任意 法 
向 变 分 的 兽 积 函数 是 一 个 临界 点 ， 应 注意 ， 临 界 点 未 必 是 极 小 信 
点 ， 因 此 , 极 小 这 个 词 看 来 未 必 十 分 合适 ， 不 过 , 这 个 术语 已 经 使 
用 了 一 个 较 长 的 时 间 , 它 是 由 Lagrange 于 1760 年 首先 定义 的 . 

极 小 曲面 常常 联系 于 按 如 下 方法 得 到 的 肥皂 薄膜 ， 将 用 金属 
丝 做 成 的 框 子 浸 到 肥皂 水 中 后 再 小 心地 取出 来 , 假如 试验 做 得 好 ， 
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识 能 得 到 以 这 个 框 子 为 边界 的 肥皂 薄膜 。 由 物理 学 上 的 考虑 , 在 
它 的 正则 点 平均 曲率 为 零 、 用 这 种 方法 我 们 能 “ 造 出 ”许多 漂亮 的 
极 小 曲面 ,图 8-89 就 是 这 样 一 个 曲面 . 

注 1 应 该 指出 ,按照 我 们 的 定义 , 并非 所 有 的 肥皂 膜 都 是 极 
小 曲面 .我们 已 假定 极 小 曲面 是 正则 的 《可 以 假定 有 一 些 孤 立 奇 
点 , 但 是 , 车 要 更 进一步 处 理 起 来 就 超出 了 初等 的 范围 )， 然 而 , 我 
们 能 构造 沿 一 些 线 都 是 奇 点 的 肥 邱 膜 . 例如 ,用 立方 体形 的 框 子 
形成 的 肥皂 膜 ( 图 8-40). 
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注 2 极 小 曲面 和 肥 钳 膜 的 联系 曾 促 使 了 著 名 的 Plateau 问 
题 的 提出 (Plateau 是 比利时 物理 学 家 ,他 在 1850 年 左右 曾 仔细 地 
敌 过 肥皂 膜 试验 )， 这 个 问题 可 以 粗略 地 描述 如 下 ， 对 R? 中 的 每 
一 条 闭 曲 线 0, 证 明 必 存在 以 O 为 边界 的 有 极 小 面积 的 曲面 8. 把 
问题 精确 化 〈 允 许 什 么 样 的 曲线 和 曲面 ， 以 及 O 是 上 5 的 边界 的 含 
意 是 什么 等 ), 其 本 身 就 是 这 问题 不 平凡 的 一 部 分 .Blateau 问题 的 
一 种 提 法 是 下 Douglas 和 Rad6 在 1930 年 同时 解决 的 .进一步 
的 各 种 提 法 (和 对 高 维 的 种 种 推广 ) 已 经 引起 数学 的 一 些 实质 性 的 
浊 展 . 为 了 解 Plateau 问题 的 进一步 的 详细 情况 和 近代 文献 , 有 兴 
么 的 读者 可 以 参看 Lawson2o 的 第 二 章 (参考 文献 在 本 书 的 来 尾 )， 

对 任意 的 参数 曲面 ,由 一 及 和 W 自然 地 可 以 定义 平均 曲率 向 
量 . - 少 的 方向 的 几何 意义 可 以 从 方程 (12) 得到、 事实 上 , 若 选 记 
一 卫 , 对 这 一 特殊 的 变 分 , 有 


A'(0)~—2 [<% HIV BOF duav <0. 


这 就 说 明 , 车 沿 次 的 方向 变形 芷 (DD), 则 面积 最 初 是 减少 的 . 
下 面 给 平均 曲率 向 量 男 一 个 几何 解释 ， 因 为 它 对 极 小 曲面 理 
论 有 重要 的 应 用 . 
正则 参数 曲面 = 革 (w,%) 称 为 是 等 漫 的， 如 果 < 且 。， 革 懈 一 
《民工 迪 和 《< 工 o> 一 0. 
命题 2 设 慎 = 卫 (w, 9) 是 正则 的 参数 曲面 , 旦 4 是 等 温 的 , 则 
妃 十 不 oo 一 2X2536” 
其 中 信 一 《人 ww 宇内 一 《至 四 过 . 
证 明 因为 也是 等 温 的 , 所 以 , 《于 a 卫 w>》 一 《于 。， 太 和 《全 
了 及 一 0。 经 微分 就 得 到 
《了 ww Fw R= — 《Hu, Fwy. 
所 以 ， 
《如 mw 十 并 oo， 互 省 一 0. 
类 似 地 ， 
《 开 w 十 王室 少 一 0. 
这 就 说 明 , Xw 十 和 ww 平行 于 请， 因为 全 是 等 温 的 ， 
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1 9 十 e 
有 -本 
所 以 ， 
2 =gt+e=<N, ww 十 三 ww》; 
因此 ， 
不 十 姆 oo 一 223M 
证 毕 . 


eo 各 他 定 久 


4f -+ (w, 1V) EL 


了 称 为 在 U 中 是 调和 的 , 如 果 41 一 0. 由 命题 2 得 到 

推论 设 革 Ww 9) 一 (zw(w 9),9y(w 050 切 ) 是 参数 曲面 ， 
县 辟 是 等 温 的 ， 则 马 为 极 小 的 充 要 条 件 是 坐标 函数 w, y, z 是 调 
和 的 . 

. 例 5( 基 链 面 ) 它 由 下 面 的 参数 表示 给 出 ， 
(uu, v) = (gcosh v oos u, a cosh ow sinw, oo), 
0<wu<2m, — oYVLo0. 

这 是 由 县 链 线 y=weosh (z/ 。 
4) 绕 z 轴 旋转 得 到 的 曲面 yp =a cosh(z/a) 
(图 3-41)， 容 易 验证 ， 吾 一 
人 一 aa2cosh20， 万 =0， 以 及 
妃 mw 十 到 mw 一 0. 所 以 , 县 链 面 ? 
是 极 小 曲面 。 事实 上 ， 它 是 
仅 有 的 极 小 旋转 面 ， 

最 后 的 结论 可 以 证 明 如  ， 
下 ， 求 曲线 yf(w)， 使 当 
它 绕 ” 轴 旋 转 时 ， 得 到 极 小 图 3 
曲面 ， 因 为 , 旋转 曲面 的 纬 线 和 经 线 都 是 曲面 的 曲率 线 (§ 8-8, 例 
朱 ， 曲 线 y 一 f(w) 的 曲率 必 为 由 点 了 tw) 生成 的 圆 的 法 曲率 的 相反 
值 ( 二 者 都 是 主 昌 率 ) .而 y=.j (wo) 的 曲率 是 


a 


(十 (0 ) 
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以 及 圆 的 法 有 曲率 是 它 的 曲率 (=1/9) 在 曲面 的 法 向 量 六 上 的 投影 
〈 郊 图 8-42), 这 就 得 到 


Fe 加 _ 工 
TD 
但 一 cosg 一 c0980( 见 图 8-42), 以 及 由 tan 9 一 y', 我 们 得 到 
2 1 1 


ITI CFO 
这 就 是 曲线 y= 了 (w) 应 满足 的 方程 . 


y y=/(x) 
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显然 必 有 点 使 (2) 天 0， 我 们 仅 在 使 六 天 0 的 点 的 邻 域 
讨论 .在 上 述 方程 的 两 边 间 乘 以 2y , 得 到 
2%0 2 
1+(y)? YY" 
命 1+ (的 )?=z( 因 此 ,2yy" 一 2) ,于 是 ， 


2 
区 2 “” 
经 积分 就 得 到 
logz 一 log ya-Hlog hp’ = 10g (yb)” 
(% 是 常数 ) 或 
1+(y) =2= (yp)’, 
最 后 一 式 能 写作 


kdy oy 
V ODT Ke, 


4 8-5 。 直 纹 面 和 极 小 邮 面 teoi] 
再 积分 就 得 到 


cosh 01 = kro 
6 是 常数 ) 或 


% -也 Cosh (Nm 十 c) 


所 以 , 在 产 天 0 的 一 点 的 邻 域 中 , 曲线 9 一 /wo) 是 其 链 线 ,但凡 
仅 在 “一 0 处 才能 为 零 , 若 曲 面 是 连通 的 , 由 连续 性 可 知 , 曲面 必 为 
暴 链 面 , 这 就 是 我 们 的 结论 . 

例 6( 正 螺 面 ) 《〈 人 参看 8 2-5, 例 8) 

vy, V) = (osinh voosw, wsinh vgainw, ow)., 
容易 验证 , 畏 =G =a?cogh2wy, 一 0, 以 及 耳 ww 十 环 w 一 0, 所 以 , 正 蝶 
面 是 极 小 曲面 。 除 平面 外 , 它 是 直 纹 面 中 仅 有 的 极 小 有 曲面 . 

若 假 定 极 小 曲面 的 Gauss 曲率 为 零 的 点 是 孤立 的 ， 我 们 能 对 
上 述 结论 给 出 一 个 证 明 ( 关 于 这 假定 的 证 明 , 可 以 参 奢 在 本 节 末 尾 
所 引 的 Osserman 著 的 极 小 曲 ， 
面 概观 ，76 页 ), 更 进行 如 下 ， 

设 些 曲面 不 是 平面 。 则 在 
曲面 的 某 一 邻 域 厂 中 Gauss 
册 率 天 是 严格 负 的 ， 因 为 平均 
曲率 为 零 ,，W 被 两 族 正 交 的 渐 
近 线 所 和 覆 旋 又 因为 母线 是 浙 
近 线 以 及 曲面 不 是 平面 ， 我 们 
能 选取 一 点 &E 环 ， 使 经 过 2 
的 不 是 母线 的 渐 近 线 在 9 点 有 
非 零 挠 率 ， 因 为 渐 近 线 的 密切 
平面 是 曲面 的 切 平面 ， 故 有 邻 
域 了 CW, 使 广 的 母线 是 找 浙 
近 线 族 的 主 法 线 (图 38-48). 这 
是 关于 曲线 的 一 个 有 趣 的 练 
习 , 证 明 这 种 情况 在 且 仅 在 这 些 挠 曲线 是 圆柱 螺 线 时 才 会 发 生 (人 参 
看 8 1-5, 习 题 18)， 所 以 ,六 是 螺旋 面 的 一 部 分 , 因为 图 福 螺 线 的 
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挠 率 是 常数 ,容易 看 出 , 正如 结论 中 所 说 的 , 整个 曲面 是 正 螺 面 的 
一 部 分 . 

正 蜡 面 和 县 链 面 是 由 Meusnier 在 1776 年 发 现 的 , 他 还 征明 
了 Lagrange 的 把 极 小 曲面 作为 变 分 问题 的 临界 点 的 定义 与 平均 
曲率 为 零 的 定义 是 等 价 的 ， 在 一 个 相当 长 的 时 期 内 , 这 些 是 人 们 
仅 知 的 极 小 曲面 的 例子 ， 直到 1885 年 ，Soherk 才 发 现 了 进一步 
的 一 些 例子 , 例 8 中 所 说 的 曲面 是 其 中 之 一 .在 习题 14 中 ， 我 们 
将 讨论 正 螺 面 和 最 链 面 之 间 的 一 个 有 趣 的 联系 . 

例 Y(Enneper 极 小 曲面 ) Enneper 曲面 是 参数 曲面 


wy 0) 一 (w= 各 ww? 4 一 人 十 wv ) 
Ed 3 2 3 2 有 


Go ER 


图 3- 径 了 nneper 曲面 。( 经 同意 , 由 KK. Leichtweiss, “Minimalflichen im 
Qrossen,” 攻 berblicke Math. 3 (1969) ,7~.49, 图 4 修改 复制 ) 。 


$3-5 直 纹 真 和 极 小 曲 谭 L208j 


纵 易 看 出 , 它 是 极 小 的 (图 8-44). 注意 , 车 将 (w 9) 变 为 (一 %, )， 
则 在 曲面 上 ，(%w, y, 区 变 为 (一 y, w， 一 荡 ， 所 以 ， 若 绕 x 轴 正 转 
wr/2, 再 关于 wy 平面 作 一 对 称 , 曲面 保持 不 变 . 

Enneper 曲面 的 一 个 有 趣 的 特点 是 它 的 自 交 性 ， 这 可 以 说 明 
如 下 . 命 w 一 pcos0, v= 二 psin0, 并 将 及 写作 


8 3 
及 (p, 0) ~(poos0 — S00830, psing 十 -入 sin 80, pro0820 ). 
于 是 , 若 互 (pa 91) = 于 (pa，03) ,直接 计算 表明 ， 


8 C9 
+ 纺 一 所 二 从 一 008 49 一 


中 
mi pi _4 2 和 
(pt 9 ) BF (Pt 008201) 
~ 放下 本 ve 3 
因此 , 由 pioos?20: 一 08cos2 2 得 到 


证 他- 3 i ps 二 + 全 Ed 


这 就 保证 pi 一 pa。 并 由 此 得 到 cos 20: 一 00920，. 

例如 ,车 pi 一 pa 和 凡 一 2 一 0 则 由 

yp1, 01) 一 %Cpa 03) 
得 到 y= 一 y， 因 此 , y=0; 即 ， 点 (pl 各) 和 点 《ps, bg) 同属 于 曲线 
sin 8 十 (p3/ 3 )sin 3830 一 0。 显 然 , 对 属于 这 条 曲线 的 每 一 点 (p, 9)， 
点 (o, 2 一 信也 属于 这 条 上 井 线 , 且 
wlp, 0) =w(p, 2x—0), zp, 0) 一 5(p， 2 一 全 ， 

所 以 , 沿 曲面 与 平面 9=0 的 交 线 曲面 自 交 .  . 

类 似 地 可 以 证 明 , 沿 曲 面 与 乎 面 z=0 的 交 线 曲面 也 是 自 交 的 
(这 对 应 于 pr 一 pz, 外 一 w 一 0s 的 情形 )， 容易 看 出 ,以 上 是 Enne- 
per 曲面 仅 有 的 自 交情 况 . 

感谢 Aleides Ling Neto 为 画 出 图 8-44 的 第 一 个 草图 设计 了 
这 个 例子 . 

进入 下 一 个 例子 之 前 ， 在 极 小 曲面 和 复 变 量 的 解析 函数 之 间 
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将 建立 一 个 有 用 的 关系 。 用 C 表示 复 平面 ， 通 常 俞 中 一 w 士 说， 
EC，(w, 9)E Ra 这 样 ,C 就 与 R2 等 同 起 来 , 回忆 一 下 ,打数 记忆 
CC—C 称 为 解析 的 , 如 果 将 了 表示 为 

存 (人 一 六 (6 9) +ofslu, 切 ， 
实 函 数 户 和 . 户 有 连续 的 一 阶 储 导 数 ， 且 满足 下 面 的 Cauohy- 
Riemann 方程 ， 


6f1 _ sh asf _ _ 0fs 
Ou Ov ” Ov Ou“ 


现 设 全，UC Ra_>Rs 是 正则 的 参数 曲面 ， 并 定义 复 函数 ps 
02， Ps 如 下 ; 


| -i gpa) = 人 2-o2， sll) = 名 -i 如， 


其 中 w, y 和 z 是 下 的 分 量 函 数 . 
引 理 ” 当 且 仅 当 巡 十 9 十 GB 三 0 时， 了 是 等 漫 的， 车 上 条 件 
满足 , 当 且 仅 当 ps, 9s 和 gs 是 解析 函数 时 , 了 是 极 小 的 ， 
证 明 ”经 简单 的 计算 得 到 ， 
igip= EB—G+208. 
这 就 证 明了 引 理 的 第 一 部 分 。 此 外 , zw 十 Zw 一 0 的 充 要 条 件 是 
名 (名 )-- 如 ( 够 )， 厅 (器 )-- 面 ( 臣 ) 
高 ( 医 )- 一 而 ( 莫 ) 
这 就 给 出 对 gi, pa pa 的 Cauohy-Riemann 方程 的 一 半 ， 而 另 一 
半 是 自动 满足 的 , 这 就 证 明了 肝 w 十 了 w==0 必须 且 只 须 pa ga 种 
gs 是 解析 的 .证 毕 . 


例 8(Soherk 极 小 曲面 ) 这 是 由 下 面 的 方程 给 出 的 ， 


wlu, 0) ~ (arg 0%, arg 1 log 二 )， 


居 土 ,大 土 % 
其 中 《=w 十 io，arg5 是 5 的 幅 角 ( 实 轴 与 5 所 成 的 角 ). 
容易 算得 , 
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arTg 这 — tan 


2u 
2 十 人 5 一 十” 
十 4 - — 2 
erg Ft ET 
lor (© ti | 工 lop (F011) tv 
.£3—1 2 (U2— V1) dv" 


因此 , 
-O00_ ;0 _ 2 
人 
-4 
9 了 一 丈 ， 
因为 gi 十 p93? 二 0 和 pl，9a，gs 是 解析 的 , 故 瑟 是 极 小 曲面 的 等 
温 的 参数 表示 ， 
从 sy 和 % 的 表示 式 容易 看 出 ， 
z=1opg C08Y 


COSm 

这 个 式 子 表明 ，BSocherk 曲面 定义 在 如 狠 8-46 所 未 的 棋盘 状 
的 图 案 上 (除去 这 些 正方 形 的 顶点 , 实际 上 它 对 应 曲面 上 的 竖立 的 
直线 ) . 

极 小 曲面 也 许 是 微分 几何 中 研究 得 最 多 的 曲面 ， 我 们 只 是 稍 
微 接 触 了 一 下 这 个 题材 . 下面 列 出 的 是 一 本 很 容易 读 的 入 门 书 ， 
R. Osserman, A Burvey of Minimal Surfaces, Van Nostrand 
Mathematical Siudies, Van Nostrand Reinhold, New York, 
1969. 极 小 曲面 理论 已 发 展 成 为 微分 几何 的 一 个 内 容 丰 富 的 分 支 ， 
对 其 中 的 一 些 有 趣 和 不 平凡 的 问题 仍 一 直 在 进行 研究 ， 它 与 复 解 
析 函 数 和 偏 微分 方程 有 深入 的 联系 ， 极 小 曲面 理论 和 其 它 漂亮 的 - 
理论 一 样 具有 迷人 的 性 质 ; 它 的 结果 既 易 于 见 到 和 想象 , 却 又 难于 
证 明 。 为 给 读者 增加 一 些 对 这 一 主题 的 兴趣 , 我 们 在 结束 这 个 简 
短 揭 讨论 前 不 加 证 明 地 叙述 下 面 一 个 引 人 注 目的 结果 . 

定理 (Osserman) 设 SCRs 是 Rs 中 的 正则 的 ， 闭 的 (作为 
Rs 的 子 集 ) 极 小 曲面 , 且 非 平面 ， 则 Gauss 映照 本. 5S>5” 的 像 在 
球面 8 中 是 稠密 的 ( 即 ， 对 S? 中 的 任 一 点 ， 都 有 与 它 任意 接近 的 
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图 345 Scherk 的 曲面 


NW(S) cS 中 的 点 ). 

这 个 定理 的 证 明 可 以 在 上 面 所 引 的 Osse 
事实 上 , 这 个 定理 在 它 应 用 于 完备 曲面 站 
可 类 上 这 个 曲面 时 是 稍 强 一 些 的 , 关于 完备 
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习 题 


， 证明 : 正 螺 面 (参看 $ 3-5, 例 3) 是 直 纹 面 , 它 的 腰 曲 线 是 s 轴 ， 分 布 参数 
是 常数 . 
， 证 明 ; 在 旋转 双 曲 面 2?+y? 一 ”一 1 上 ,半径 最 小 的 纬 圆 是 腰 曲 线 ， 母 线 
与 它 交 成 定 角 , 分 布 参数 是 常数 . 
. 设 w TI>8cRs 是 正则 曲面 83 上 的 一 条 曲线 ， 考 虑 由 直线 族 {a()， 
NG)} 生 成 的 直 纹 面 ， 其 中 NC 引 是 曲面 在 a(t) 的 法 向 ， 证 明 ; ac 
是 中 的 曲率 线 的 充 要 条 件 是 这 个 直 纹 面 是 可 展 的 . 
， 假设 非 柱 面 的 直 纹 面 
Xt, V)=at) + ot), [wl|=1 

是 正则 的 。w( 妇 和 w(ts) 是 并 的 两 条 母线 的 方向 , 上 且 (hy, 01), X(t 
29) 是 这 两 条 母线 的 公 垂 线 的 重 足 ， 当 t93 抽 时 , 这 些 点 趋 于 一 点 zt 
蕊 .为 决定 (加 57) 证 明 下 列 结论 ; 
a， 公 垂 线 的 单位 向 量 收敛 于 曲面 在 (如 9) 一 个 单位 切 向 量 . 总 之 ， 在 

(ty 9), Cw hw, N=0. 
b. v=—((@', w/w', w)). 

所 以 , (fa 9) 是 通过 和 碳 的 母线 的 中 心 点 ,这 就 给 出 了 爵 曲 线 的 另 一 个 

几何 解释 (假定 非 奇 异 ). 
. 直 辟 锥 面 是 直 纹 面 ， 它 的 母线 与 一 个 不 与 准 线 qa: I->R? 相交 的 定 轴 
* 垂直 相交 ， 
a. 给 出 直 劈 锥 面 的 一 个 参数 表示 , 并 决定 它 不 是 柱 面 的 条 件 。 
b， 给 一 个 非 柱 面 的 直 劈 锥 面 , 并 求 它 的 腰 曲 线 和 和 分布 参 数 . 
- 设 

X(t, v)—at) +owlt) 
是 可 展 曲面 ， 证 明 , 在 正则 点 ， 
(Ns,, ZW) =(N,, X=0. 

并 且 , 沿 固定 的 一 条 母线 (正则 点 ) 可 展 曲面 的 切 平面 不 变 ， 
: 设 S 是 正则 曲面 CCc8 是 5 上 的 正则 曲线 ， 和 且 它 在 每 一 点 的 切 向 都 书 
是 渐 近 方向 。 考 虚 沿 08 的 切 平面 族 的 包 络 ， 证 明 . 经 过 一 点 pE0 的 
母线 的 方向 与 0 在 p 点 的 切 方 向 共 圈 . 
. 证明: 若 Cc8? 是 单位 球面 8* 上 的 纬 圆 , 则 沿 CS? 的 切 平面 族 的 包 络 或 
为 圆柱 面 , 若 C 是 赤道 ; 或 为 匿 锥 面 , 车 0 不 是 赤道 ， 


1208] 第 三 章 ”Gauss 肌 照 的 几何 学 


9. 〈 焦 膨 面 )， 设 &S 是 设 有 抛物 点 或 脐 点 的 正则 曲面 , X: 0 一 5 是 的 参数 
表示 ,使 其 坐标 曲线 为 曲率 线 ( 当 0 充分 小 时 , 这 是 可 能 的 ， 人 参看 8 3-4， 
推论 急 ， 参 数 曲 面 

Ylu, v0)=XCu, oO 十 PINCUL 07， 

ZU, HO)=RY, 人 十 DCU vo), 
称 为 忌 (Z) 的 焦 曲 面 (或 2 Z 的 中 心 曲 面 ,其 中 pi 二 1/ 各, ps 一 /Ky 这 
个 名 称 的 来 源 是 由 于 , 例如 ,Y(w 人 是 在 六 (ww 们 的 对 应 于 主 曲 率 及 的 
法 截 线 的 密切 圆 的 中 心 (参看 § 1-6, 习题 红 ). 证 明 : 
a. 若 (%1)s。 和 《ka)。 处 处 不 为 零 , 则 了 和 是 正则 的 参数 曲面 . 
b. 在 正则 点 , 对 应 于 XCD) 的 主 方向 的 焦 曲 面 上 的 方向 是 共 轿 的 ， 这 就 

是 说 ,例如 ,对 所 有 的 (w *) E 0, 了, 和 了 ,是 了 (加) 中 的 革 应 向 量 ， 


3-46 焦 曲 面 的 作 图 


6. 焦 曲 面 了 可 以 构造 如 下 : 考虑 (UV) 上 的 曲率 线 且 (u, 常数) 沿 曲线 
民 4w 常数 ) 民 (的 法 线 生成 一 可 展 曲 面 ( 参 署 习题 3)。 这 样 的 可 展 


10. 


11. 


12. 
13, 


35 直 纹 面 和 极 小 曲面 [209] 


曲面 的 腰 曲 线 在 了 (CD) 上, 且 当 六 (w, 常数 ) 描 出 和 (DZ) 时 ， 这 曲线 就 
描 出 了 (0) (图 3-46). 
例 4 能 被 推广 如 下 ， 一 个 单条 数 可 微 平面 族 {a( 让 ，N()} 是 一 个 对 应 ， 
对 每 一 个 te I 对 应 一 点 a(t) € Ra 和 一 个 单位 向 量 NGC)E Ra 目 使 a 
入 是 可 微 的 映照 ， 平 面 族 {0(3), NG)} GE 站 称 为 切 平 面 族 ， 如 果 
对 所 有 的 ET，ow( 办 于 0 人 的 地 0 日 a’ N (1)7==0. 
a. 证 明 : 一 个 可 微 的 单 参数 切 平面 族 {2(?)，N (8)} 决定 一 个 可 微 的 单 
参数 直线 族 {a( 引 ,CN A /V1}, 它 生成 可 展 曲面 


Xs, WD)=alt) 46 () 
曲面 (*) 称 为 切 平面 族 {o《t)，N( 引 } 的 包 络 ， 

b， 证明, 车 对 所 有 的 t€E lw 《四 ACNG)AN'G)) 关 0， 则 包 络 (*) 在 
2 一 0 的 邻 域 中 是 正则 的 , 旦 邓 在 (t, 0) 的 单位 法 向 量 是 N《8). 

c. 设 4=als) 是 Rs 中 的 参数 曲线 ,s 是 弧 长 , 4 的 曲率 Cs) 和 拨 率 zs》 
处 处 不 为 零 ， 证 明 ; 密切 平面 族 {a(s), 8(s)} 是 可 微 的 单 参数 切 平面 
族 , 上 且 其 包 络 是 a(s) 的 切线 面 ( 参 看 § 3-3, 例 5)， 

设 习 =2z( 2) 是 正则 的 参数 曲面 。 的 平行 曲面 是 参数 曲面 

Yu, 0)=ZX(, 0) 十 QTN CU v), 

其 中 4 是 常数 . 

&. 证 明 : 

Y,AY,=(1—2Hat Ka (X,AX,), 
其 中 下 和 五 分 别 是 的 dauss 曲率 和 平均 曲率 . 
b. 证 明 , 在 正则 点 ,了 的 Gauss 曲率 是 
TE 
了 的 平均 曲率 是 
五 一 开 Q 
1—2Ha+Ko* 
ce， 车 曲面 有 常数 平均 曲率 o 关 0 并 考 虚 距 为 1/20 的 平行 曲面 . 证 
明 . 这 个 平行 曲面 有 常数 dauss 曲率 40. 

证 明 : 不 存在 紧 致 的 ( 即 , 在 只 3 中 有 界 的 和 闭 的 ) 极 小 曲面 ， 

a. 设 8 是 没有 脐 点 的 正则 曲面 ,证 明 ; 5 是 极 小 曲面 的 充 要 条 件 是 
Gauss 映照 W: 3S->82 对 所 有 的 pe 和 所 有 的 wi, ws € 了 pls), 满足 

(ANp(%01), GNgC1w3)) wipy— ACPD) CW1, Wa) p» 
其 中 A(p) 交 0 是 仅 依赖 于 2 的 一 个 数 . 
b. 设 开 ;OU-~>83? 是 单位 球面 57 的 用 (6,p) ED 给 出 的 一 个 参数 表示 , 其 
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中 6 是 余 纬度 (参看 8 3-2, 例 也 , 2 是 由 6 决定 的 纬 圆 的 弧 长 ， 考虑 
a 中 的 极 小 曲面 3 的 一 点 2 的 邻 域 了 ， 使 入 ，S 一 B53 限制 在 VV 上 是 
微分 同 胚 (因为 (9p) 二 det(4Ns) 关 0， 由 反 活 数 定理 ， 这 样 的 VY 存 
在 )， 证 明 :， 参数 表示 了 = 六 一 X: 7 一 8 是 等 温 的 (这 就 给 出 在 没有 
平 点 的 极 小 曲面 上 引入 等 温 参 数 的 方法 ). 
和 .车 两 个 可 微 函 数 f,， 9: U0 CR?->R 满足 Cauchy-Riemann 方程 
af_2 51__ 2 


容易 看 出 ， 它 们 是 调和 的 ; 在 这 种 情况 , f 和 .29 称 为 调和 共 辊 的 。 设 和 和 
了 是 极 小 曲面 的 等 温 的 参数 表示 ， 且 它们 的 分 量 函 数 是 成 对 地 调和 共 
示 , 则 及 和 了 称 为 共 轿 的 极 小 曲面 ， 证明: 
a， 正 螺 面 和 县 链 面 是 共 轿 的 极 小 曲面 . 
b， 给 定 两 个 共 固 的 极 小 曲面 和 了 ,对 所 有 的 iE R, 曲面 
Z=(c08)X+ (Sint)Y (») 
也 是 极 小 的 . 
c， 单 参数 族 (*) 的 所 有 的 曲面 有 相同 的 第 一 基本 形式 : 
B= (Ku, Ku) = Yo, Yo), F=0, G= (%,, $0) = Yu, Yu). 
所 以 ， 任 意 两 个 共 斩 的 极 小 曲 而 能 被 一 个 单 参数 的 极 小 曲面 族 连 接 
起 来 , 且 这 个 族 中 的 曲面 的 第 一 基本 形式 与 无 关 , 


附录 ” 自 伴 随 的 线性 映照 和 二 次 形式 [211] 


附录 自 伴 随 的 线性 映照 和 二 次 形式 


在 这 个 附录 中 , 六 表示 2 维 的 向 量 空间 , 并 赋予 内 积 《'>， 下 
面 所 有 的 内 容 都 容易 推广 到 维 的 向 量 空 间 , 不 过 , 为 简单 起 见 ， 
我 们 仅 处 理 %w=2 的 情形 . 

线性 映照 4. 一 站 称 为 自 伴随 的 , 如 果 ， 对 所 有 的 v, wEV,， 

《Av, Ww = Cy, Aw>. 

注意 , 若 {@1, eo 是 六 的 一 组 标准 正 交 基 , (am ,名 9 一 二 2, 是 

4 对 这 组 基 的 矩阵 , 则 
<Aes, er> —owu= 6, de 一 《de 6) — on 

即 矩 阵 (osy) 是 对 称 的 . 

每 一 个 自 伴随 的 线性 映照 ， 都 有 与 之 相对 应 的 映照 B: 六 x 
一 民 , 其 定义 为 

了 (oo，0) = Aw, wy, 

显然 ,B 是 双 线性 的 ; 即 , 它 对 2 和 都 是 线性 的 ， 此 外 ,和 4 是 自 伴 
随 的 这 一 事实 就 保证 了 B(w, %) 一 BCw, w); 即 , 妞 是 六 上 的 双 线 
性 对 称 形式 . 

反之 ,车 8 是 六 上 的 双 线 性 对 称 形式 , 则 由 <4v, w> 一 B(w, 
9) 就 能 定义 一 个 线性 映照 4; VV 一 ,并 且 , B 的 对 称 性 就 保证 了 4 
是 自 伴 随 的 . 

舅 一 方面 ,对 了 上 的 每 一 个 对 称 的 双 线 性 形式 B, 由 

QV) = BC %), EV, 

就 对 应 斑 上 的 一 个 二 次 形式 @, 并且, 由 


Blu, ) = Qt) Qe) — Qo)], 


B 由 多 @ 完 全 决定 . 
所 以 , 这 就 得 到 了 了 上 的 二 次 形式 和 矿 上 的 自 伴随 线性 映照 
之 闻 的 一 个 11 对 应 . 
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这 个 附录 的 目的 是 ， 证 明 ( 见 下 面 的 定理 ) 对 给 定 的 一 个 自 华 
随 的 映照 4: VV 一 六, 必 存 在 六 的 一 组 标准 正 交 基 ， 使 4 对 这 组 基 
的 矩阵 为 对 角形 。 并 且 , 对 角 线 上 的 元 素 是 对 应 的 二 次 形式 限制 
在 太 的 单位 圆周 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

引 理 ”车 画 数 @(z，2y) 一 ee2-+20oby 十 cy2 限制 在 单位 加 w? 十 
久 = 工 上 在 人 ,0) 有 极 大 值 , 则 2 一 0. 

证 明 将 加 周 w? 十 P=1 参数 化 ; 

m008t, y~ int, tiE (0— 8, 2w— 8). 
于 是 , 限制 在 这 个 圆周 上 , Q 就 变 成 上 的 一 个 画 数 : 
Q(t) =0008 t+ 2b costeint 二 csin32 所 
因为 @ 在 点 人 1， 0) 有 极 大 值 , 故 有 
00 
( 0 20™0. 
因此 , 5 一 0、 证 毕 . 

命题 ”对 给 定 的 六 上 的 一 个 二 次 形式 @, 存在 严 的 一 组 标准 

正 交 基 {e@1, es ,使 得 ,车 4 一 zer+YezEV, 则 
QV) = Mw’ + Ng’, 
其 中 和 和 租 和 分 别 是 @ 在 单位 贺 |v|1 上 的 最 大 值 和 最 小 什 . 

证 明 设 入 是 QQ@ 在 单位 贺 lw|=1 上 的 最 大 值 , ei 是 使 QCei) 
= 和 的 单位 向 量 . 由 QQ@ 在 紧 致 集合 |vw| 1 上 的 连续 性 ,这样 的 
是 存在 的 . 设 6% 是 垂直 于 6 的 单位 向 量 ， 记 %a 一 Q(es)， 现 在 证 
明 , 基 {e, ed} 满 尼 命 题 的 要 求 . 

设 是 与 Q@ 相对 应 的 对 称 双 线性 形式 ,一 ze 十 yes， 则 

QW) = BC, v) = Bwert yes, wet yea) 
一 和 322 十 2024 十 入 at12， 
其 中 2 一 Be ea). 由 引 理 ,0 一 0, 剩 下 来 的 只 要 证 明 Xs 是 Q 在 圆 
(vw|=t 上 的 最 小 值 。 这 可 以 立即 得 到 ， 由 于 , 对 任何 的 b=wei 十 
Ves (23 十 4 一 1), 都 有 
QV) = Nm? + A Ns ?TY 一 和， 
其 中 已 利用 Xs<a， 证 毕 ， 
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向 量 v0 称 为 线性 映照 4: 了 一 的 一 个 特征 向 量 , 如 果 4 
一 Av, 入 为 某 一 实数 ; 入 称 为 4 的 特征 值 ， 

定理 设 4;,F 一 六 是 自 伴 随 的 线性 映照 . 则 存在 了 的 一 组 
标准 正 交 某 {ez, ea}， 使 Ae1 = hie1, 4Aes 一 入 ea( 即 , ez 和 6 是 和 4 的 
特征 向 量 , X: 和 %%s 是 4 的 特征 值 )， 于 是 , 在 基 {e1, ea} 中, 4 是 对 
角形 的 ， 且 对 角 线 上 的 元 素 ja 和 Xs ( 设 为 之 hw) 分 别 是 二 次 形式 
&() 一 《<4v, 2 在 了 的 单位 贺 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

证 明 考虑 二 次 形式 QUo) =《<4v, 必 根 据 上 面 的 命题 存在 下 
的 一 组 标准 正 交 基 {6@, 69j}; 使 Q@(eD) 一 Xa 人 (ea) 一 和 AM 其 中 知 
和 和 Ns 分别 是 @ 在 单位 加 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 所以, 剩 下 来 上 只 要 
证 明 

Ae1= hes, Aes—= N62. 

因为 Bler, ea) =《4er, es> 一 0 (由 下 理 ) 和 es 浆 0， 故 必 有 4e: 
平行 于 6 或 4ei 一 0. 若 4ei 平行 于 后 则 4ei 一 aeit, 又 因为 《4es, 
6 = 和 = 《oei, 9》 一 0, 就 得 到 了 4ei 一 aes 车 4e1 一 0, 则 和 da 一 《4 
61, 61>》 一 0, 亦 有 Ae1 一 0 和 Nie1. 所 以 , 在 任何 情况 都 有 46i 一 Xael. 


利用 
Ble, 63) 一 《4ea ey =0 


和 和 《Aes, 63> —Na, 
同样 的 方法 就 能 证 明 4es 一 Xaes， 证 毕 . 

注 上 面 的 结果 对 %(>> 允 维 向 量 空间 的 推广 , 仅 需 采取 下 面 
的 措施 ， 在 前 面 的 命题 中 , 我 们 选取 Q@ 在 单位 球面 上 的 最 大 值 和 
一 Q(enD) ,然后 说 明 ， 将 @ 限制 在 与 4 垂直 的 子 空间 Fa 上 为 二 次 
形式 Qi, 再 把 Qi 在 Vi 的 单位 球面 上 的 最 大 值 取 为 xs 一 Qi(ea ,并 
如 此 继续 即 可 . 
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$4-1 引 宣 


我 们 在 第 二 章 引 进 了 曲面 驴 的 第 一 基本 形式 ， 并 且说 明了 如 
何 用 它 来 计算 曲面 5 的 一 些 简 单 的 度量 概念 (长度 ， 角 度 ， 面 积 
等 ). 其 要 点 是 ， 一 旦 知道 了 曲面 的 第 一 基本 形式 ， 则 可 以 不 “ 离 
开 ”曲面 来 进行 这 些 运 算 ， 正 因为 如 此 , 我 们 把 这 些 概念 称 为 曲面 
的 内 蕴 量 . 

但 是 ， 上 面 列举 的 这 些 简单 的 概念 并 没有 包罗 由 第 一 基本 形 
式 确 定 的 几何 学 的 所 有 内 容 ， 我们 在 这 一 章 将 要 看 到 ， 曲面 的 许 
多 重要 的 局 部 性 质 只 用 第 一 基本 形式 就 可 表达 出 来 .对 这 种 性 质 
的 研究 就 叫做 曲面 的 内 冀 几 何 ， 这 是 本 章 的 目的 . 

在 $4-2, 我们 将 定义 等 忠 的 概念 , 它 基本 上 是 把 “两 曲面 有 相 
间 的 第 一 基本 形式 ”这 一 直观 的 说 法 严格 化 . 

在 43, 我 们 要 证 明 著 名 的 Gauss 公式 , 它 把 Gauss 曲率 玉 
表示 为 第 一 基本 形式 的 系数 及 其 导数 的 函数 ， 这 意味 着 下 是 一 
个 内 蕴 量 .如 果 我 们 想 一 想 及 曾经 是 用 第 二 基本 形式 来 定义 的 ， 
就 可 知道 Gauss 公式 是 非常 令 人 惊讶 的 事实 . 

在 $4-4, 我们 要 开始 对 内 蕴 几 何 作 一 系统 的 研究 .其 结果 
是 ， 内 药 几 何 可 以 通过 曲面 上 向 量 场 的 协 变 导数 这 一 概念 来 统一 
地 处 理 ， 协 变 导数 是 平面 上 向 量 场 的 普通 导数 的 推广 ,在 这 一 章 
中 , 它 自 始 至 终 起 着 重要 的 作用 . 
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8$ 4-5 用 来 讨论 Gauss-Bonnet 定理 , 局 部 形式 和 整体 形式 都 
讨论 。 Gauss-Bonnet 定理 也 许 是 本 书 最 重要 的 定理 . 即使 课程 
较 短 , 也 应 该 尽量 讲 一 讲 8 4-5. 

在 $ 4-6, 我 们 将 定义 指数 映照 ， 并 利用 指数 映照 引进 两 种 特 

殊 坐 标 系 一 一 法 坐标 系 和 测 地 极 坐 标 系 . 
”在 84-7, 我 们 将 处 理 前 几 节 遗留 飞 来 的 有 关 测 地 线 的 一 些 不 
易 处 理 的 问题 . 例如 , 我们 要 证 明 . 对 曲面 8 的 每 一 点 2 均 存 在 
一 个 邻 域 使 得 这 个 邻 域 是 其 中 任何 点 的 法 邻 域 ( 法 邻 域 的 定义 见 
8 4-6) ， 这 个 结果 及 有 关 的 一 个 结果 在 第 五 章 要 用 到 ， 但 是 在 初 
读 时 ， 承 认 这 些 结果 而 略 去 8347 或 许 更 方便 一 些 ， 我 们 还 要 证 
明 凸 邻 域 的 存在 性 , 但 它 在 本 书 的 其 它 地 方 并 没有 用 到 ， 
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82 避 的 例 工 和 例 2 揭示 了 一 个 有 趣 的 性 质 : 虽然 柱 面 和 平面 
是 不 同 的 曲面 , 但 它们 的 第 一 基本 形式 “相等 ”( 至 少 在 我 们 已 经 考 
崖 过 的 坐标 邻 域 中 ) ， 这 意 昧 着 局 限于 内 蕴 的 度量 问题 (长 度 ， 角 
上 度 , 面积 ), 平面 和 杜 面 的 局 部 性 态 是 一 致 的 . (这 在 直观 上 是 显然 
的 , 如 果 我 们 将 柱 面 沿 一 条 母线 剪 开 , 则 可 以 把 它 铺 开 到 平面 上 ). 
我 们 在 这 一 章 将 会 看 到 ， 正 则 曲面 的 许多 其 它 的 重要 概念 也 只 依 
事 于 上 曲面 的 第 一 基本 形式 , 因此 应 该 包括 在 内 区 量 的 范畴 之 中 . 我 
们 就 来 严格 地 说 一 下 “两 正则 曲面 具有 相同 的 第 一 基本 形式 ”这 名 
话 的 确切 含意 ， 

SS 和 六 将 总 是 代表 正则 上 曲面 . 

定义 1 微分 同 腑 p. S->S 是 等 距 对 应 ， 如 果 对 于 任意 的 
PEN 和 wi, Wa ETo(S), 均 有 

C0, Ways = dpo WW1), Apo CW3) 200y), 

此 时 , 曲面 S 和 六 称 为 是 等 距 的 . 

换言之 , 微分 同 胚 p 是 一 等 距 对 应 , 如果 微分 映照 dp 保持 内 
积 的 话 ， 由 此 可 知 , gz 是 线性 颖 距 映 照 。 即 对 所 有 w ET 了 ,CS), 有 
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TOW) = 00, wy = dp (0), dp 20) Yep ~ To (dpp (1W)). 
到 之, 如果 微分 同 及 p 保持 第 一 基本 形式 , 即 对 所 有 wE TT,(5)， 
ToC%W) 一 了 eco (dgpp (WwW) )， 


则 
2C0s, Wa = Tpit Wa) — Ts (6) — Tr la) 
=— Tp (dpp (W112)) — To Cdgr (01)) 
一 Too (Ape C003) ) 
~—2《dgo (21), dpr C12) >. 
因此 , p 是 等 距 对 应 . 


定义 2 设 让 是 点 pES 的 一 个 邻 域 ， 映照 p. >5 称 为 在 
2 的 局 部 等 绝对 应 ， 如 果 存 在 p(D)ES 的 一 邻 域 了 使 得 wm FF 一 了 
是 等 距 对 应 . 如果 在 S 的 每 点 2， 均 存在 一 个 到 请 的 局 部 等 距 对 
应 ， 则 称 得 面 8 局 部 等 距 于 8 和 六 称 为 局 部 等 距 的 , 如 果 忆 
局 部 等 距 于 S 而 且 S 局 部 等 距 于 人. 

有 显然， 如果 p: SS 是 微分 同 胚 并 且 对 于 S 的 每 点 久 均 为 局 
部 等 距 对 应 , 则 2 是 一 整体 等 距 对 应 .但 也 可 能 出 现 这 种 情形 . 两 
张 曲面 局 部 等 距 , 但 不 是 整体 等 距 , 如 下 例 所 示 . 

例 工 设 z(7) 是 柱 面 的 坐标 邻 域 ， 其 定义 如 8 2-5 的 例 2 所 
述 ( 我 们 已 将 该 柱 面 的 参数 表示 x 改 成 .2(BR2) 是 82-56 例 1 所 
述 的 平面 ， 上 映照 一 zeg-: 是 一 局 部 等 距 对 应 ， 事 实 上 , 在 柱 面 的 
一 点 2EZ(DZ), 每 个 切 向 量 光 均 为 某 条 曲线 5Cu 人 ,9 有) 的 切 向 
量 , 这 里 (w( 介 , 9( 介 ) 是 在 UCR? 中 的 曲线 因此, w 可 以 表 为 

w=Tu tm 
另 一 方面 , dp(w) 是 曲线 
PIUlt), vO) =2 uD, v0) 
的 切 向 量 ， 因 此 , ap (w) 一 ww 十 wov'， 由 于 
R=E, F-F, G=0G, 
所 以 有 
了 (ao) 一 再 (ol TP + )? 
= PA) + + GV ) 
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一 Too dpp (0) ), 

由 此 可 知 , 柱 曾 巡 十 多 一 工 局 部 等 距 于 平面 . 

这 个 等 距 对 应 不 可 能 扩张 到 整个 柱 面 上 ， 因 为 福 面 甚至 不 能 
与 平面 同 胚 。 这 一 结论 的 严格 证 明 会 使 我 们 离 题 太 远 , 但 下 面 直 
观 的 推理 可 以 给 出 证 明 的 思路 ， 平 面 内 的 任何 简单 闭 昌 线 可 以 在 
平面 内 连续 地 收缩 成 一 点 (图 全 蕊 . 这 一 性 质 在 同 胚 对 应 下 肯定 
保持 不 变 . 但 是 ， 柱 画 上 的 纬 圆 (图 4 生 1) 却 不 具有 这 种 性 质 ， 这 
就 否定 了 在 平面 和 柱 面 之 间 存 在 同 胚 映照 的 可 能 性 . 


eg PR 


图 和 41 曲线 CCP 可 以 在 平 画 了 内 连续 地 缩 成 一 点 但 CC8 却 不 行 

在 举 和 更 多 的 例子 以 前 , 我 们 要 推广 上 述 的 推理 , 从 而 得 到 在 局 
部 坐标 中 判定 局 部 等 距 的 准则 . 

命题 1 假定 存在 参数 表示 w US 和 ZU->5 使 得 加 ~ 如 ， 
了 一 也, G = 日， 则 映照 p 一 Zov"!, zw(0) 一 5 为 一 局 部 等 距 对 应 . 

证 明 设 pEw(0) 及 wETp(A). 则 2 是 曲线 sa 人 本) 在 她 0 
的 切 向 量 , 其 中 ab 引 = (wl 介 , v09) 是 U0 中 的 一 条 曲线 .因此 ,在 
t 一 0, Ww 可 以 家 为 

WwW = Wu | voy. 
根据 定义 ， 向 量 dps(w) 是 曲线 zo2Tow(al)) 的 切 向 重 。 即 曲线 
wlalt)) 在 t=0 的 切 向 量 ( 图 4-2). 
因此 , 
dpys(W) 一 wu Woy’, 

由 于 


L218] 第 四 章 ”曲面 的 内 董 几 何 学 


图 2 


To WwW) — BEBO) FT2FwY TO"), 
To (dpy (210)) = EB) +2IPYY + Gv)’, 
所 以 ,对 所 有 pEw(U) 和 所 有 wE 了 TCS), 均 有 
To CW) = To dps (ww) ). 
因此 ,92 是 户 部 等 距 对 应 .证 毕 . 
例 2 设 心 是 一 旋转 面 ， 并 设 5 的 参数 表示 (参见 8 2-3 例 
甸 为 
of( 4) 一 (人 了 (coguw， Ftv)sinu, 9g(o))， 
G<9s0，0 一 <<2xr， 丰 0) 二 0. 
8 的 第 一 基本 形式 关于 参数 表示 a 的 系数 为 
B=(f(%)), F=0, 他 一 (六 )2 To))2. 
特别 地 , 悬 链 线 了 一 coshy， 2 一 0， 一 oo<4<oo, 的 旋转 面 有 
下 述 参 数 表 示 ; 
wu, 9) 一 (6 coBh wv cosw， a cosh v sinw, ao) ， 
0<w<2rm, —00<Y< 00, 
对 于 上 述 参数 表示 , 曲面 的 第 一 基本 形式 的 系数 为 
加 一 aacosh20， 玉 一 0， 好 一 本寺 十 ginh?v) 一 acosh3ay 


此 旋转 面 称 为 悬 链 面 ( 见 图 43)， 
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, Yy 
2 人 


图 43 县 链 面 


我 们 将 证 明 乃 链 面 局 部 等 距 于 正 螺 面 ( 2-5 例 3). 
正 螺 面 的 一 种 参数 表示 为 
1Z(UL，9) = (V0, VSiny, gu), O<U<2Ir, — LD<0., 
让 我 们 选取 下 列 人 参数 变 换 ， 
Uy, T=annhy, 0<u<2m, 一 co<<oo， 
这 个 变换 显然 是 1~1 的 , 而 且 Jacobi 行列 式 
7 
日 (ww，9) 
处 处 不 为 零 ， 因 而 , 正 螺 面 的 一 种 新 的 参数 表示 为 
不 Co 急 一 (sinhooosw， osinh ow siny, ou), 
相应 的 第 一 基本 形式 的 系数 为 
Ee=g 08hy, Fe0, G = 000sh’*w, 
利用 命题 工 可 以 得 到 是 链 面 和 正 辊 面 局 部 等 距 的 结论 . 
图 年 4 给 出 如 何 进行 等 距 对 应 的 几何 思想 . 它 把 正 螺 画 的 
“一 转 ”( 对 应 于 坐标 邻 域 0<vY<<2o) 肌 成 除去 一 条 子午 线 的 基 链 
而 . 


一 0 C0Shy% 
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Cc) \D 


zy > 人 
rs 人 
ene zy ws "i 
re 

~ 


2 


(9) 
44 正 螺 面 到 大 链 面 等 距 变 形 的 过 程 


注 1 正 螺 面 和 医 链 面 的 等 距 对 应 在 第 三 章 已 经 出 现 过 ， 那 
里 是 从 极 小 曲面 的 角度 考虑 的 ; 参考 8 3-65 习题 14. 

例 3 我 们 将 证 明 单 叶 锥 面 ( 去 掉 顶 点 ) 

z= + hot, (wv, y) (0, 0), 

局 部 等 距 于 平面 ， 其 想法 是 证 明 锥 面 去 掉 一 条 母线 可 以 展 成 平面 
的 一 部 份 . . 

设 UCR? 为 开 集 , 其 极 坐标 4o， 纺 满足 

0<p<oo,，0<0<2msnoi 

其 中 2a(0<<2a<wm) 是 锥 顶 角 ( 即 ctga= 有 加， 并 设 映射 HU 一 RR* 
《图 4565) 为 


[222] 第 凹 章 ” 曲 商 的 内 蕴 几 何 学 


图 45 


Flp, 0) ~ (psin aoos( 0—), psinasin( 和 
显然 , RD) 包含 在 锥 面 内 , 因为 
kt = 0tga\ pgginga = poosw 一 2 
更 进一步 , 当 0 变化 范围 为 (0, 2msinom , 则 bsinaw 的 变动 范围 为 
《0, 2m) 因此, 锥 面 的 所 有 点 除去 母线 和 =0 均 被 厂 (U) 槛 盖 . 

容易 检验 了 和 dF 在 0 中 是 1-1 的 ;因此 ,五 是 UU 到 除去 一 条 
母线 的 锥 面 的 微分 同 胚 . 
现在 , 我 们 来 证 明 允 是 等 距 对 应 ， 事 实 上 , C 可 以 看 成 为 一 正 
则 曲面 , 其 参数 表示 为 
xz(p, 0) = (peos0, psinb, 0), 0<p<o%, 0<0<2n 8ina, 
U 对 于 上 述 参 数 表 示 的 第 一 基本 形式 的 系数 是 
Fe1, F=0, Gp 
另 一 方面 , 锥 面 的 第 一 基本 形式 关于 参数 表示 Fow 的 系数 是 
Ha1, P=0, G=p. 
由 命题 可知, 了 是 一 局 部 等 距 ， 
注 2 我 们 知道 在 曲面 8 上 可 以 只 用 第 一 基本 形式 来 计算 曲 
组 的 长 度 ， 这 一 事实 允许 我 们 对 & 上 的 点 引进 “内 蕴 ” 距 高 的 概 
念 . 大 体 上 说 , 我 们 定义 8 上 两 点 间 的 (内 蔓 ) 距 离 4(2, 9) 为 S 
上 连结 2 和 4 的 曲线 的 长 度 的 下 确 界 ， (我们 要 在 85-8 详 细 地 


, POOSm)., 
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说 明 .) 这 一 距离 显然 要 大 于 或 等 于 2 到 9 的 Rs 中 的 距离 jp 一 9| 
(图 4-6)， 我 们 将 在 习题 3 中 证 明 距 离 4 在 等 距 对 应 下 保持 不 
变 ， 也 就 是 说 ， 如 果 wo S->5 是 一 等 距 对 应 ， 则 对 于 Pp, 9€ 5S， 有 
Up, 9) =a(9(p), p(q)). 

正则 曲面 的 等 距 对 应 是 关于 度量 
性 质 的 很 自然 的 等 价 性 概念 。 正 如 从 
可 微 性 的 观点 考虑 ， 微 分 同 胚 的 曲面 
看 成 是 等 价 的 一 样 ; 从 度量 的 观点 来 
看 , 等 距 的 曲面 也 是 等 价 的 . 

”在 研究 曲面 时 ， 也 可 以 定义 其 它 人 

类 型 的 等 价 性 ， 对 于 我 们 来 说 , 微分 同 胚 和 等 距 对 应 是 最 要 紧 的 . 
但 是 ,在 讨论 某 些 与 复 变量 的 解析 函数 有 关 的 问题 时 , 引进 共 形 等 
价 也 是 重要 的 ， 我 们 现在 就 来 简 要 地 说 一 说 . 

定义 8 微分 同 胚 p; 8 一 六 称 为 共 形 映照 , 如 时 对 所 有 PpES， 
iacE To(09) ,我 们 有 

《dgpy (VD) , Gpy (了 9)> 一 2 (2) 《V1, Yap, 

其 中 知 为 8S 上 处 处 非 零 的 可 微 函数 | 这 时 曲面 S 和 六 称 做 是 共 
形 的 从 pp 点 的 邻 域 到 瑟 的 上 映照 p，V>5 称 为 Dp 点 附近 的 局 
部 共 形 上 映照， 如 果 存 在 V( 人 的 邻 域 了 使 得 Pr, o>w 是 共 形 缺 照 , 
如 果 对 于 每 点 pES, 均 存在 一 个 p 点 附近 的 局 部 共 形 映照 则 称 曲 
面 B 局 部 共 形 于 评 . 

上 述 定义 的 几何 意义 是 共 形 映照 保持 角度 (不 一 定 保持 长 
度 ) 事实 上 , 设 w I>S 和 B.I->5 是 5 的 二 条 曲线 , 交 于 #0. 
在 t=0 处 的 夹 角 为 | 


-<%, B> 
OO08 人 Tenha5T， 0<0 芝 俩 ，。 


共 形 映照 p. S$->5 把 这 些 曲 线 映 成 曲线 pea, I->5 和 gop. TI->5, 
它们 交 于 1 二 0, 其 交角 6 为 


7 《dp(o)， dp(B)> _ Ne, BY 
oon0 ~ Jager {agus dT™ wl taT 0 
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结论 得 证 . 

不 难 证 明 上 述 性 质 表示 了 局 部 共 形 映照 的 特征 (习题 14)， 

下 面 是 命题 1 在 共 形 映照 时 的 类 似 命 题 ,其 证 明 也 留 作 习 题 . 

命题 2 设 w.0->S, zw.U>5 汶 参 数 表示 使 得 BB 二 NE,F= 
3, G= 和 2G 在 U 中 成 立 ， 这 里 加 蚌 在 DU 中 处 处 非 零 的 可 微 函 
数 ， 则 映照 9 一 zow-,w(U) 一 S 是 一 局 部 共 形 映照 . 

容易 置 出 , 局 部 共 形 性 质 是 一 锋 价 关系 ; 也 就 是 说 , 如 果 51 局 
部 共 形 于 Ss 日 Ss 局 部 共 形 于 5s, 则 5 局 部 共 形 于 Bs. 

共 形 缺 照 的 最 重要 的 性 质 是 下 面 的 定理 ， 但 我 们 将 不 予以 证 
明 . 

定理 ”任何 两 个 正则 上 曲面 是 局 部 共 形 的 . 证 明 的 根据 是 , 正 
则 曲面 的 任何 虚 的 一 个 邻 域 有 一 参数 表示 使 得 第 一 基本 形式 的 系 
数 为 

B=M(w, >0, F~0, G=%W(w, 9). 


这 种 坐标 系 叫 做 切 温 坐标 一旦 假设 了 王 则 曲面 如 的 等 温 坐 标 
系 的 存在 性 , 则 & 显然 局 部 共 形 于 平面 , 根据 复合 映照 性 质 ， 可 以 
局 部 共 形 于 任何 其 它 的 正则 曲面 . 

在 任何 正则 曲面 上 存在 等 温 堂 标 系 的 证 明 是 很 细致 的 ， 这 里 
不 说 它 了 ， 感 兴趣 的 读者 可 以 查看 L. Bers, Riemann Surfaces, 
New York University, Ingstitute of Matheomatioal Soience, New 
York, 1957~1958, pp. 15~85[ 注 J]. 

注 8 等 温 参 数 表 示 在 第 三 章 有 关 极 小 曲面 的 内 容 中 已 经 出 
现 过 ， 参 考 § 3-5 的 命题 2 及 习题 18. 


习 题 
1， 设 觅 沼 FP.UCR?->R3 为 
[ 注 ] 也 可 参看 际 省 身 (S. B. Chern) 的 文章 “An elementary Proof of the 


existence of isothermal Parameters on a ‘surface”, Proc. AMBS, 6(1955) ， 771~ 
782, 
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Flu, WV) = (8in cosv, wsin gsin wv, weos oo), 
(Cu, ) EU={(C, 0 E Ru >0}, o= 常数 , 
a. 证 明 玉 是 UV 到 锥 面 C 的 局 部 微分 同 胚 ， 锥 面 0 的 项 点 为 原点 ， 锥 
项 角 为 2a. 
b. 了 是 局 部 等 距 对 应 吗 9 


2. 证 明 命 题 1 的 “ 逆 ”. 设 9: 9 是 等 距 对 应 , 且 0>8 为 pE 8 附近 


*3. 


"6, 


的 参数 表示 , 则 z 一 pz 为 p(p) 附 近 的 参数 表示 且 B= 器 , 了 F=f, G = 
&. 

证 明 ， 微 分 同 胚 9: S->3 为 等 距 对 应 的 充 要 条 件 是 3 上 任何 参数 曲线 
的 弧 长 等 于 Pp 下 的 像 烛 线 的 弧 长 . 


. 利用 球 极 投影 (参见 § 2-3 习题 16), 证 明 球 面 届 部 共 形 于 平面 , 
、 设 ot TI 一 Ra cz;I>R? 是 正则 参数 曲线 , 其 参数 为 统 长 ， 假 设 a 的 曲 


率 牛 和 as 的 曲率 向 满足 丰 (C9) = 二 X3(5) 于 0, SETI. 念 

zm1(8, V)=018) + vod), 

2a(3， 人 一 oa(S) 二 vaa(S) 

为 它们 的 (正则 切线 面 ( 参 才 8 2-3 例 四 且 令 玉 为 (90, v0) 的 一 个 邻 
域 ,使 得 v1(v) CR3,z2(v) CCR? 是 正则 曲面 (参看 § 2-3 命题 3). 证 明 : 
zp1om3 1 va(V)>W1CV) 是 一 等 距 对 应 . 
设 a: I>R3 为 一 正则 参数 曲线 ,其 曲率 夫 生 0, i€E TI， 令 zlt, 人 为 它 
的 切线 面 。 证明: 对 每 点 (to, %) E Tx (R 一 {0}) 均 存在 (to, v0) 的 一 个 
邻 域 bo 使 得 *(v) 等 距 于 平面 的 一 个 开 集 . “因此, 切线 面 局 部 等 距 于 平 
面 .》 


， 设 了 和 了 丈 为 (有 孔 维 ) 向 量 空间 , 其 内 积 记 作 《, > 并 设 天 了 一 殉 为 线性 


了 映照， 证 明 : 下 列 条 件 等 价 ; | 
a. 对 所 有 wa v2EV 有 LC00); FC(00))》 二 《v1 V9). 
. 对 所 有 wvEV, |F(2)|==]v|. | 
.车 {ew …; en} 为 让 的 标准 正 交 基 ， 则 {PCV1), ;了 (vw)} 为 到 的 
标准 正 交 基 . 
d. 存在 了 的 一 组 标准 正 交 基 {wy，…, vw} 使 得 {C1)，…, 到 (wo)} 为 
WwW 的 标准 正 交 基 . 
车 上 述 条 件 中 的 任何 一 个 被 满足 ， 则 称 画 为 了 到 琴 的 线性 等 距 对 应 。 
( 当 厂 =, 线性 等 距 对 应 常 叫 作 正 交 变 搞 ,》 


Qo 


*8，、 设 上 映照 G. 民 ->R? 适合 


16(2) G0)|=12~al, Vp, 9E Rs. 
《也 就 是 说 ,G 是 保 距 映照 )， 证 明 ; 存在 Po€ Re 和 向 量 空间 Ra 的 -- 线 
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性 等 距 对 应 了 (参见 习题 7) 使 得 对 所 有 Pe Ru 
GP)=F(P)+P,. 
9. 设 8 8 和 8s 为 正则 曲面 ， 证 明 : . 
8. 若 q; 91 一 83 为 等 距 对 应 , 则 p ;8381 也 是 等 距 对 应 . 
b. 车 p; S1->S2, 由 SxSs 是 等 距 对 应 , 则 op; Si1>Ss 是 等 距 对 应 、 
这 表明 正则 曲面 8 的 等 距 对 应 自然 构成 一 个 群 , 叫 作 S 的 等 距 群 . 
10. 设 5 为 旋转 面 , 证 明 : 关于 旋转 轴 的 旋转 是 8 的 等 距 对 应 . 
*11. a. 设 SC Rs 为 正则 曲面 并 设 f: Rs->R3 为 Ra 的 保 距 映照 (见习 题 8) 
使 得 (8S)cS， 证 明 ; 限制 在 信 上 是 8 的 等 距 对 应 . 
b. 利用 上 题 证 明 : 单位 球面 吧 十 凤 十 8 一 工 的 等 距 群 (见习 题 10) 包含 干 
R3 的 正 交 线性 变换 群 内 (实际 上 一 致 ; 见 8 4-4 的 习题 33). 
c. 举例 说 明 存 在 等 距 对 应 p: Si->83， 它 不 能 扩张 为 保 距 映照 已 只 3-> 
R3. 
*12. 设 0={《zx, y, 8) € RS 2 十 = 二 为 圆柱 面 ， 构 造 一 等 距 对 应 9: CO 
CO 使 得 p 的 不 动 点 集 , 即 , 集合 {PE 0;p(P)=P} 恰 好 为 两 个 点 ， 
13. 设 和 歼 为 有 限 维 向 量 空间 ， 其 内 积 为 《,》， 设 GV 一 丈 为 线性 映 
照 ， 证 明 下 列 条 件 等 价 . 
a. 存在 实 常 数 和 和 0 使 得 
《GC01), GV9)) = M0 v2) 
对 所 有 1,22E 了 成立 . 
b. 存在 实 常数 4>0 使 对 任意 wE 下 有 
1GCo7 | 一 人 21. 
c. 存在 了 的 一 组 标准 正 交 基 {v1 …， vn} 使 得 {G(onD，…，G(o)} 是 
下 的 正 交 基 . 而 且 向 量 G(w)，; 一 二 …， + 的 长 度 相等 (去 0). 
车 上 述 任 一 条 件 被 满足 , 则 G 叫 作 线 性 共 形 映 照 (或 相似 映照 ). 
14. 我 们 称 可 微 映照 p: S15 保 角 ， 如 果 对 每 个 p& Si 和 每 组 内 we ET。 
《51) 有 


cos(v1, 02) =eos(dpp(01), AppCw9)). 
证 明 : 9 是 局 部 共 形 映照 的 充 要 条 件 是 m 保 角 . 
16. 设 p: R?>R? 由 92 幼 一 CU(o， 幼 ， v(z, 殷 ) 确 定 , 其 中 必 和 了 是 可 微 
函数 适合 CQauchy-Riemann 方程 


Ws = vy, Uy — Va, 
证 明 : gp 是 从 R? 一 外 到 R? 的 局 部 共 形 映照 , 其 中 8= {x 2) € R?; wi 十 


w= 0}. 
16. 设 m UCR?>R, 其 中 


“17. 


18， 


19. 


. 设 m ICR2->S 为 旋转 面 8 的 参数 表 
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U={(0, p)€E R20<0<m, 0<Pp<3rh}， 
w(0, 9) = (gin Ocos gp, sing sin p, co8 0), 
为 单位 球面 82 的 参数 表示 ， 设 
log te 人 (到 9)=w P=, 
证 明 ; 坐标 邻 域 2(0)=V 有 新 的 参数 表示 
yu, 人 一 (seenhwcoso， sechw sinwv, tanh +4). 
证 明 ; 对 于 参数 表示 y, 第 一 基本 形式 的 系数 是 
B=G=sech’u, F=0. 
因此 , :了 cS3->R? 是 一 共 形 映照 ， 它 把 8? 的 子午 线 和 纬 线 映 成 平 
面 的 直线 ， 这 叫 作 Mercator 投影 . 
考虑 单位 球 上 的 一 个 三 角形 ， 它 的 边 为 斜 驶 线 ( 即 与 子午 线 的 交角 为 党 
数 的 曲线 ; 参看 8 2-5 的 例 和， 并 且 三 角形 不 包含 南北 极 。 证明: 这 样 
的 三 角形 的 内 角 和 为 w， 
微分 同 且 gp: 8->5 称 为 保重 积 映 照 ， 如 果 任 意 区 域 RCS 的 面积 等 于 
p(B) 的 面积 证明; 如 果 9? 既 保 面 积 又 共 形 , 则 9 为 等 距 映 照 . 
设 嫩 一 {(z) 纺 拉 E 民 当 22 十 名 十 如 一 二 为 单位 球 . C= 二 {(z, 8) € RS 
22 十 妇 一 车 为 外 切 圆 柱 面 。 设 映 照 p: 8S? 一 {C0, 0, 1) U (C0, 0, 一 了 DD}= 
2 一 C 
其 定义 如 下 ;对 每 点 PE 用 ， 过 也 点 且 算 直 于 03 的 直线 交 0G3 于 点 
q. 令 1 为 从 gq 出 发 且 包 含 p 的 射线 (图 4 7). 定义 p(P)=C NL 
证 明 ; 9 为 保 面积 微分 同 胚 . 


不 :: 
zu%, VU)=(f(V)008%, Flv)sinu, 
gCo)), fv) >0, 
U={(u, v) ER’ 0<u<2n, oa<v<d}. 
aa 证明; 映照 wo: UR? 
一 VU (g WY’ 
pW 0) =(w DS do) 


是 局 部 微分 同 胜 . 

b. 利用 上 题 证 明 旋转 曲面 8 局 部 共 形 于 平面 ， 并 可 使 得 每 一 局 部 共 形 
映照 6 了 CS—>R? 把 邻 域 六 的 子午 线 和 纬 线 映 成 0(V)CR? 中 的 正 
交 直 线 。 (注意 这 是 习题 16 的 Mercator 投影 的 推广 )， 

8. 证明: 映照 WU 一 R? 
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bw 0) = FV TT TT do) 


是 一 局 部 微分 同 胚 . 
4.， 利用 上 题 证 明 : 对 旋转 曲面 8 的 每 点 卫 , 存在 邻 域 了 C8 和 保 面 积 映 
照 6. 了 了-> 民 2 


$4-3 ”Gauss 定理 和 相 容 性 方程 


在 第 三 章 ， 通 过 研究 切 平面 在 一 点 的 邻 域内 的 变化 而 得 到 各 
种 性 质 . 为 了 与 曲线 相 类 比 ,我 们 将 在 曲面 上 的 每 点 配 以 一 个 标 
架 ( 类 似 于 了 renet 标 架 ) 并 研究 标 架 向 量 的 导数 . 

通常 表示 正则 可 定向 并 且 已 定向 的 曲面 , 设 w.UCR*>S 
为 与 & 的 定向 相 一 致 的 参数 表示 . 在 zx(U) 的 每 点 可 配 以 一 个 自 
然 标 架 ， 它 由 向 量 ww ze 入 构成、 研究 这 种 标 架 是 本 节 的 主 
题 ， 

利用 基 向 量 {fz，zo WW} 来 表示 向量 卫 。 站。 和 克 的 导数 ， 
我 们 得 到 

ou 一 《再 宇 十 7 于 十 DTN， 
www— Ti + Ti LoN, 
vou Tt Tt LoN, 
woo = Ti Ti LoN, 
Nuy=a1 Xu a To, 
N,=—@s T+ gag To, 
其 中 ww 多 j=1, 2, 已 在 第 三 章 得 到 ， 其 余 的 系数 有 待 确定 ， 系 
数 了 ,$j 五 一 1, 2， 叫 作 有 关于 参数 表示 于 的 Christoffel 并 
号 ， 困 为 wo=zou 所 以 有 THa=73 和 273 =73 也 就 是 说 ， 
Ohristoffel 符号 关于 下 标 是 对 称 的 . 

将 (了 的 前 四 个 关系 式 与 六 作 内 积 ， 我 们 立刻 得 到 Die, 
= 了 一 f， Ls 一 g, 这 里 e, f, g 是 5 的 第 二 基本 形式 的 系数 . 

为 了 确定 Christoffel 符号 ， 我 们 将 前 四 个 关系 式 与 w%。 和。 
作 内 积 , 得 到 


{DD 


和 43 Gauss 定理 和 相 容 性 方程 L229] 
| THB+IHP- (XTw, XO~— DB 


THF-+ITiG= Xow, Fo = Fo— 3E,, 


I TUR+TYF= CF, FO= 可 
(2) 


TioF + TIG = CK, X= FG, 


| 十 了 多 及 一 《总 光一 五 ,一 0 


pars rae eB, 


注意 上 述 方 程 已 分 成 三 对 ， 并 且 每 一 对 方程 组 的 判别 式 为 
EG 一 F2 取 0、 因此 ， 上 述 方程 是 可 解 的 , 而 且 可 以 用 第 一 基本 形 
式 的 系数 召 , 已 G 及 其 导数 来 计算 Ohristoffel 符号 ， 我 们 将 不 
给 出 75 的 明显 表达 式 ， 因 为 对 于 每 一 具体 的 情形 ， 解 方程 组 (2) 
要 更 容易 一 些 ( 见 下 面 的 例 1)、 但 是 , 共 于 我 们 能 解 方程 组 (2) 这 
一 事实 ， 下 述 推论 是 非常 重要 的 ， 所 有 以 Ohristoffel 符号 表达 的 
几何 概念 及 性 质 均 在 等 距 对 应 下 保持 不 变 ， 

例 1 我 们 来 计算 旋转 面 的 Qhristoffel 符号 ， 旋 转 面 的 参数 
表示 (参见 $ 2-3 例 4) 为 : 

wlw, 9) 一 (Co)o082 osint go f(A0. 
因为 

B=(f()), F=0, G=(fF(%))+ (9 (v))’, 
我 们 得 到 

HN,=0, B=2ff’, 
F,~F,=—0, 
Gu=0, Go=2(f'f"+99"), 

其 中 微 导 表 示 对 5? 的 导数 .方程 组 (2) 的 头 两 个 方程 这 时 就 给 出 


TH=0, T31= 


ff 
Cf 7) + (9 
接 下 来 方程 组 (的 第 二 对 方程 给 出 
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7- 裔 “, T=0. 


pM 


最 后 , 从 方程 组 (2) 的 末尾 两 个 方程 得 到 
jt “十 gg 
/ 2 一 0， Th 
我 们 已 经 知道 , ww ze 入 的 导数 关于 基 {于 。, 革 。, 入 } 的 表 
达 式 仅 涉 及 5 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 ， 要 想得到 这 些 系 
数 的 关系 , 一 种 办 法 是 考虑 表达 式 
(Xow)o— (ww)u—0, 
《总 oo 一 (了 oo=0， 《3) 
Nw— Nvu=0, 
把 人) 式 代 入 ,我 们 可 以 将 上 面 的 关系 式 写 成 
Ai1Xut+ BiXo+OIN=0, 
AsX ut Bo.+OaN =0, (8a) 
As 蔗 ,二 BsXo+OsN=0, 
其 中 4 Bi, Co i=1, 2, 8， 是 召 , 了 ,G9, e, fg 及 其 导数 的 函 
数 . 由 于 下。 了。, WW 线性 无 关 , 因 此 (8a) 意 味 着 存在 九 个 关系 
式 : 
4=0, B,=0, 0=0， i=1, 2, 3. 
作为 一 个 例子 , 我们 来 确定 关系 式 41 一 0, Bi 一 0, 01 一 0” 利 
用 ( 山 式 , 关系 式 (3) 的 第 一 个 可 以 写成 
THRuwt Ti weNot (TH) Xt (TF) oIoteN 
~ Ti 人 mt TiaRou tf Net Tia) ot (Ts)uT, 
+fuN. (4) 
再 利用 (了 ) 式 并 令 对 ,的 系数 相等 , 我 们 得 到 
了 37 二 《27 3- 上 eao9 十 (73)。 
一 了 ia 十 站 ia 和 十 Fesi 十 (3 
将 已 算得 的 au 的 值 代 入 (es 的 计算 参见 $ 3-3) ,得 到 
(Zi 一 (Co 十 7 十 7 一 六 22 一 3 


$4-3 Ganss 定理 和 相 容 性 方程 [2311 


这 里 , 我 们 暂停 一 下 计算 而 注意 这 一 事实 : 上 述 方程 证 明了 下 
面 的 Gauss 定理 . 

绝妙 的 定理 (Gauss) 曲面 的 Gauss 曲率 K 在 局 部 等 距 对 
应 下 保持 不 变 . 

实际 上 如 果 m UCR2>5 为 PES 附近 的 参数 表示 并 且 
9: 了 CS->S 是 在 卫 点 附近 的 局 部 等 距 对 应 ， 这 里 下 Cw(0) 为 了 
的 邻 域 , 则 yzo9 为 S 在 gCP) 附 近 的 参数 表示 .因为 9 是 一 等 
距 对 应 ， 第 一 基本 形式 关于 参数 表示 卫 和 了 的 系数 在 对 应 点 9 
和 ep(o), 9EV 是 一 致 的 ， 关 而 , 相应 的 Ohristoffel 符号 也 相等 . 
根据 方程 (6), 下 可 以 由 给 定 的 参数 表示 下 的 Qhristoffel 符号 确 
定 . 由 此 可 知 ,对 所 有 gEV, K (gq)=K(g(g)). 

上 述 表 达 式 一 一 KK 的 值 由 第 一 基本 形式 的 系数 及 其 导数 确 
定 一 一 称 为 Qauss 公式 .这 一 公式 首先 由 Gauss 在 他 的 著名 的 文 
章 [起 中 所 证 明 . 

Gauss 定理 及 其 推论 被 认为 是 微分 几何 的 最 重要 的 事实 之 
一 ， 暂 时 我 们 只 说 及 下 面 的 推论 . 

在 842 已 经 证 明 过 ， 悬 链 面 局 部 等 距 于 正 螺 面 . 从 Ganss 
定理 可 以 推出 在 对 应 点 的 Gauss 曲率 相等 ， 这 在 几何 并非 显 
然 . 

从 本 质 上 说 , 有 意思 的 是 : 诸如 Gauss 曲率 这 样 的 概念 , 其 定 
义 基本 上 利用 了 曲面 在 空间 的 位 置 ， 但 实际 上 却 并 不 依赖 于 位 置 
而 只 依赖 于 曲面 的 度量 结构 (第 一 基本 形式 ) . 

在 下 一 节 我 们 会 看 到 ， 微 分 几何 的 许多 别 的 概念 也 象 Gause 
曲率 一 样 , 它们 仅 依 操 于 曲面 的 第 一 基本 形式 ， 因 此 讨论 第 一 基 
本 形式 的 几何 (我 们 叫 作 内 蕴 几 何 ) 是 有 意义 的 ,因为 (一 旦 给 定 第 
一 基本 形式 ) 它 可 以 独立 地 发 展 而 无 须 顾 及 包含 曲面 的 空间 ， 

n8 为 了 多 看 到 一 点 几何 的 结果 , 我 们 回 到 前 面 的 计算 ， 令 (4) 
式 中 m 的 系数 相等 , 我 们 看 到 关系 式 41 一 0 可 以 写成 


[ 注 ] 这 一 节 的 其 余部 份 到 第 五 章 之 前 都 不 会 用 到 .如 果 略 去 不 读 ， 习 题 7 和 8 
也 要 省 掉 。 
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(Ti 6o— TH) ot TioTia— Th = PR. (5a) 
取出 方程 (和 中 六 的 系数 ,我 们 得 到 O01 一 0 的 形式 为 
6o 一 九 一 er 十 了 73 一 7 一 9 (6) 


注意 关系 式 (5a) 只 不 过 是 Gauss 公式 (区 的 另 一 形式 ( 当 
F+#0). 

对 (3) 的 第 二 个 表达 式 使 用 同一 过 程 , 我 们 君 到 方程 4s= 0 和 
Bs0 再 次 给 出 Gauss 公式 (5)， 更 进一步 ,Os 一 0 给 出 

fo—g9u—ol tf (7 — Ti) — 97is. (6a) 

最 后 ， 同 样 的 程序 可 用 于 (3) 的 最 后 一 个 表达 式 ， 其 结果 是 Cs=0 
为 恒等式 而 44=0 和 Bes=-0 再 次 给 出 方程 (6) 和 (6a). 方程 (6) 
和 (6a) 叫 作 Mainardi- COodazzi 方程 . 

Gauss 公式 和 Mainardi-Codqaszzi 方程 被 称 为 曲面 论 的 相 容 性 
方程 . 

一 个 自然 的 问题 是 : 在 第 一 基本 形 和 第 二 基本 形 之 间 , 除了 那 
些 已 经 得 到 的 方程 以 外 , 是 否 还 存在 另外 的 相 容 性 关系 式 ? 下面 的 
定理 表明 答案 是 否定 的 换 句 话说 , 通过 逐次 导 微 或 任何 别 的 手 
续 ， 我 们 不 能 在 系数 召 , F, G, e, f, 9g 及 其 导数 之 间 得 到 更 多 的 
关系 式 ， 实 际 上 , 下 面 的 定理 要 更 明白 一 些 , 并 且 断 言 第 一 基本 形 
式 和 第 二 基本 形式 局 部 地 决定 了 曲面 ， 严 格 地 讲 ， 

定理 (Bonnet) 设 召 , fF, G, e, f, g 是 定义 在 开 集 VCR3 
上 的 可 微 函 数 , 恕 >>0 和 G>0. 假设 给 定 的 函数 形式 上 满足 Gauss 
方程 和 Mainardi-Codazzi 方程 ， 并 且 如 G 一 2>>0， 则 对 每 一 点 
2EF 存在 9 的 邻 域 VCF 和 微分 同 胚 w.U 一 了 (U0)CRS, 使 得 正 
则 曲面 z(0) CR 分 别 以 加, 了 了, G 和 和 6, f, 9 作为 第 一 基本 形式 
和 第 二 基本 形式 的 系数 ， 进 而 , 如 果品 连通 并 且 

2, U—>%(U) CR 

是 满足 同样 条 件 的 微分 同 胚 ， 则 在 R* 中 存在 平移 了 和 正常 线性 
正 交 变换 p 使 得 及 一 Topo 剧 ， 

此 定理 的 证 明 可 以 在 第 四 章 的 附录 中 找到 . 

为 了 今后 的 方便 ， 我 们 来 看 一 看 当 灌 标 邻 域 不 含有 脐 点 而 坐 


$ 4-3 Gauss 定理 和 相 容 性 方程 [238] 


标 曲 线 为 曲率 线 时 (FF=0= 有 ), Mainardi-Codazzi 方 程 如 何 简 
化 . 这 时 , 方程 (6) 和 (6a) 可 以 写成 
6o 一 61 ia 一 97 1， 一 IT 一 e 太 3 


考虑 到 了 一 0 意味 着 
7T3=-- 吉 从 ， 她 =- 去 姑 ， 
我 们 得 到 Mainardi-Codazzi 方程 的 形式 如 下 
“(+ 全 0 
o- 全 (全 - 到 Ca) 
习 是 


1. 证 明 ; 如 果 2 为 正 交 参数 表示 , 即 了 一 0, 则 


1 隐 G， 
加 zl + (Ss). } 
2. 证 明 ; 如 果 2 为 等 温 参 数 表示 , 即 了 =G 一 和 Cw,v) 且 五 =0, 则 
K=- 去 40og))， 


其 中 hp 表示 函数 p 的 Laplaoe 算 子 他 多 二 所 多 ,由 此 证 明 ; 当 一 G 
=(Ww 二 全 +0) 且 四 0 时 , 则 玉 一 常数 一 40. 


3. 证 明 : 曲面 


TU, DV)= (ucosv, wv sinv, logu), 
zu, 0) = (Ucogv, usinv, 4), 
在 点 了 (w, 由 和 科 (w, ov) 具有 相同 的 Gauss 曲率 , 但 映照 系 。 已 工 不 丘 
等 距 对 应 .这 表明 Gauss 定理 的 “ 逆 ? 不 成 立 . 
4. 证 明 : 球面 上 任 一 点 的 邻 域 都 不 能 等 距 对 应 到 平面 内 去 . 
5 如果 坐标 曲线 构成 Tehebyshef 网 (参见 §2-5 习题 7 和 8)， 则 了 =G 
一 了 且 五 一 oos0， 证 明 ， 
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6， 利 用 Bonnet 定理 证 明 : 不 存在 曲面 z(w%, 使 得 马 =G 一 1, 一 0 并且 
e=1, g=—1, f=0. 
7. 是 否 存 在 曲面 w=% Cw) 使 B=1, F=0, G=c0g8?w 并 且 e6==c0s?w%， 
f=0, g=1? 
8. 计算 平面 的 开 集 的 Christoffel 符号 ， 
a&a. 用 第 卡 儿 坐 标 . 
b， 用 极 坐 标 . 
对 每 -- 情 形 利用 Gauss 公式 计算 下. 
9， 论证 .下列 曲面 为 什么 两 两 均 不 局 部 等 距 9 
a&. 球面 . 
b. 柱 面 . 
6， 鞍 面 s=s* 一 y 


$§ 4-4 平行 移动 ; 测 地 线 


现在 我 们 要 系统 地 讨论 内 蕴 几 何 ， 为 了 揭示 概念 的 直观 售 
义 , 在 定义 和 解释 时 , 往往 涉及 曲面 的 外 围 空 间 。 然而， 对 于 所 引 
进 的 每 个 概念, 我 们 都 要 证 明 它 仅 依赖 于 第 一 基本 形式 . 

首先 , 我 们 要 定义 向 量 场 的 苏 变 导数 , 它 是 平面 内 向 量 的 通常 
微分 在 曲面 上 的 类 似 概 念 ， 回想 一 下 , 在 正则 曲面 人 的 开 集 Tc 
上 的 一 个 切 向 量 场 是 一 个 对 应 村， 它 把 每 点 DEL 对 应 于 一 个 
向 量 w(p) ET(S)， 向 量 场 刀 在 情 点 是 可 徽 的 ， 如 果 对 曲面 8 在 
2 点 附近 的 某 一 参数 表示 2(w, 四，w 关于 基 {zw, zw} 的 分 量 a 和 
5(W =aX。+5 政 在 p 点 为 可 微 画 数 . ww 在 U0 中 可 微 是 指 w 在 
每 点 pEU 可 微 ， | 

定义 1 设 w 为 开 集 U C8 上 的 向 量 场 . 设 pEU 且 YET(S) 
考虑 参数 曲线 

a (~e, >0, a(0) =p, (0) = 了 . 

并 设 几 人 的 ,4E (一 e, 加 ,为 向 量 场 刀 在 曲线 “上 的 限制 。 将 向 量 
92 (0) 垂直 投影 到 切 平面 (3) 上 ,所 得 的 向 量 称 为 向 量 所 w 对 


于 向 是 在 点 的 各 后 这 个 协 变 导数 记 成 < (0) 或 


$4 4 平行 移动 ; 测 地 线 [235] 


图 和 48 协 变 导数 


(Dyw) (p) (图 4-8). 

上 述 定义 利用 防 的 法 向 量 和 一 :条 在 p 点 与 二 相 切 的 特殊 
曲线 a， 为 了 证 明 协 变 微分 是 一 个 内 蕴 的 概念 并 且 与 曲线 a 的 选 
择 无 关 , 我 们 要 在 曲面 5 在 p 点 附近 的 参数 表示 ww 9?) 下， 给 出 
协 变 导 数 的 表达 式 . 

设 z(w(t), v( 介 ) 一 ml 四) 是 曲线 0 的 表达 式 并 设 

WH =auD, VO)) Rt Lu, vb)) TF 
一 4( 引 及 +b(D)。 
为 克 的 关于 参数 表示 万 (w 人 切 的 表达 式 . 则 
Ye 一 (和 al 十 四 wo ) 十 站 三 ol 十 至 oo 十 W 革 w 二 +b 
其 中 搬 号 是 对 于 二 的 导数 . 
因为 地 是 52 在 切 平面 上 的 分 量 ,我 们 利用 8 48(D) 式 中 
关于 Wars， Tuo 和 Vov 的 表达 式 并 去 掉 法 向 分 量 ， 可 以 得 到 
DE (gt Thaw t+ Thovt Thbu + Tsbr) YX, 
at (1) 
+ (b+ TY + Ti + TIsbu + T2022) TT,, 
(D 式 表明 上 2 仅 依赖 于 向 量 (u，w) = 了 而 与 曲线 w 的 选择 


无 关 ， 进 而， 曲面 8 在 (也 式 中 是 以 Ohristoffel 符号 也 就 是 以 第 
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一 基本 形式 的 面貌 出 现 的 , 因此 , 我 们 的 断言 得 到 证 实 ， 

特别 地 ， 如 果 S 是 平面 ,我 们 知道 可 以 找到 参数 表示 使 得 
书 一 G1 和 了 ~0， 查 看 一 下 关于 Ohristoffel 符号 的 方程 就 可 知 
道 ,这 时 了 5 一 0， 因 而 从 (了 D 式 看 出 ,这 时 协 变 导 数 就 与 平面 上 向 
量 的 通常 导数 一 致 (几何 上 这 记 能 从 定义 工 看 出 ).， 所 以 ， 协 变 导 
数 是 平面 上 向 量 的 通常 导数 的 推广 . 

(了 D 式 的 另 一 个 推论 是 对 于 仅 定 义 在 一 条 参数 曲线 上 的 向 量 
场 ， 也 可 以 定义 协 变 导 数 ， 为 了 说 清楚 这 件 事 ， 我 们 需要 一 些 定 
义 . 

定义 2 一 条 参数 曲线 w [0, 中 ->S 是 (0 一 e, 7e)，e>0, 到 
S 的 可 微 映 照 在 [0, 门 上 的 限制 .如果 w(0) =2 和 wo =9, 我 们 
说 ww 连结 六 和 &， 如 果 对 所 有 ftE [0, ,wo 的 尖 0,， 就 称 wx 是 正则 
曲线 . 

今后 , 如 果 没 有 必要 特别 标 出 端点 1 则 利用 记号 [0, = 了 
”这 样 更 方便 . 

定义 3 设 a.71->5 为 8 上 的 参数 曲线 沿 w 的 向 量 场 九 是 
一 种 对 应 , 它 将 每 一 点 i 二 工 对 应 于 一 个 向 量 


wt) E To (8). 


向 量 场 w 在 toE 了 可 向 如果 对 于 在 at 名) 附近 的 某 一 参数 表示 
wu, 9), 2 人 ( 坟 一 GZ 十 Do 的 分 量 <( 轨 ,0 的 在 如 为 所 的 可 微 画 
数 ， 如果 名 对 每 点 杷 工 均 可 微 ,就 称 ww 在 工 可 微 ， 

沿 曲 线 @« 的 (可 微 ) 向 量 场 的 一 个 例子 是 的 切 疝 量 场 «(2) 
(图 49). 

定义 人 设 包 为 洪 wm 了 3 辣 的 可 微 向 量 场 . 则 当 二 划 ， tiE 了， 
的 表达 式 (4 有 定义 , 并 称 为 色 在 志 的 协 变 导 数 ， 

从 曲面 的 外 部 看 ， 为 了 得 到 沿 曲 线 m 了 一 8 的 向 量 场 几 在 


iE 工 的 协 变 导 数 , 我 们 取 包 对 # 的 普通 导数 6 (入 并 将 它 正 交 投 
影 到 切 平面 Taw (3) 上 ， 因 此 , 当 两 片 曲面 灌 一 条 参数 曲线 a 相 
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图 4-9 沿 曲 线 a 的 切 向 量 场 


切 时 ,对 两 曲面 来 说 向 量 场 ww 沿 4 的 协 变 导数 相同 . 
如 果 a 四 是 8S 上 的 一 条 曲线 , 我 们 可 以 把 它 看 成 曲面 上 一 个 
动 点 的 轨迹 ， 这 时 o (人 是 速度 而 a"( 刀 是 加 速度 ， 向 量 场 «( 


的 协 变 导 数 了 22- 是 加 速度 "(办 的 加 分 量 ， 直 观 上 讲 , -了 3 是 


“在 曲面 8 上 看见 的 ”点 a( 旭 的 加 速度 . 
定义 . 沿 参数 曲线 w I->5 的 向 量 场 妈 称 为 平行 , 如 果 对 万 


有 经 工 一 一 2 2 0. 


对 于 平面 的 情形 ， 沿 参 
数 曲线 的 平行 向 量 场 就 是 沿 
曲线 的 常 值 向 量 场 ， 即 向 量 
的 长 度 以 及 与 一 固定 方向 的 
交角 均 为 常数 (图 4-10), 如 
下 面 的 命题 所 述 ， 这 些 性 质 
在 任何 曲面 上 也 部 份 地 成 
苹 . 

命题 1 设 w 和 vw 是 沿 I->S 的 平行 向 量 场 ， 则 《w(t)， 
区 > 为 常数 。 特别 地 ，[w( [和 5 扣 | 是 常数 而 且 2() 和 w(t) 
的 交角 为 常数 ， 


图 4-10 
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证 明 向 量 场 瑟 沿 a 平行 这 句 话 的 意思 是 9 垂直 于 曲面 在 


(人 处 的 切 平面 ; 也 就 是 说 ， 
< 的 ,ou (D>=0, iEL. 
另 一 方面 ,wv ( 引 也 乖 直 于 5S 在 a() 的 切 平 闸 ,因此 ， 
Cy, w= (0, w+ DD, w (t=0; 

即 《v(,w( 提 >= 常数， 证 毕 . 

当然 , 在 一 任意 曲面 上 , 从 我 们 Rs 的 直观 来 看 平行 向 景 场 , 也 
许 显得 很 奇怪 。 例如 , 单位 球面 的 子午 线 ( 以 弧 长 作 参数 ) 的 切 向 
量 场 是 S* 上 的 平行 向 量 场 (图 411)， 实 际 上 ,由 于 子午 线 是 5 
上 的 大 圆 , 这 种 向 量 场 的 普通 导数 垂直 于 83， 因而 , 它 的 协 变 导 
数 为 零 . 

下 面 的 命题 表明 ， 沿 着 参数 曲 
线 的 ,总 存在 平行 向 量 场 , 并 由 它 
在 一 点 加 的 值 完 全 确定 . 

命题 设 a I->5 是 Sr. 的 
一 条 参数 曲线 并 设 toETeco(0S)， 
ET， 则 沿 a( 妇 存 在 唯一 的 平行 
向 量 场 w( 仿 使 得 w() =wo、 

命题 2 的 一 个 初等 证 明 将 在 本 
节 的 后 面 给 出 . 但 是 ,熟悉 8 8-6 的 
内 容 的 读者 会 注意 到 ， 其 证 明 是 微 
分 方程 的 存在 唯一 性 定理 的 直接 推 
图 4-11 球面 上 的 平行 向 量 场 论 . 

命题 2 使 我 们 能 论 及 一 个 向 量 沿 参数 曲线 的 平行 移动 . 

定义 6 设 a.I->5 是 一 参数 曲线 . 并 设 WE Tw(8), 如 
ET 设 酚 为 沿 w 的 平行 向 量 场 且 有 (to) 一 wo。 则 向 量 w( 刀 )， 
力 E 工 , 称 为 wo 沿 w 到 所 点 的 平行 移动 . 

应 注意 , 如 果 曲 线 ww I->S, 4E 了 工 是 正则 的 , 则 平行 移动 不 依 
和 榴 于 w(Z) 的 参数 表示 .实际 上 , 如 果 6.J->S, o€J, 是 a(T) 的 
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另 一 正 唱 参数 表示 , 从 方程 (了 可 得 


Dw Dw at 
te. 


由 于 允 了 0, 所 以 几 的 平行 当 且 仅 当 w(o) 平生 

命题 工 包 含 了 平行 移动 的 一 个 有 趣 的 性 质 ， 固 定 两 点 mgE 
S 和 一 条 参数 曲线 I>S， 使 得 a(0) -2 oll) =g， 映 申 
Da: 7(5) 一 TS) 把 每 一 向 量 VE TS) 映 成 4 河 w 平行 移 动 到 
4 的 向 量 ， 命题 1 说, 这 个 映照 是 一 等 距 映 昭 . 

平行 移动 的 另 一 个 有 趣 的 性 质 是 : 如 果 二 曲面 和 加 沿 参数 
曲线 ac 相 切 ,we 是 Toow (5) 一 Tuw (S) 的 一 个 向 量 ， 则 向 量 场 w(t) 
是 wo 关于 曲面 8 的 平行 移动 的 充 要 条 件 是 w 人 的 是 wo 关于 办 的 
平行 移动 .实际 上 ，w 的 协 变 导 数 -3w 关于 这 二 张 曲 面 是 一 样 
的 ， 由 于 平行 移动 的 唯一 性 ， 所 以 结 汉 成 立 ， 

利用 上 述 性 质 , 我 们 能 举 一 个 简单 .有 益 的 例子 来 说 明 平行 移 
动 . 

例 1 设 O 为 定向 单位 球面 上 余 纬 度 为 p 的 一 条 纬 加 (图 
4-12)，wo 是 O 在 一 点 的 单位 切 向 量 ， 让 我 们 来 确定 wo 沿 0 
的 平行 移动 , 其 中 C 以 缴 长 作 参数 且 在 p 点 全 0 


考虑 与 球面 沿 O 相 切 的 锥 面 ， 这 个 锥 的 能 顶 角 小 -多 一 9 


根据 上 述 性 质 ， 问 题 归 结 为 确定 wo 沿 曲 线 O 在 切 锥 上 的 平行 移 
动 . 
但 是 , 这 个 锥 去 掉 一 条 母线 等 距 于 平面 的 一 个 开 集 UCR? 
(参看 $ 4-2 的 例 3), 0 的 极 坐 标 形 式 为 
0<p< 十 oo， 0<0<2nsing. 


由 于 在 平面 上 , 平行 移动 与 普通 的 乎 移 一 致 , 所 以 得 到 ， 当 2 
点 移动 了 路 程 纺 时 ， 切 向 量 tS) 与 平移 向 量 w(S) 之 间 的 定向 交 
角 为 2r --9, 其 中 9 是 相应 的 中 心 角 ( 见 图 413). 

有 时 引进 “ 折 曲 族 ” 的 概念 是 方便 的 叙述 如 下 ; 
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wt(s) 


图 4-12 图 4-13 


定义 ? 映照 a [0, 中 >S 是 一 分 段 正 则 的 参数 曲线 ,如 果 
连续 并 且 存 在 区 间 [o0, 习 的 一 个 分 割 
0= 如 < 人 ti! 
使 得 = 限制 到 [, 本 ,，% 一 0, 1，…， 互 , 上 为 正则 参数 曲线 . 每 个 
,|cm 叫 作 a 的 正则 约 . 
平行 移动 的 概念 很 容易 推广 到 分 段 正则 参数 曲线， 比如 说 ， 
著 初 值 wo 位 于 区 间 [， 刀 本 ， 我 们 可 照 通 常 的 办 法 在 正则 弧 
au 上 作 平 行 移动 ; 如 果 如 zz71， 我 们 把 2a(54) 作为 初 值 在 下 
一 段 正则 绝 ait 上 作 平 行 移动 ， 并 继续 下 去 、 
例 22 例 工 是 用 有 趣 的 几何 办 法 构造 平行 移动 的 一 个 特 
例 . 设 O 是 S 上 的 正则 基线 并 设 O 处 处 不 与 渐 近 方向 相 切 ， 考 
虑 5S 沿 曲 线 0 的 切 平面 族 的 包 络 卫 (参看 8 835 例 邹 . 在 C 的 邻 
域 中 , 包 络 玉 是 正则 曲面 并 且 与 翰 面 尽 滑 C 相 切 (在 例 1 中 ,2 可 
以 看 作 一 条 围绕 O 的 带子 ， 这 条 带子 在 与 球面 沿 C 相 切 的 锥 面 
内 )， 因此, 在 点 p&E0O 的 任何 向 量 wET5(5) 沿 O 的 平行 移动 , 无 
论 对 于 三 或 对 于 2 都 一 样 . 更 进一步 , 由 于 了 是 可 展 曲 而 , 所 以 
Gauss 曲率 恒 为 零 . 
本 书 的 后 面 将 要 证 明 Gauss 曲率 恒 为 零 的 曲面 局 部 等 距 于 平 
[ 注 ] 此 例 用 到 53-5 中 有 关 直 纹 面 的 内 容 ， 
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dp 人 By 


vp) 


pV) 


图 4-14 沿 C 的 平行 移动 

面 ( 见 $ 46 的 Minding 定理 )、 因此， 我 们 可 以 将 p 点 的 邻 域 
VCS3 通过 等 距 对 应 g: 了 >P 揣 到 平面 P 内 . 为 了 得 到 刺 沿 
VNo 的 平行 移动 ,我 们 把 向 量 apo CW) 在 平面 内 作 普 通 的 平移 ， 
然后 再 用 dp 拉 回 到 3 上 (图 4-14)， 

这 从 几何 上 构造 了 沿 C 的 一 小 眉 弧 的 平行 移动 . 留 作 习 题 
证 明 这 一 构造 方法 可 以 逐步 扩充 到 O 的 给 定 的 缴 . (利用 Heine- 
Borel 定理 并 如 同 折 曲 线 的 情形 去 作 . ) 

对 于 平面 中 的 参数 曲线 7， TI>R2， 如 果 切 向 量 场 7 ( 纹 沿 着 
> 平行 , 那 来 y 恰好 是 平面 内 的 直线 .在 曲面 上 满足 类 似 条 件 的 参 
获 晶 线 叫 作 测 地 线 . 


[242] 第 四 章 ”曲面 的 内 蒙 几何 学 


定义 8 一 条 非常 值 的 参数 曲线 7: I->5 称 为 在 坛 工 是 测 地 
的 ,如果 切 向 量 场 7 ( 驴 沿 7 在 处 平行 ; 亦 即 
DT (四 一 0; 
at 
7 是 参数 测 地 线 , 如 果 7 对 所 有 二 了 工 均 是 油 地 的 . 

根据 命题 1 我 们 立刻 得 到 |]y’Q | = 常数 =00， 因 此 我 们 
可 以 引进 张 长 S= 0 作为 参数 ,并 证 明了 参数 测 地 线 y 的 参数 
与 ) 的 弧 长 成 比例. 

注意 一 条 参数 测 地 组 可 以 自 相交 ( 例 6 将 说 明 这 一 点 ; 见 图 
4-20. ) 但 是 , 它 的 切 向 量 永 不 为 零 ,所 以 参数 表示 是 正则 的 . 

显然 , 测 地 线 是 局 部 的 概念 ， 上 面 的 讨论 使 我 们 可 以 把 测 地 
线 的 定义 拓 广 到 5 的 由 正则 曲线 构成 的 子 集 上 去 . 

定义 8a 曲面 5S 上 的 一 条 正则 连通 曲线 O 称 为 测 地 线 , 如 果 
对 每 点 PEO, OO 在 2 的 邻 域 中 以 弧 长 作 参 数 的 参数 表示 al5) 是 
参数 测 地 线 ; 亦 即 , a CS) 是 沿 <(S) 的 平行 向 量 场 ， 

注意 曲面 上 的 每 条 直线 均 适 合 定义 8a. 

从 曲面 S 的 外 部 看 ， 定 义 8a 等 于 说 a(S) = hm 是 切 平面 的 
法 向 量 , 也 就 是 说 , 平行 于 曲面 的 法 线 . 换 名 话说 , 一 条 正则 曲 组 
COCS(% 和 到 0) 是 测 地 线 的 充 要 条 件 是 O 在 每 点 PEO 的 主 法 向 量 
与 曲面 8 在 p 点 的 法 向 量 平行 . 

.上述 性 质 可 以 用 来 从 几何 上 判定 一 些 测 地 线 , 如 下 例 所 示 . 

例 3 球面 53 的 大圆 是 测 地 线 . 实际 上 , 大圆 O 是 球面 与 通 
过 球 心 0 的 平面 的 交 线 .由 于 圆周 0 的 圆心 是 O， 所 以 CO 在 点 
nEO 的 主 法 线 与 直线 OP 一 致 ， 因 为 5 是 球面 , 所 以 与 S53 的 法 
线 处 于 同一 方向 , 因此 结论 成 立 . 

本 节 的 后 面 将 证 明 一 般 的 情形 , 对 任意 点 PES 和 To(S) 中 的 
任意 方向 , 正好 存在 一 条 测 地 线 OCS, 使 得 C 通过 2 点 并 与 给 定 
方向 相 切 .对 于 球面 而 言 , 过 每 一 点 , 正好 存在 一 个 大 图 与 给 定 方 
向 相 切 ， 正如 上 面 已 经 证 明了 的 , 这 个 大 贺 是 测 地 线 , 因此 根据 唯 
一 性 , 大 贺 是 球面 上 仅 有 的 测 地 线 . 
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例 4 对 于 圆周 ?二 P=1 上 的 正 圆柱 面 , 圆柱 面 和 翟 直 于 四 
的 平面 的 交 线 显然 是 测 地 线 ， 理 由 是 交 线 在 任 一 点 的 主 法 线 均 与 
柱 面 在 那 点 的 法 线 相 平 行 . 

另 一 方面 , 按照 定义 8a 后 面 的 注意 , 柱 面 上 的 直线 (母线 ) 也 
是 测 地 线 ， 

为 了 说 明 在 柱 面 上 还 存在 其 它 的 测 地 线 , 我 们 考虑 柱 面 在 一 
点 Pp 的 邻 域 的 参数 表示 ( 见 $ 2-5 例 2)， 

w(u, 9) 一 (coat Sinv, 9), p=2(0, 0). 
利用 这 个 表示 ， 曲 线 O 在 p 点 附近 可 写成 zw(S), v2(S))， 其 中 
S 是 0 的 线 长 ， 如 前 所 述 ( 参 见 $42 的 例 1), % 是 局 部 等 距 对 
应 , 它 把 ww 平面 中 点 (0, 0) 的 邻 域 o 映 入 柱 面 内 ， 因 为 测 地 线 的 
定义 是 局 部 性 的 并 在 等 距 对 应 下 保持 不 变 , 所 以 曲线 (wu(S), W858)) 
必须 是 在 0 中 过 点 (0, 0) 的 测 地 线 ， 但 是 平面 的 测 地 线 是 直线 ， 
因此 , 除了 已 得 到 的 情形 以 外 , 还 有 

wlS) =aS, v5) = 88, a2+ b=1. 

由 此 可 知 ， 如 果 一 条 正则 曲线 O 是 柱 面 上 的 测 地 线 ( 除 了 圆 

和 直线 ), 则 局 部 形式 (图 4-15) 为 
(cosaS, sinaS, b8), 

这 是 一 条 螺旋 线 ， 这样 就 确定 了 正 圆柱 面 上 的 所 有 测 地 线 . 

注意 在 柱 面 上 给 定 两 点 ， 如 果 不 在 平行 于 wy 平面 的 同一 圆 
上 , 则 可 以 有 无 穷 多 条 没 旋 线 连结 这 两 点 .这 个 事实 说 明 , 柱 面 上 
的 两 点 一 般 可 由 无 穷 多 条 测 地 线 连结 ， 这 是 与 平面 上 的 情形 不 一 
样 的 .但 因为 去 掉 一 条 母线 的 柱 面 等 距 于 平面 ,所 以 只 有 当 测 地 线 


局 部 等 距 对 应 
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在 柱 面 上 兜 “ 完 整 的 圈子 ”时 , 这 种 情况 才能 发 生 . 

为 了 与 平面 作 类 比 ， 我 们 注意 到 平面 上 的 测 地 线 一 一 直线 的 
特征 是 曲率 为 零 的 正则 曲线 .定向 平面 曲线 
的 曲率 是 曲线 的 单位 切 向 量 场 导数 的 绝对 
值 ， 其 正 负 号 表示 曲线 的 凹凸 性 与 平面 定向 
的 关系 (参见 $1-5 注 1). 为 了 把 正 负 号 也 考 
虑 进去 , 引进 下 面 的 定义 是 有 用 的 ， 

定义 9 设 % 为 定向 曲面 8S 上 沿 参数 有 曲 
线 a 了 ->8 的 可 微 单 位 向 量 场 ， 由 于 名 (2)， 


图 4-16 柱 面 上 连结 tE 了 ,是 单位 向 量 ,所 以 客 国 与 w 的 垂直 ， 
和 4 的 两 条 测 地 线 。 因此 ， 


BE =ANAwOD)). 


实数 和 一 A( 人 ), 记 作 [ 轨 |], 称 为 w 在 的 协 变 导数 的 代表 值 . 
注意 | 2 ] 的 正 负 导 依 六 于 5S 的 定向 , 并 且 [ -2 | 一 ( 9 
NAw). 


我 们 也 应 该 作 一 个 一 般 性 的 注 记 .从 现在 起 , 曲面 S 的 定向 
在 即将 引进 的 一 些 概 念 中 要 起 重要 的 作用 . 细心 的 读者 已 经 注意 
到 平行 移动 和 测 地 线 的 定义 都 不 依赖 于 S 的 定向 .与 此 相反 , 如 
果 改 变 曲面 5 的 定向 的 话 ,下面 要 定义 的 测 地 曲率 则 要 变 号 . 

现在 , 对 于 曲面 上 的 一 条 曲线 ,我 们 来 定义 一 个 与 平面 曲线 的 
曲率 相 类 似 的 概念 . 

定义 10 设 0 是 定向 曲面 SS 上 的 定向 正则 曲线 ， 并 设 a(5) 
是 0 在 点 PE5 的 附近 以 弧 长 S 作 参 数 的 参数 表示 . (5) 在 zp 


点 的 协 变 导数 的 代数 值 [ 了 5] 一 加 称 为 曲线 O 在 p 点 的 测 地 
风 亨 ， 

一 条 正则 曲线 是 测 地 绕 ,其 特 征 是 测 地 曲率 为 从 . 

从 曲面 的 外 部 团 , 曲线 0 在 p 的 侧 地 曲率 力 的 绝对 信 是 向 
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图 4-18 单位 球面 的 纬 圆 的 测 地 曲率 


量 (3) 一 bb, 的 切 分 量 的 绝对 值 , 其 中 四 是 C 在 2 点 的 曲率 而 w* 
是 0 在 p 点 的 主 法 向 量 . 回想 一 下 , 向 量 的 法 分 量 的 绝对 值 是 
曲线 CCS 在 2 点 的 法 曲率 加 的 绝对 值 , 我 们 立刻 有 (图 4-17)， 
配 一 态 十 局. 

例如 , 单位 球面 Sa 上 余 纬 度 为 p 的 纬 贺 O， 其 测 地 曲率 的 绝 

对 值 可 用 下 述 关系 来 计算 (图 4-18)， 
i 二 避 十 如 二 1 十 局 ，; 

即 素 一 etez， 轧 的 正 负 号 取决 于 5S? 的 定向 和 C 的 定向 ， 

这 种 外 蕴 解 释 的 另 一 推论 是 ， 当 两 张 曲面 沿 一 条 正则 则 线 O 


[246] 第 四 章 ”曲面 的 内 蔓 几 何 学 


相 切 时 ,C 对 于 二 曲面 的 测 地 曲 府 的 绝对 值 相 辣 . 

注 ”如果 改变 曲线 CO 的 定向 或 曲面 S 的 定向 ， 则 OCS 的 测 
地 则 率 变 号 . 

我 们 将 要 给 出 协 变 导数 代数 值 的 表达 式 ( 下 面 的 命题 3) 、 为 
此 ,我 们 需要 作 一 些 准备 . 

设 v 和 名 是 沿 参 数 曲 线 a. I->5 的 可 微 向 量 场 ， 且 有 |vC2)| 
一 [ww( 如 | 一 1，tE 工 . 我 们 希望 决定 一 个 可 微 函数 9: 了 I->R, 使 得 
9 及， SET, 确定 2 人 到 wD) 的 符合 5S 定向 的 夹 角 .， 为 此 ， 我 们 
考虑 沿 a 的 可 微 向 量 场 5, 使 得 {2(), 2( 加 } 对 所 有 tEI 构 成 正 
定向 的 标准 正 交 基 ， 这 样 , w( 办 可 才 成 

wb) = + DD T(E), 

其 中 ,ec 和 4 是 工 上 的 可 微 画 数 并 且 @? 二 63 一 1. 

下 面 引 理 1 说明， 只 要 确定 了 从 v(t0) 到 w(to) 的 角度 po,， 则 
可 以 可 微 地 扩充 到 工 从 而 得 到 所 要 的 函数 . 

引 理 1 设 % 和 0 是 了 上 的 可 微 函 数 且 ob 一 1， 设 po 满 
足 w(to) 一 008 go,，b (io) 一 sin po， 则 可 微 函 数 


p= mw 十 | (ab’— ba’)at 


适合 co8 9p 作 二 a (2, sin g(t)=0G), tET, 惧 及 g(t0) = go. 
证 明 只 需 证 明 函 数 、 
(gc 一 coggp)3 二 (一 Snp)2 一 2 一 2(acos9 十 basin g) 
恒 等 于 零 . 或 者 说 
A=~acospt+b sing=1., 
利用 aw 一 一 88' 及 g 的 定义 , 容易 得 到 
A'~ -osing)p +b(cog)g +oa cospi+b sing 
— 6’(singp) (ob —w (cosg) (e+ 6) 
+owcosp+ b'sing 
一 0 
因此 , 4( 人 二 常数 ,但 因 4(f) = 二 引 理 得 证 ， 证 毕 ， 
现在 我 们 把 二 个 单位 向 量 场 沿 一 条 曲线 的 协 变 导数 与 它们 的 
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夹 角 的 变化 联系 起 来 . 
引 理 2% 设 w( 人 和 包 ( 引 是 沿 曲 线 oT 了->5 的 可 微 向 量 场 ， 而 
且 [w DD |=|vOD| =1, tEI, 出 
[ 澡 ]-[ 铝 |- 汤 ， 
其 中 gg《 如 引 理 1 所 给 出 ) 可 微 地 度量 了 v0 到 儿 的 夹 角 . 
证 明 引进 向 量 5 一 NAv 和 = 入 入 w， 则 


W= (cosp)v+ (sin 9)%, (2) 
w—NAw= (cosg) NANv+ (ing)NAYD 
= (cosp) 0— (sin g)v. (3) 


将 (2) 式 关于 * 作 微分 , 我们 得 到 
W’=— (sing)p’vt+ (cos gp)v + (cosgp) pv+ (sing) ov.. 
将 上 式 与 如 作 内 积 并 利用 (3) 式 , 再 注意 到 《2, ?9 一 0,，《v, 2 二 0， 
我 们 得 到 
《0 w= (gin g) gp’+ (00ss p) < V+ (cos 了 人 
— (sin?g) CV, 2> 
一 gf 十 (cos2p) 从 一 (sin gp) KV, 人. 
另 一 方面 , 因为 oO,， 消 = 一 0 即 《o 从 一 一 人 > 所 以 有 
Cw’, Wp + 008 p+ ain pg) > = + vy', VY, 
因为 


wv 全 -( 各 ,可 -[ 避 KyAw 加 -[ 避 上 
由 此 可 得 


[和 ] 有 -oo 有 -二 | 
引 理 得 证 ， 证 毕 . 


下 面 的 说 明 是 上 述 引 理 的 直接 推论 。 设 0 是 S 上 的 正则 定 
向 有 曲线，a(5) 是 O 在 2 点 附近 以 弧 长 9 作 参 数 的 参数 表示 。 设 
9(5S) 是 沿 wo) 的 平行 向 量 场 . 令 族 (03) =a C3), 则 有 


(8) ~ [2 | 如. 
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换言之 ， 测 地 旧 率 是 曲线 的 切线 与 治 曲 线 平行 的 向 量 场 夹 角 的 变 
化 率 ， 在 平面 的 情形 , 平行 向 量 场 的 方向 不 变 , 测 地 曲率 就 是 通常 
的 曲率 . 

现在 我 们 可 以 得 到 前 面 讲 过 的 协 变 导 数 代 数值 的 表达 式 . 一 
旦 我 们 说 及 定向 曲面 的 参数 表示 ， 总 假定 这 一 参数 表示 是 与 曲面 
的 定向 相 和 容 的 . 

命题 8 设 w(w, 0?) 为 定向 曲面 5 的 某 一 邻 域 的 正 交 参数 表 
示 ( 即 已 =0), 以 及 2 是 河曲 线 we(u( 人 ,2 为) 的 可 微 单 位 向 量 
场 . 则 

D 1 a a 0 

[ -到 |- -ze y -也 区 |+ 而 ， 
其 中 2p (为 是 从 mw 到 的 定向 光 角 - 

证 明 设 el=zw/ MV 再，6es 一 ww/ VG 为 谷 标 曲线 的 单位 切 向 
县， 注意 到 人 6 一, 这 里 入 是 曲面 8 的 定向 , 利用 引 理 2, 我 
们 有 

D D a 
[ 他 |]- [ 人 + 秆 ， 
其 中 己 ( 扩 一 01(w(), 0 四) 为 向 量 场 61 到 曲线 vz(w( 引 , 20) 的 限 
制 。 现 在 
D a 
[如 | Ac 
—《(en)w, e+ LCD) 只 2 
另 一 方面 , 由 于 五 =0, 我 们 有 
Taw, pd =i, 


2 
因此 
(es) wu ww \_ 1] 也 
4/ Wy 万 | VG 9 Vo 
类 似 地 


(01)v, 62> =- 世 -Sr 
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将 这 些 关系 式 代入 到 | 232 | 的 表达 式 ,我们 最 终 得 到 


Dw 1 dv ul, dp 
[说 dt |- 2 EG 79 加 -一刀 | at* 


证 毕 . 
作为 命题 3 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 平 行 移动 的 存在 性 和 唯 
一 性 (命题 2) ， 
命题 2 的 证 明 首先 假设 参数 曲线 a,. 了 ->S 包含 于 正 交 参数 
表示 z《w, 9) 的 一 个 化 标 邻 域内 ， 采 用 命题 3 的 记号 , 则 向 量 场 儿 
平行 的 条 件 变 为 
1 d ad 
z 办 -一 二 让 e 人 本 BW 用 = 的， 
必 到 wo 的 定向 夹 角 记 作 wo。 向 量 场记 完全 由 
gp 一 oo 十 | 了 (dt 


确定 , 这 证 明了 ww 的 存在 性 和 唯一 性 . 

如 果 a(T) 不 包 会 在 一 个 坐标 邻 域 内 , 我 们 利用 工 的 紧 致 性 把 
cx) 分 成 有 限 段 ， 使 每 一 段 包 含 在 一 个 坐标 邻 域内 ， 在 这 些 段 的 
非 空 交集 中 , 利用 前 一 部 份 证 明 的 唯一 性 , 容易 把 结论 推广 到 整个 
区 间 . 证 毕 . 

命题 3 的 另 一 个 应 用 是 测 地 曲率 的 下 述 表 达 式 
公式 . 

命题 4(Liouville) 设 a(5) 是 定向 曲面 S 上 的 一 条 正则 定 
向 曲线 CO 在 一 点 pE 5 附近 的 绝 长 参数 表示 ， 并 设 olw, 0) 是 访 
在 p 点 附近 的 正 交 参数 中 示 以 及 gp(S) 是 ww 与 a“ (5) 的 定向 夹 
角 ， 则 


Liouville 


= (ky)s Cos p+ (Dasinp 十 5 a9’ 


关中 (hy 和 (Ch 分 别 为 坐标 曲线 w= 常数 和 >= 常数 的 测 地 曲 
来 . 
证 明 ”在 命题 3 中 置 w=~o(S), 我 们 得 到 
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_ 1 du dp 

" re ® .和 全 25: 

滑 坐标 曲线 0 一 常数 ,4 一 u(5), 我 人 有 9 一 0 和 1/VE; 因 
此 


Ek 


(= 一 
类 似 地 有 (hy) a= -二 一 
将 这 些 关 系 式 代 入 到 上 面色 我 们 得 到 
hy = CDawV 历 -9 十 (Ky)2 + , 


~ OY /A 二 uw - Pa > 
因为 MB 名 -a os 一 coagp 及 La 


我 们 最 后 得 到 想 要 的 
hy= (ho)1cos p+ (hy)asing+ -9g-. 
现在 我 们 将 要 导出 在 一 个 坐标 邻 域 中 的 测 地 线 方 程 ， 为 此 ,， 
令 7:7->S 是 六 中 的 参数 曲线 并 设 z(w 是 5 在 点 Y(to)，toE 
并 的 邻 域 v 中 的 参数 表示 ， 令 VC 工 是 包含 如 的 开 区 间 ,， 使 得 7 
(7) SF. 设 w(w( 纺 ,v2( 引 ), tJ 是 7:J->65 关于 参数 表示 2 的 
表达 式 ， 因 而 , 切 向 量 场 7 (), tJ, 为 
w= (PD Dt 2 (人 wo 
所 以 岁 为 平行 向 量 场 等 价 于 微分 方程 组 
w+) toi + Tv) ?= (4) 
4 + Ti ) ?+2T3g 十 大 和 (Oo 7)3 一 
实际 上 , 在 方程 (了 D 中 令 4=w 和 5=v, 并 令 %。 和 wo 的 系数 为 零 ， 
即 得 上 式 ， 
换言之 ，7: ->5S 是 测 地 线 的 充 要 条 件 是 7 在 每 个 区 间 J CI 
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中 适合 方程 (4)， 这 里 区 间 了 使 得 7 (7) 包含 在 某 一 坐标 邻 域内 。 
方程 组 (4) 称 为 S 的 测 地 线 微 分 方程 

这 一 事实 一 一 测 地 线 由 方程 式 (各 决定 一 一 的 一 个 重要 推论 
是 下 述 命题 ， 

命题 5 给 定 一 点 2ES 和 一 向 量 wET,(S)，w<0， 存 在 
e>0 和 唯一 的 一 条 参数 测 地 线 7; (一 6, 6 一 8 使 得 7(0) 一 p，Y 
(0) =%w. 

在 $ 45 中 ， 我 们 将 说 明 如 何 从 关于 向 量 场 的 定理 推出 命 
题 5. 

注 在 命题 5 中 取 w 关 0 的 原因 是 ， 我 们 在 参数 测 地 线 的 定 
义 中 已 经 排除 了 常 值 曲线 (参见 定义 8)， 

在 本 节 的 其 余部 份 ， 我 们 要 讲 讲 微分 方程 (4) 的 一 些 几 和 何 应 
用 . 读者 如 果 不 想 读 这 些 材 料 ， 则 可 以 略 去 ， 这 时 , 习题 18, 20 
和 21 也 要 略 去 ， 

例 5 我 们 利用 方程 (外 局 部 地 研究 旋转 面 的 测 地 线 《 见 § 2- 

例 忽 旋转 面 的 参数 表示 为 
w=f(v)o08u, Y= 了 2)sinu, 2=g(2). 

按照 $ 4-3 的 例 工 Ohrisgtoffel 符号 为 


Ti=0, T= Ti- 


-人 
(CA 二 0) 于 万 ” 
2 0 7 -0 I ff igg 
Ti1s 0， 了 2 0， 了 23 EE EN 
将 这 些 量 代入 方程 (4) 变 为 
十 2 一 0， 


(4a) 


一 (w+ ff"+yg gg (v)2=0., 


ls 
(Cf) + 9) (f) + C9) 
我 们 将 从 这 些 方程 得 到 一 些 推论 . 

首先 , 以 弧 长 作 参 数 的 子午 线 w 一 常数 , "一 2(S) 为 测 地 线 . 事 


实 上 , 而 wu= 常 数 , (4a) 的 第 一 个 方程 显然 成 立 ， 第 二 个 方程 变 为 


[252] 第 四 意 曲面 的 内 蔓 几 何 学 
v1! fF 万 二 gg 八 9 
FT 
因为 第 一 基本 形式 沿 子 午 线 必 二 常数 , 0 二 oC5) 为 
(CCF)2+ 9) (0) 1, 
. ns 1 
所 以 WT FIT 
对 上 式 求 导数 即 得 
2oo07 一 一 _20f7" tg99) 二 2Cf1 “十 9 99 Co 站 8 
CF gD Tg ， 
1 ff"+g'g 1 
Vy 
即 , 沿 着 子午 线 方程 组 (4a) 的 第 二 个 也 满足 , 这 表明 子午 线 实际 上 
是 测 地 线 . 
现在 我 们 来 确定 什么 样 的 纬 加 0 二 常数，w=w(3) (以 弧 长 作 
参数 ) 是 测 地 线 。(4a) 的 第 一 个 方程 给 出 w 二 常数 , 而 第 二 个 方程 
变 成 


THF 0. 
为 使 纬 加 2 一 常数，v=v(CS) 成 为 测 地 线 ， 必 须 有 内 %0， 因 为 
(92 关 0, f 生 0, 故 由 上 述 方程 得 f=0. 

换言之 ,旋转 曲面 上 的 纬 圆 基 测 地 线 的 必要 条 件 为 ; 过 这 纬 贺 
上 一 点 的 母线 在 此 点 的 切线 与 旋转 轴 平 行 (图 4-19)， 此 条 件 显 
然 是 充分 的 , 因为 它 意味 着 此 纬 加 的 主 法 线 与 曲面 的 法 线 一 致 (图 
4-19). 

为 了 今后 的 应 用 ， 我 们 从 方程 (4a) 的 头 一 个 得 到 一 个 有 趣 的 
几何 推论 ， 称 为 Olairaut 关系 . 注意 到 方程 (4a) 中 的 头 一 个 可 写 
作 

(fw =f +2f fv = 0 
因此 ， ww 一 常数 =O 〇 


#4-4 平行 移动 ; 测 地 线 [253] 
另 一 方面 一 条 测 地 线 和 与 其 相交 的 纬 线 所 成 的 交角 9， 
0<0<, 为 


C 008 0= wu, wu 二 vow'> | 


示 相 关 的 基 启 量 扬 因为 ” 济 地 线 

J = 是 过 交点 的 纬 加 的 半 

径 , 所 以 得 到 Qlairaut 关 系 ， 
rco90 一 常数 一 |O|. 

在 下 一 个 例子 中 ， 我 们 
将 说 明 如 何 利用 这 一 关系 式 ， 也 参看 习题 18, 20 和 21. 

最 后 ， 我 们 要 指出 方程 组 (48) 可 用 不 定 积分 求解 ， 设 
u-w(S)，o=%(S) 是 以 弧 长 作 参 数 的 测 地 级 ， 并 设 这 条 测 地 线 既 
不 是 于 午 线 也 不 是 纬 线 ， 方 程 组 (ta) 的 第 一 个 可 以 写成 al 一 党 
数 二 0 二 0, 

首先 注意 第 一 基本 形式 沿 (w(S), v8)) 为 

1 ) ++ VR), (5) 
结合 方程 组 (48) 的 第 一 个 方程 ， 它 等 价 于 方程 组 (4a) 的 第 二 个 广 
程 .事实 上 , 将 f% =0 代入 到 方程 (5), 我们 得 到 

(+) -一生 + 


ff 
因此 , 关于 总 求 时 ， 
2.98 9 《《f)? 十 (g')”) +( 人 ) Gyf"+2gg0 允 
2710 go 
fF das: 


因为 (iCS), vo(5)) 不 是 纬 贺 ， 所 以 上 述 方程 等 价 于 (4a) 的 第 二 个 
方程 ，( 当 然 ， 测 地 线 可 以 与 一 条 非 测 地 的 纬 线 相 切 ， 因 而 
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2 3) 一 0， 但 是 , Clairaut 关系 表明 这 种 情形 只 能 在 孤立 点 发 
生 ) . 

另 一 方面 ， 因 为 OGz#0( 由 于 此 测 地 线 不 是 子午 线 )， 我 们 有 
WwW (3 去 0， 由 此 , 可 以 反 解 ww(5) 得 到 -SG0， 因 而 % 一 (9 


(0)， 将 方程 加 乘 以 ( -5 ) ,多 得 
(7) 一 了 +(Cf)?+ (0 人 (的 站 


人 au 
或 利用 ( 宇 -) -js/03, 得 
Po 
妈 BY 二 条 
因此 v-0[ 末 We + 常数 (6) 


这 就 是 旋转 面 上 既 非 子午 线 又 非 纬 线 的 测 地 线段 的 方程 . 

例 6 我 们 将 要 证 明 在 旋转 独 物 面 z=w”+y? 上, 任何 一 条 非 
子午 线 的 测 地 线 自 身 相 交 无 穷 多 次 ， 

设 po 为 抛物 面 上 一 点 并 设 Po 是 过 po 的 举 径 为 vo 的 纬 图 . 
设 7 为 过 zo 的 参数 测 地 线 , 与 Po 的 交角 为 加， 根据 Olairaut 关 
系 ， 


”06050 一 常数 二 |O |， 0<0< 子 ， 


我 们 得 到 0 随 * 增加 而 增加 。 

因此 , 随 着 纬度 的 增加 , 6 也 增 大 ， 在 某 些 旋转 面 上 ,? 可 能 渐 
近 地 趋 于 一 条 子午 线 . 待 一 会 儿 我 们 要 说 明 对 于 旋转 抛物 面 , 这 
种 情形 不 可 能 出 现 . 也 就 是 说 ， 测 地 线 ? 与 所 有 子午 线 相交 ， 因 
此 ," 要 在 旋转 抛物 面 上 绕 无 穷 多 图 . 

另 一 方面 , 随 着 纬度 的 减 小 , 角度 9 也 减 小 并 趋向 于 零 , 这 时 
对 应 于 半径 为 10| 的 纬 加 (注意 车 9o#0 则 10|<r)。 本 书 的 后 面 


# 4_4 平行 移动 ; 测 地 线 [2551 


要 证明 在 旋转 面 上 没有 测 地 线 能 渐 近 地 趋向 于 一 条 非 调 地 线 的 纬 
圆 (人 84) 因为 在 旋转 抛物 面 上 没有 一 个 纬 圆 是 调 地 线 ， 所 以 ， 
测 地 线 7 实际 上 与 半径 为 |0| 的 纬 加 相 切 于 某 点 加， 由 于 cos9 的 
最 大 值 是 1 所 以 从 入 开始 ”的 值 将 要 增 大 , 因此 , 又 出 现 如 前 所 
述 的 情况 ， 当 ” 增 大 时 , 测 地 线 将 绕 着 旋转 抛物 面 跑 无 穷 多 图 , 并 
且 与 另 一 分 支 相 交 无 穷 多 次 (图 4-20). 

注意 如 果 b=0 则 初始 
状态 是 在 pi 点 的 状态 . 

剩 下 要 证 的 是 ， 当 ”增加 
时 ， 测 地 线 了 与 抛物 面 的 所 有 
子午 线 相 交 ， 首 先 注意 测 地 线 
不 能 和 子午 线 相 切 ， 否则 ， 由 
命题 5 的 唯一 性 部 分 ， 测 地 线 
7 应 和 子午 线 重 合 ， 因为 夹 角 
9 随 ” 增 大 ， 如 果 " 不 穿 过 所 
有 子午 线 ， 则 必须 渐 近 地 趋 于 
某 一 子午 线 ， 例 如 说 于 . 图 439 

我 们 假设 这 种 情形 成 立 ， 选 择 抛物 面 z=w? 十 的 一 个 局 部 
坐标 系 


w= CoV, Y= nw $=, 
0 一 < 十 co，0<V<2zr， 
使 得 几 在 相应 的 坐标 邻 域 中 为 w=wo， 根 据 假设 , 当 > 十 oo 时 ， 
wu-_>uo， 另 一 方面 ， 测 地 线 了 在 上 述 坐 标 系 中 的 方程 (参见 例 5 方 


程 (6) 并 选取 7 了 的 定向 使 C>0) 训 下 
w= -ol/ 于 多 1 起 25 dv 十 常数 0 全 二 常数 ， 


最 后 的 不 等 式 是 由 于 


1 十 和 422 

v3— Ou 

从 上 述 不 等 式 知 道 当 v->oo 时 4 无 限 增加 ， 这 与 了 渐 近 地 趋 
向 于 ML 相 了 矛盾 。 因 此 , * 与 所 有 子午 线 相交 .这 就 证 明了 本 例 开 


>1, 
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头 所 作 的 结论 ， 


工 . 


“6 ， 


410， 


11. 
2. 


习 是 


a. 证 明 ; 如 果 曲 线 OCS 既是 曲率 线 又 是 测 地 线 , 则 0 是 平面 晶 线 , 
b. 证 明 : 如 果 一 条 非 直 线 的 测 地 线 是 平面 曲线 , 则 它 也 是 曲率 线 ， 
6. 举 一 个 曲率 线 的 例子 ,使 得 它 是 平面 曲线 但 不 是 测 地 线 . 


证明; 一 条 曲线 CCS 既是 渐 近 线 又 是 测 地 线 的 充 要 条 件 是 C 是 直线 


段 


不 用 命题 5 证 明 直 线 是 平面 的 仅 有 的 测 地 线 ， 
、 设 。 和 名 是 沿 曲 线 a: TI 有 8 的 向 量 场 ， 证 时; 


《v4), w=《( 邹 -， wt)) + (Ct), 过 一 . 


.考虑 将 圆周 


(wm— a ts =7?, y=0, a>7>0, 
绕 z 轴 旋 转 所 得 的 旋转 环 面 、 由 点 Ci 十 +, 0)，(G 一 7，0)，(a， ?) 生 成 的 
纬 圆 分 别称 为 最 大 纬 园 , 最 小 纬 加 和 上 纬 轩 .检验 这 些 纬 贺 中 哪 一 个 是 
a. 测 地 线 . 
b. 渐 近 线 . 
6c， 曲率 线 . 
计算 习题 5 中 环 面 的 上 纬 圆 的 测 地 曲率 . 


， 图 柱 面 史 十 多 一 工 与 过 z 轴 上 且 和 zy 平面 成 0 角 的 平面 相交 。 


a, 证 明 , 交 线 是 椭圆 0. 
b。 计算: 椭 轩 0 在 其 长 短 轴 的 顶点 处 关于 柱 面 的 测 地 曲率 的 绝对 值 ， 


证明， 如果 一 连通 曲面 的 所 有 测 地 线 均 为 平面 曲线 ， 则 此 曲面 包含 在 平 


面 或 球面 内 . 


， 考虑 球面 的 二 条 子午 线 01 和 03， 它们 在 交点 pi 处 的 夹 角 为 8g. 将 Ci 


在 交点 委 处 的 切 向 量 Wo 分 别 沿 01 和 03 平行 移动 到 另 一 个 交点 Ps 

记 作 丈 : 和 殉 )， 计 算 从 丈 : 到 灰 s 的 夹 角 , 
证 明 ; 一 条 定向 曲线 CC8 在 一 点 了 EC 的 测 池 曲率 , 等 于 把 曲线 C 沿 
曲面 在 点 的 法 方向 投影 到 切 平面 了 pC8) 上 所 得 的 平面 曲线 的 曲率 , 
严 阁 叙述 并 证 明 . 协 变 导数 的 代数 值 在 保持 定向 的 等 距 对 应 下 不 变 . 
我 们 称 曲 面 8 上 的 一 组 正则 曲线 为 8 的 可 微细 线 族 ， 如 果 这 组 曲线 的 
切线 构成 可 微 方向 场 ( 见 3-4)， 假 定 曲 面 8 允许 两 组 正 交 测 地 线 构 
成 的 可 微 曲 线 族 ， 证 明 ; 5 的 Gauss 曲率 为 零 , 


§44 平行 移动 ; 测 地 线 [2571 


“13. 设 了 是 曲面 8 在 点 已 的 一 个 连通 邻 域 。 并 设 在 下 中 任何 二 点 间 的 平 
行 移动 不 依赖 于 连结 这 二 点 的 曲线 . 证明: F 的 dauss 曲率 为 零 . 

14. 设 5 是 定向 正则 曲面 。 仿 I>5 是 以 弦 长 作 参 数 的 曲线 ， 在 点 
P=a(S)， 考 虞 三 个 单位 向 量 (Darboux 标 架 )TCS)=a(S), N(9) 
一 曲面 3 在 卫 点 的 法 向 量 , FCS) 一 六 CS) AT437、 证 明 ; 


aT 


aV 
五 一 ~aT+O00ON, 


aN 
FIT -O07 +0, 


其 中 4=4(5), 5=50(8), 0=0(9), 9 EI， 上 述 公 式 是 Frenet 公式 关 
于 标 架 7T, 7, W 的 类 比 。 为 了 建立 这 些 系 数 的 几何 意义 , 证 明 ; 


a. 0 一 一 (全 -,V); 由 此 得 出 : w(Dc8 为 曲率 线 的 充 要 条 件 是 C 王 0 


(0 称 为 a 的 测 地 找 半 ; 参看 8 3-3 的 习题 19), 
b. 2 是 a(IDcS 在 书 点 的 法 曲率 , 
c. 6 是 aCDcS 在 忆 点 的 测 地 曲率 . 
15. 设 Po 是 单位 球面 82 的 极点 。g 和 了 是 赤道 上 的 两 点 ,使 得 子午 线 pog 
和 por 在 1 的 夹 角 为 9 考虑 子午 线 2og 在 po 点 的 单位 切 疝 量 v， 并 
沿 着 由 子午 线 pog， 纬 图 gr 和 子午 线 7po 构成 的 闭 曲线 作 平行 移动 (图 
4-21), 
a， 确定 v 的 最 终 位 置 与 2 的 夹 角 . 
bp， 车 点 4 和 7? 取 在 余 纬度 为 史 的 纬 
圆 上 , 再 做 一 次 a《 参 见 例 二 . 
“16. 设 p 是 定向 曲面 8 的 一 点 并 假设 存 
在 点 的 一 个 邻 域 ， 其 中 的 点 均 为 
抛物 点 ， 证 明 ， 过 Pp 点 的 (唯一 的 ) 
渐 近 曲线 是 一 条 直线 的 开 线段 。 举 
例 说 明 “ 具 有 抛物 点 邻 域 ”的 条 件 是 - 
不 可 少 的 . 图 《421 
17. 设 w I 9 是 以 弧 长 作 参 数 的 曲线 县 曲率 不 为 零 ， 考虑 参数 曲面 
(8 3-3) 
2(S, v) =a(S) +v(S), S El, ~e<v<e, e>0, 
其 中 5 是 a 的 从 法 向 量 。 证明; 若 < 充分 小 , 则 2GTX( 一 6 6))=5 是 
正则 曲面 ,而 a《D) 是 8 上 的 一 条 测 地 线 ( 因 此 ， 每 条 曲线 是 由 其 从 法 线 
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生成 的 曲面 上 的 测 地 线 ). 
“18， 考 虑 旋转 双 曲 面 ?十 妨 一 29=1 上 的 一 条 测 地 线 ; 这 条 测 光线 从 点 7(P 
在 上 半 部 份 >0) 出 发 并 与 过 Pp 的 纬 加 成 96 角 ， 使 得 cos9 二 二 ， 其 中 


7 为 p 到 # 轴 的 距离 。 证 明 ， 这 条 测 地 线 沿 纬度 减 小 的 方向 浙 近 地 尊 
疝 于 纬 线 2 十 一 1，s 一 0( 图 4-23). 
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“19. 证 明 ; 当 测 地 线 的 微分 方程 (4) 用 弧 长 作 参 数 时 , 除了 坐标 曲线 ，(4) 的 
第 二 个 方程 是 (和 的 第 一 个 方 尝 的 推论 . 
“30.， 设 了 为 旋转 环 面 ， 假定 了 的 参数 表示 为 (参见 $2-2 例 6) 


EZ(W, = reosw t+ a)cosv, (reost + a)sinv, reinw), 


证 明 ， 
2. 若 -条 测 地 线 与 纬 贺 v 一 竺 相 切 ， 则 它 完全 在 区 域 -所 <u< 所 
内 ， 
b. 设 一 条 测 地 线 与 纬 加 “= 0 相交 , 其 交角 为 (0<9< 号 ) 芝 
cos 9 二 ee ; 


则 它 也 与 纬 圆 4 二 w 相交 . 
21，Liouville 曲面 为 , 存在 一 局 部 坐标 系 xGQt, 人 使 其 第 一 基本 形 的 系数 适 
心 


B=0=0+V, P=-0, 


§4-5 Gauss-Bonnet 定 理 及 其 应 用 [259] 


其 中 口 =U(Cw) 仅 是 &% 的 函数 ,了 一 VCv) 仅 是 9 的 函数 。 注 意 Liouville 
曲面 是 旋转 面 的 推广 并 证 明 ( 参 见 例 5)); 
&，Liouyille 曲面 的 测 地 线 可 以 写成 不 定 积分 的 形式 


dw dy 
J -+ | JyFo te 
其 中 0 和 01 是 由 初始 条 件 确定 的 常数 . 
b. 设 某 一 测 地 线 与 曲线 一 常数 所 成 的 夹 角 为 6, 0<9< 子 ， 则 
U sin26 一 了 7eos20 一 常数 ， 
(这 是 Qlairaut 关系 式 对 Liouville 曲面 的 类 比 ). 
22. 设 ?一 {C2 9, 8) ER 十 护 十 8 二 1} 并 设 PE5?， 对 每 一 分 段 正 则 
的 参数 曲线 w [0, 部 53，al0) 二 a 站 =P， 定义 映照 Ps Tp(57) 
一 Tp(8) 如 下 ， 把 每 个 向 量 vE To(89 对 应 于 沿 “平移 一 周 回 到 多 
点 的 向 量 ， 根 据 命题 1，P。 是 等 距 对 应 。 证 明 : 对 于 了 (82) 的 任 一 旋 
转 及 , 均 存 在 一 条 a 使 得 R= Po. 
23， 证 明 ; 单位 球面 
SB2={(%, y, #) € Ra; 22 +y + 27 = 1} 
的 等 距 对 应 是 Rs 的 线性 正 交 变换 在 5? 上 的 限制 。 


§4-5 Gauss-Bonnet 定理 及 其 应 用 


在 这 一 节 ， 我 们 要 阐述 Qaugs-Bonnet 定理 和 一 些 推论 ， 在 
Gauss-Bonnet 定理 的 证 明 中 所 涉及 的 几何 是 十 分 简单 的 , 其 难点 
在 于 一 些 拓扑 的 事实 ， 这 些 事实 将 不 予 证 明 ， 

Gauss-Bonnet 定理 也 府 是 曲面 微分 几何 的 最 深刻 的 定理 . 此 
定理 的 最 初 形式 曾 由 Gauss 在 一 篇 著名 的 讨论 曲面 上 的 测 地 三 角 
形 ( 即 其 三 边 均 为 测 地 强 ) 的 文章 [二 中 叙述 过 ， 大 体 上 说 , 一 个 测 
地 三 角形 了 三 个 内 角 pz ga gs 的 和 超过 ww 的 部 份 等 于 dauss 萄 
率 玉 在 人 上 的 积分 (图 428)， 也 就 是 说 , 

辫 pm)| kao. 


例如 当 到 =0 时 我 们 有 了 pi 一 m， 这 是 中 学 几何 里 的 Thales 
定理 在 昌 率 为 零 的 曲面 上 的 推广 。 再 着 , 车 玉 =1, 则 有 了 0 一 
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一 全 的 面积 >0， 由 此 可 知 ， 在 单位 球面 上 , 测 地 三 角形 的 内 角 和 
大 于 严 并 且 超 过 严 的 部 分 正好 是 工 的 面积 。 类 似 地 ， 在 伪 球 面 
($ 3-3 习 题 6) 工 ,任何 测 地 三 角形 的 内 角 和 小 于 wmw( 图 4-24). 

O. Bonnet 把 上 述 定 理 
推广 到 由 一 条 非 测 地 的 简单 
曲线 所 界定 的 区 域 ( 见 下 面 
的 (DD) 式 )， 为 了 再 作 进 一 
步 的 推广 ， 比 如 说 ， 推 广 到 
紧 致 曲面 ， 则 需要 考虑 其 
拓扑 性 质 . 实质 上 , Gauss- 
Bonnet 定理 的 最 重要 的 

图 428 测 闻 三 角 几 特点 之 一 是 : 为 紧 致 曲面 
的 拓扑 和 它 的 曲率 的 积分 提供 了 一 个 有 价值 的 联系 ( 见 下 面 的 推 
论 2 )， 

我 们 现在 来 细 说 一 下 Gauss-Bonnet 定理 的 局 部 形式 . 首先 
需要 一 些 定义 . 

设 a [0, 门 一 8S 是 从 闭 区 间 [0, 妃 到 正则 曲面 总 的 连续 了 照 ， 
我 们 称 “ 是 分 段 正则 的 简单 亲 参 数 曲 线 , 如果 

于 .wu(0) =a(); 


K=-1, Zh < Kl, 36 > 
图 《4324 
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2. 车 妇 天 fo, 加 ,to [0, 候 , 则 alt) 天 a(ta); 
3. 存在 [0, 习 的 一 个 分 割 
0= 刀 过 过 …< 之 t 近 tr 一 b， 

使 得 a 在 每 一 子 区 间 [, jj, 6 一 0,，…, %， 上 是 正则 可 微 的 . 

从 直观 上 看 ,wx 是 一 条 闭 曲线 (条 件 切 ,没有 自 相 交点 (条 件 
2), 并 且 只 在 有 限 个 点 处 没有 切线 (条 件 3). 

点 wx( 旭 ，4 一 0 …， 7 称 为 a 的 顶点 ， 轨 迹 o《[t, 妈 4g) 叫 作 
& 的 正则 钰 .a 的 轨迹 ol[0, 习 ) 也 称 为 分 段 正 则 的 闭 曲 线 . 

根据 正则 性 条 件 (8), 对 每 一 顶点 a( 幻 ， 其 左 极限 存在 ， 即 对 
于 上 一刀 

limo 0) 一 ol (5 一 0) *0, 


lim ol (机 一 or (二 十 0) 六 0， 

“ 现 假 定 曲面 8 已 定向 ， 并 设 w (一 0 到 以 (+0) 的 洋 角 的 
最 小 的 确定 值 为 |9:|, 0< |b|<m， 如 果 |gb|#m， 则 令 % 的 正 负 
号 为 行列 式 (o (4 一 0), of(& 十 0), 太 ) 的 符号 ， 这 表明 ， 如 果 顶 点 
cu( 雪 不 是 一 个 尖 点 (图 425)， 则 4 的 正 负 号 由 曲面 8 的 定向 确 
定 。 带 符号 的 角度 9 一 w 达 0,<w， 称 为 a 在 顶点 w( 纪 处 的 外 
角 . 

当 顶 点 wa( 维 为 尖 点 时 , [6 一“。 我 们 选择 9, 的 正 负 号 如 下 ; 
从 正则 性 条 件 可 以 看 出 , 存在 “>0, 使 对 所 有 。 0<e<e, 行 列 式 
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nN 


ote) : 


OK 二 oO a 一 全 


= 


4-26 在 尖 点 处 外 角 的 正 负 号 


(Co (一 eol (二 6 已) 的 正 负 叶 保持 不 变 . 因此 ， 定 义 0 的 正 
负 号 为 此 行列 式 的 正 负 号 (图 4-26)， 

设 并 :7CR 一 8 为 0 的 参数 表示 并 与 S 的 定向 相 容 ， 再 假 
定 U 同 豚 于 平面 的 开 圆 盘 . 

令 [0, 习 下 革 (U0)CS 是 一 条 分 段 正 则 的 简单 闭 参数 曲线 ， 
其 顶点 为 a(t), 相应 的 外 角 为 0 5 一 0，…， 

| 令 gi: [5 如 可 一 下 为 可 微 画 数 ， 表示 iE 疆 , 二 本 处 从 了 芝 。 到 

的 的 正 向 角度 (参见 84 .4 引 理 1)， 

我 们 要 说 的 第 一 个 不 予 证 明 的 拓扑 事实 如 下 ; 

定理 (切线 回转 定理 ) 采用 上 述 记号 ,有 


pC (bi41) — gst) ) 3 0,= 2%, 


其 中 正 负 号 取决 于 的 定向 . 

定理 是 说 的 切 向 量 与 一 给 定 方向 的 夹 角 的 全 变 差 再 加 上 在 
顶点 的 “跳跃 ”等 于 2m. 

此 定理 的 一 个 漂亮 的 证 明 已 由 瑟 . 了 opf 给 出 ，Oomposition 
Math, 2(1985), 50~62、 对 于 w 没有 顶点 的 情形 ，Hopf 的 证 明 
可 以 在 本 书 的 85-7( 定 理 2) 找到 ， 

在 叙述 Gauss-Bonnet 定理 的 局 部 形式 之 前 ， 我 们 需要 一些 
术语 ， 
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设 8 是 定向 曲面 区域 RCS( 一 个 连通 开 集 及 其 边界 的 并 
集 ) 称 为 简单 区 域 , 如 果 忆 同 目 于 圆 提 并 且 边 界 88 是 一 条 分 段 正 
则 的 简单 团 曲 线 mT->S 的 轨迹 ， 再 则 ， 我 们 称 < 是 正定 向 
的 ， 如 果 在 属于 a 的 正则 弧 的 每 点 al 旭 , 8 的 正定 向 的 正 交 基 
{ef ,29} 满 中 条件; 及 指 向 瑟 的 内 部 ， 更 严格 一 点 ， 对 任何 
曲线 B: IT->R, 如 果 BC0) 一 (从 且 BO) 关 wl 的， 则 《8 0) 2 的 > 
>0， 直 观 的 意思 是 说 ， 如 果 有 人 沿 曲线 a 且 朝 着 “的 正方 向 散 
步 ， 而 人 的 头 朝 着 久 的 方向 则 区 域 吕 始终 在 人 的 左 侧 ( 图 
4-27) .可 以 证 明 ; 适当 选取 的 二 个 定向 之 一 能 使 “成 为 正定 商 
曲线 

现 设 wDUCR>S 是 与 S 的 定向 相 容 的 参数 表示 .RCw(U) 
是 8 的 有 界 区 域 。 如 果 j 了 是 8 上 的 可 微 函 数 , 容易 看 到 积分 

fw, vv BG-— Fdude 
-8R) - 
不 依赖 于 参数 表示 w 的 选择 (在 z 的 同一 定向 类 中 )，( 其 证 明 与 
面积 的 定义 相同 ， 参 见 § 2-5. ) 因 此 ， 这 一 积分 是 有 几何 意义 的 ， 
称 为 了 在 区 域 上 的 积分 .通常 记 成 


中 7m 


a0) = BO) 


图 4 人 27 正定 向 的 边界 曲线 
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有 了 这 些 定 义 , 我 们 现在 来 叙述 

Gauss-Bonnet 定理 (局 部 ) 设 z.U->S 是 定向 曲面 5S 的 
一 个 正 交 参 数 表示 ( 即 , 了 0)， 其 中 UCR? 同 胚 于 开 贺 盘 ， 而 并 
与 5S 的 定向 相 容 ， 设 RCsz(D) 是 5 的 一 个 简单 区 域 并 设 a: TI->5 
使 得 98 一 a(7). 假定 a 是 正定 向 的 并 以 缴 长 5S 作 参 数 ， 而 且 设 
(S50)，…， olSy) 和 6o，-…，04, 分 别 为 o 的 顶点 及 外 角 ， 则 


[a SB: 1 “ » 
p> | hb,CSIAS + Kao -+ Y 0,27. (GD 
4=0 Ss 此 ¢=0 


其 中 (5) 是 a 的 正则 弧 的 测 地 曲率 ,下 是 5S 的 Gauss 曲率 . 

注 ”我 们 对 区 域 有 作 了 限 币 
示 的 像 集 内 .这 一 限制 只 不 过 是 为 了 使 证 明 简 化 .以 后 我 们 就 会 
看 到 (整体 Ganss-Bonnet 定理 的 推论 1), 上 述 结果 对 正则 曲面 的 
任何 简单 区 域 均 成 立 ， 这 看 上 去 就 有 点 道理 , 因为 方程 式 (1) 不 以 
任何 方式 涉及 到 特别 的 参数 表示 叱 , 

证 明 设 w=w(5S), v=v(5S) 是 曲线 a 关于 参数 寡 示 z 的 表 
达 式 . 利用 8 4-4 的 命题 3, 我 们 有 


CO 0 0 
(5) -+ 和 


其 中 pi gil(S) 是 一 可 微 函 数 ， 它 表 示 在 东 。 8 中 w 到 oa (S) 
的 正 向 交角 。 在 每 段 区 间 [LS;, S441] 上 积分 上 述 表 达 式 并 将 结果 
相 加 . 


Bari [Sm GG, dy EB, Ou 
Sj h(S)as -| (ss We Rs 


,Em 0 
> 2 25. 
现在 利用 平面 w 上 的 Gauss-Green 定理 ， 荐 Pu to) 和 
Q@(m，9) 是 定义 在 简单 区 域 4CR? 上 的 可 微 函 数 ，4 的 边界 为 
v=—w(S), ?2(8). 风 


SE 人- 各)mor 


[ 往 ] 如 果 假定 这 一 结论 的 真实 性 , 则 下 而 的 应 用 2 和 6 现在 就 能 够 亲 明 . 
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由 此 可 得 ， 
kf 
S00- [| (+) 
二 由 网 dg as, 
有 Js， dS 


从 也 =0 时 的 Gauss 公式 (参见 84-3 习题 了 ,我 们 知道 


人 + 全 Fa 
一 一 || KVEG dudo= -J Kdo. 


sw-1(R) 


另 一 方面 , 由 回转 切线 定理 
之 ~ 强 | (9 (8111) — iS)) 
一 +2m 一 立 0 


因为 曲线 a 是 正定 向 的 , 所 以 符号 应 为 正 号 ; 正如 对 于 平面 中 
的 圆周 这 个 特例 一 样 , 这 是 显而易见 的 。 

把 这 些 事实 合 在 一 起 , 我 们 得 到 

p> 和 (8) as+|| Kaa + 裤 0,=2mr 

证 毕 . 

在 继续 讨论 Gauss-Bonnet 定理 的 整体 形式 之 前 ， 我 们 要 利 
用 本 定理 证 明 中 的 技巧 说 一 说 如 何 从 平行 移动 来 解释 Gauss 曲 
率 . 

为 此 ， 设 rz，D 一 8 是 在 点 2ES 附近 的 正 交 参数 表示 ， 并 
设 RCz(D) 是 没有 顶点 的 简单 区 域 且 以 2 为 已 的 内 点 ， 设 
a [0, 人 -~>cfD) 是 以 驳 长 8 为 参数 的 曲线 , 使 得 a 的 轨迹 为 及 的 
边界 ， 设 wo 是 5S 在 点 ol0) 的 一 个 单位 切身 量 并 设 w(5)， 
SE [0, 可 ， 是 wo 沿 o 的 平行 移动 (图 4-28)、 利 用 $44 的 命题 
3 和 平面 上 的 Gauss-Gireen 定理 , 我 们 得 到 
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o"| [W]e 


-i 
-jxarte® -eo). 


其 中 p=p(5S) 荐 可 微 函 数 ， 代表 zw 到 w(5) 的 交角 .由 此 可 知 ， 
9 一 p(0) 一 hp 为 


4 如 -| Kdo. (2) 


从 上 面 的 宸 达 式 可 以 看 出 ，4p 既 不 依赖 于 wo 的 选择 ， 也 不 
依赖 于 w(0) 的 选择 ， 对 上 式 取 极限 (在 $8-83 命题 2 的 意义 下 )， 
我 们 得 到 


, 4 

lim A Kp), 
其 中 4( 有 表示 区 域 呈 的 面积 这样， 我们 就 得 到 Gauss 曲率 五 
的 解释 ， 

为 了 使 Gauss-Bonnet 定 
理 整体 化 ， 我 们 需要 更 多 的 拓 
扑 知 识 ， 

设 太 是 一 正则 曲面 ， 区 域 
RCAS 称 为 正则 的 ， 如 果 及 是 
紧 致 的 并 且 边 界 88 是 有 限 条 
互 不 相交 分 段 正则 的 简单 闵 曲 
线 的 并 (图 4-29(q) 的 区 域 是 正则 区 域 , 而 图 4-29(5) 则 不 是 )， 为 
方便 起 见 , 我 们 把 紧 致 曲面 看 作 正则 区 域 ， 其 边界 为 空 集 . 

一 简单 区 域 叫 作 三 角形 ， 如 果 只 有 三 个 顶点 且 外 角 m 天 0, 6 
一 革 2, 8. 

一 正则 区 域 RC5 的 一 个 三 角 识 分 是 有 限 个 三 角形 了 了, $ 
一 1 …，m% 的 集合 2 ,使 得 


图 《428 
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图 4-29 


1. [JT,=R. 
t=l1 


2. 若 环 7 下 风 则 工 几 Tj 为 TI; 和 守 ; 的 一 条 公共 边 或 一 个 

给 定 正则 区 域 RC5 的 一 个 三 角 前 分 . 9 ， 我 们 把 三 角形 ( 面 ) 
的 个 数 记 作 五 , 边 数 记 作 妃 , 顶点 数 记 作 下。 

F—E+V=x 

称 为 这 个 三 角 前 分 的 Buler-Poincaré 示 性 数 ， 

下 面 的 命题 只 写 出 来 而 不 加 证 明 , 这 些 事 实 可 以 查看 , 例如 ， 
L. Ahlforsg 和 LL. Sario,Riemann Surfaces, Princeton University 
Press，Prinoeton, N. J., 1960, 第 一 章 . 

命题 1 正则 曲面 的 任何 正则 区 域 均 有 一 个 三 角 旗 分 . 

命题 2 设 5 为 定向 曲面 。 {we}, a€ 4， 为 一 族 与 S 的 定向 
相 容 的 参数 表示 、， 设 RCRS 是 5 的 一 个 正则 区 域 ， 则 存在 且 的 
一 个 三 角 裔 分 9 使 得 每 个 三 角形 全 E .9 , 均 包 含 在 {we} 的 某 一 华 
标 邻 域内 . 而且, 如 果 .9 的 每 个 三 角形 的 边界 是 正定 问 的 ， 则 相 
分 的 三 角形 在 公共 边 上 的 方向 相反 (图 480). 

命题 3 设 RcS 是 曲面 S 的 正则 区 域 ， 则 Euler-Poincar6 
示 性 数 与 鼠 的 三 角 痢 分 无 关 .， 因 此, 可 以 记 作 x(B). 

这 后 一 个 命题 说 明 了 Euler-Pojnoar6 示 性 数 是 正则 区 域 忆 的 
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拓扑 不 变量 .为 了 应 用 Gauss-Bonnet 定理 ， 我 们 提 及 一 个 重要 
的 事实 : 这 一 不 变量 确定 了 Rs 中 的 紧 致电 
面 的 全 部 拓扑 分 类 . 

应 该 注意 到 ， 直 接 计 算 表 明 球 面 的 
了 uler-Poineazr6 示 性 数 是 2, 而 环 面 ( 带 一 

图 《30 个 柄 的 球面 ， 见 图 481) 是 零 ， 双 环 ( 带 二 

个 柄 的 球面 ) 是 一 2，” 而且 一 般 地 有 ，w 环 ( 带 % 个 柄 的 球面 ) 的 
Euler-Poinoaré 示 性 数 是 一 2(n 一 1)， 

下 述 命题 说 明 这 个 表 列 出 了 Res 的 全 部 紧 致 曲面 . 

命题 4 设 SCR 是 紧 臻 连通 的 曲面 ; 则 5 的 Buler-Poincaré 
示 性 数 取 下 列 信之 一 , 2 0， 一 2,…， 一 2n, …， 再 着， 车 S'CRs 
为 另 一 紧 致 曲面 且 x(S) =x《S), 则 同 胚 于 5. 

换言之 , 每 一 紧 致 连通 曲面 SCR? 同 胚 于 一 个 带 g 个 柄 的 球 
面 ， 数 


g= 2—x(S) 
2 


称 为 S 的 亏 格 . 

最 后 ， 设 RCS 是 定向 曲面 总 的 一 正则 区 域 ， 而 .多 是 忌 的 
一 个 三 角 齐 分 使 得 每 个 三 角形 7;& 9 j 一 1，…, 为 包含 在 一 族 
参数 表示 {2。}, a€ 4 的 某 个 坐标 邻 域 ss(0y) 内 ， 这 里 {ww} 与 
S 的 定向 相 容 . 设 了 是 S 上 的 可 微 函 数 ， 下 述 命题 表明 了 在 区 域 
带 一 个 栖 的 球面 x 一 0 带 二 个 枉 的 球面 x 一 一 2 


2 
av IN 
av 

de 


球面 x 一 3 
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BR 上 的 积分 是 有 意义 的 . 
命题 5 记号 如 上 ， 和 式 


> 中 f ww, wy) BG — ej gwy 
p(TD 
不 依赖 于 三 角 齐 分 ,也 不 依赖 于 5 的 参数 表示 {wy}. 
因此 ， 上 述 求 和 有 几何 意义 并 称 为 了 在 正则 区 域 召 上 的 积 


分 .通常 记 作 
Jim 


现在 我 们 着 手 叙述 并 证 明 

堤 体 Gauss-Bonnet 定理 设 RCAS 是 一 定向 曲面 的 正则 
区 域 ， 令 0，…，On 是 分 有 段 正 则 的 简单 闭 曲 线 并 组 成 玉 的 边界 
28R， 设 每 个 O; 是 正定 铅 的 并 设 0 …, Os 是 曲线 O04,-…, O，, 的 
全 部 外 角 ， 则 


袜 | bls)as+|| KGo + 0—2rx(B), 


其 中 5 为 0 的 弧 长 , 在 Ci 上 的 积分 表示 在 Cu 的 每 段 正则 弧 上 的 
积分 之 和 . - 

证 明 考虑 瑟 的 三 角 齐 分 9 : 使 得 每 个 三 角形 均 包 含 在 与 
S 的 定向 相 容 的 正 交 参数 表示 族 
的 某 个 坐标 邻 域内 ， 由 命题 2, 这 
种 三 角 剖 分 是 存在 的 . 更 进 一 
步 , 如 果 .9 的 每 个 三 角形 的 边界 
是 正定 向 的 ， 则 在 相 邻 三 角形 的 
公共 边 上 ， 我 们 得 到 相反 的 定 疝 
(图 4832). 

将 局 部 的 Gauss-Bonnet 定 
理应 用 到 每 一 个 三 角形 并 将 结果 国 4-32 
加 到 一 起 , 再 利用 命题 5 并 注意 每 条 “内 ” 边 以 相反 的 方向 跑 两 次 , 
则 有 ， 
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> hb as+ | Kdo+ S n=2nD, 


其 中 也 为 中 的 三 角形 的 个 数 , 而 9 9;s,0ss 是 三 角形 了 ,的 外 
角 . 
现在 引进 三 角形 7; 的 内 角 pn 一 w 一 Gm， 因 此 
和 
我 们 将 要 采用 下 述 记号 : 
也 一 9 的 外 边 的 个 数 ， 
:一 的 内 边 的 个 数 ， 
V ,~ 的 外 顶点 的 个 数 ， 
一 9 的 内 顶点 的 个 数 ， 
因为 向 线 0， 是 闭 岗 线 ,所 以 如 VV。， 再 者 , 容易 用 归纳 法 证 明 
3F= 27,;+ Be. 
因而 
Dom 2 mB tr Spm 


现在 注意 , 外 顶点 可 能 是 某 条 曲线 CO 的 顶点 ， 也 可 能 是 由 三 角 痢 
分 引进 的 顶点 、 置 让 .=Vw 二 Vw 这 里 Vw 是 曲线 0， 的 顶点 数 而 
Ve 是 三 角 章 分 的 外 顶点 且 不 是 CO 的 顶点 的 个 数 ， 因 为 在 每 个 内 
顶点 的 所 有 人 角 的 总 和 是 2m, 我 们 得 到 

mB tb 2 Va D0). 


在 上 述 表 达 式 中 , 加 进 并 减 掉 wB。, 并 考虑 到 如 ,一 V,, 则 有 
>> Br B+ 2m Be— 200V,— nV ,~— or 04— Fw 十 之 0 


一 2r 刀 一 2zF 十字 0. 
把 上 面 的 各 个 式 子 放 到 一 起 , 最 后 得 到 
2 nS)as+|| Kdo + 0=2r(P— E+y) 
¢ 记 =1 


-2mx(R). 
证 毕 ， 
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因为 简单 区 域 的 Euler-Poincar6 示 性 数 显然 是 1， 所 以 ,我 
们 有 (参考 注 1) 
推论 1 设 马 是 5 的 简单 区 域 , 则 


bp | bh,(S) as+|| Kaot 2m,. 


$=0 J Se 省 


考 虚 到 紧 致 曲面 可 以 看 作 一 个 无 边界 的 区 域 , 因此 有 
推论 2 设 S 是 可 定向 紧 致 则 面 ; 则 


中 Kdc = 2x (8S). 


推论 2 是 最 引 人 注 目的 ， 我 们 只 要 想 一 想 一 张 同 豚 于 球面 的 


曲面 的 各 种 各 样 的 形状 就 可 以 发 现 这 是 多 么 令 人 人 惊讶， 无 论 曲 率 
函数 如 何 变化 , 而 “全 曲率 ?” | | Kdo 总 是 一 样 


下 面 ， 我 们 给 出 Gauss-Bonnet 定理 的 一 些 应 用 。 为 了 说 明 
这 些 应 用 (以 及 本 节 末 必 的 习题 )， 我 们 假定 平 画 拓扑 的 一 个 基本 
事实 一 Jordan 上 曲线 定理 ， 我 们 要 用 的 是 下 列 形式 ; 平面 上 每 一 
分 段 正 则 的 闭 曲 线 (没有 自 交 点 ) 是 一 简单 区 域 的 边界 . 

i. 正 曲 率 的 紧 致 曲面 同 胚 于 球面 . 

这 种 曲面 的 了 uler-Poinoar6 示 性 数 是 正 数 ， 而 球面 是 Rz 中 
仅 有 的 满足 此 条 件 的 紧 致 曲面 . 

2. 设 5 是 负 上 曲率 或 零 粗 率 的 可 定 疝 曲面， 则 从 一 点 PE 
出 发 的 二 条 测 地 线 yi 和 ys 不 可 能 再 相交 小 男 一 点 9E5 使 得 7 
和 7s 的 轨迹 构成 态 的 一 简单 区 域 BR 的 边界 . 

假设 不 然 , 则 由 Glauss-Bonnet 定理 (RB 是 简单 的 )， 


| | Kado +0114 0s—2m, 


站 
其 中 和 60s 是 区 域 瑟 的 外 角 .， 因为 测 地 线 和 和 ?5 互 不 相 切 ， 
我 们 有 三 xn, 和 = 二 2。 另 一 方面 , 因为 尺 <0, 所 以 得 出 了 矛 拓 . 

当 负 =0s=0 时 ， 测 地 线 Yi 和 ?7a 构成 8 的 一 条 简单 闭 测 地 
线 ( 即 一 条 闭 的 正则 是 线 并 且 为 测 地 线 )， 由 此 可 知 ， 在 零 曲率 曲 
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面 或 负 曲 率 曲 而 上 , 不 存在 简单 闭 测 地 线 作为 8 的 一 简单 区 域 的 
边界 . . 

3. 设 曲面 & 同 胚 于 柱 面 且 Gauss 曲率 及 过 0, 则 5 至 多 有 一 
条 简单 团 测 地 线 . 

假设 总 含有 一 条 简单 六 测 地 绥 万 ,根据 应 用 2 并 由 于 存在 
同 胚 对 应 w 将 曲面 S 映 成 挖 去 一 点 g 的 平面 P, 所 以 wp(Z) 是 平 
面 己 中 包含 9 点 的 一 个 简单 区 域 的 边界 . 

现 假设 如 含有 另 一 条 简单 团 测 地 线 二 ,我 们 断言 与 工 不 
相交 ,否则 gp《T) 和 p(T) 在 两 个 相继 交点 71 和 7s 之 间 的 驱 构 
成 一 个 简单 区 域 的 边界 ， 这 与 应 用 2 相 违 背 ( 见 图 4-88)， 根据 上 
述 推理 ,gp () 也 是 平面 卫 的 一 个 包含 点 g 的 简单 区 域 玉 的 边界 . 
而 号 的 内 点 同 胚 于 柱 面 , 故 x(R) =0, 另 一 方面 , 由 Gauss-Bonnet 
定理 . 


Kdo=—2rx(R)=0, 
i(R) 

但 凑 天 <0, 所 以 这 是 不 可 能 的 . 

4. 如 果 在 一 具有 正 曲 率 的 紧 致 曲面 5S 上 存在 两 条 简单 闭 测 
地 线 Ta 和 人 则 了 和 了 必 相 交 ， 

根据 应 用 1， SA 同 胚 于 球面 。 如 果 Za 和 -3 不 相交 , 则 Za 和 
Z3 构 成 的 集合 是 一 区 域 如 的 边界 ,此 区 域 的 Baler-Poincare 示 
性 数 x(R) 一 0， 由 Gauss-Bonnet 定理 


1 


4 4-5 Gauss-Bonnet 定理 及 其 应 用 [278] 


中 Kado =0, 


这 与 天 >0 相 了 矛盾 . 

5. 我 们 将 要 证 明 由 Jacobi 发 现 的 下 述 结果 设 a TR” 是 
一 条 封闭 的 正则 参数 曲线 , 且 上 曲率 不 为 罕 ， 假 设法 向 量 m(S) 在 单 
位 球面 S* 上 画 出 的 曲线 (法 线 的 指标 线 是 简单 曲线 )， 则 m(Z) 将 
& 分 为 面积 相等 的 二 个 区 域 . 

我 们 可 以 假定 a 以 弧 长 作为 参数 . 令 S 为 %=n(5) 在 S93 上 
的 弧 长 ，n(5) 的 测 地 项 率 下 , 为 


K,= &%, 多 人 只， 
其 中 “…” 表 示 对 于 8 的 微分 .因为 
gn .oS 
| 
一 (5 与) 
rn (Ey ， 
ds 1 
并 且 ( 伍 ) -i 
我 们 得 到 
KE,~ nhn, 办 -= 人 《Cb 一 芭 ， n> 
-( 堪 ) (tr 0 
aS 
-黄色 (EF 所 ) 写 ， 


因此 ， 应 用 Gauss -Bonnet 定理 到 由 mn(7) 界 定 的 区 域 且 中 的 一 
个 , 并 利用 玉 二 1, 我 们 有 
2r- | Kdo+| FAS-| .ar= 忆 的 面积 
因为 5 的 面积 为 4r ,结论 得 证 . 
6, 设 工 是 定向 曲面 8S 上 的 测 地 三 角形 〈 即 下 的 边 均 是 测 地 
级 ). 令 0 Oo bs 是 了 的 外 角 并 令 mr 一 和 一 0 93 一 1 一 0a， 2 
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一 5 一 0 是 了 的 内 角 . 由 Gauss-Bonnet 定理 ， 


ji au+ 训 6- 2n. 
因此 ， E> (ep) ——r+t 


由 此 可 知 , 测 地 三 角形 的 内 角 和 它 p; 为 


1. 等 于 w, 若 太一 0; 
2. 大 于 m, 若 玉 盖 Di 
3. 小 于 5w, 若 人 < 之 0， 


更 进一步, 习 w 一 =( 角 副 ) 正 好 等 于 人 人 Kdo， 如 果 在 人 上 


-正夫 0, 这 就 是 三 角形 全 在 Gauss 映射 入 . 3 一 8S2( 参 考 88-8 的 式 
(12)) 下 的 像 集 入 (DT) 的 面积 。 上述 结论 曾经 由 Gausg 本 人 叙述 
成 他 的 定理 ， 一 测 地 三 角形 了 的 角 肥 等 于 其 球面 像 信 (了 T) 的 面 
积 . 

上 述 事实 导 试图 证 明 Euolid 第 五 公理 (平行 公理 ) 这 一 历史 
性 的 争论 有 联系 ， 从 第 五 公理 可 以 得 到 任何 三 角形 的 内 角 和 等 于 
wm， 如 果 把 测 地 线 夏 成 直线 , 可 以 证 明 负 常 曲 率 的 曲面 构成 一 种 几 
何 学 的 (局 部 ) 模 型 , 在 这 种 几何 学 中 , 除了 第 五 公理 及 保证 直线 可 
以 无 限 延 长 的 公理 外 , Euolid 的 公理 均 成 立 ， 但 是 ，Hilberi 证 骨 
了 在 R? 中 不 存在 测 地 线 可 以 无 限 延长 的 灸 常 曲 率 的 曲面 (§ 8-8 
习题 6 的 伪 球 面 有 一 条 奇 线 )， 因 此 R* 中 具有 人 负 常 Gausg 曲率 
的 曲面 并 未 提供 一 个 模型 来 验证 第 五 公理 的 独立 性 ， 然而 ,利用 
抽象 遇 面 的 概念 , 可 以 避 江 上 述 不 便 , 并 能 建立 一 种 几何 模式 
除 第 五 公理 外 所 有 Euolid 公理 均 成 立 的 几何 模式 . 因此 , 第 五 公 
理 是 独立 的 . 

在 $5-10 和 8$5-i1， 我 们 要 证 明 刚 刚 提 到 的 Hilbert 的 结果 
并 描述 一 种 非 欧 几何 的 抽象 模式 ， 
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7 了， 曲面 上 的 向 量 场 毕 设 v 是 定向 曲面 妨 上 的 可 微 向 量 场 . 我 
们 称 pES 是 ?的 奇 点 ， 若 0(Z 一 0， 坷 点 少 称 为 芍 立 奇 点 , 车 存 
在 Pp 在 S 中 的 邻 域 广 ， 使 得 向 量 场 ov 艳 六 中 除了 Pp 外 没有 其 它 
奇 点 ， 

对 于 向 量 场 。 的 每 个 孤立 奇 点 2p, 我 们 要 定义 一 个 整数 , 称 为 
vo 的 指标 . 设 w. 0 -> 5 是 在 p=z(0, 0) 点 的 正 交 参数 表示 , 且 与 
S 的 定向 相 容 ， 设 w [0, 如 ~>8 是 一 分 段 正则 的 简单 闭 参 数 曲 线 ， 
使 得 a([0, 中)Cw(D) 为 某 个 包含 2p 点 的 简单 区 域 刀 的 边界 ， 且 
六 是 玉 中 的 唯一 奇 点 ， 令 9 一 0(，8E [0, 四 ,为 向 量 场 w 沿 w 的 
限制 且 g=p( 顽 是 w6 到 wv(3) 的 夹 角 , 如 844 的 引 理 工 所 示 , 可 选 
取 gp 为 可 微 函 数 ( 引 理 1 容易 推广 到 分 眉 正 则 曲线 的 情形 )， 因 为 
& 是 闭 曲线 , 所 以 存在 一 个 整数 工 


2 一 p —9(0) -| 这 


工 叫 作 % 在 Pp 点 的 指标 . . 

我 们 必须 证 明 此 定义 与 所 作 的 选取 无 关 ， 首 先 证 明 指 标 与 
参数 表示 sw 无 关 ， 设 woEToo(S), w( 引 是 wo 沿 a 的 平行 移 
动 ， 设 也 提 是 ww 到 ww 人 9 的 可 微 的 夹 角 ， 正如 我 们 在 用 平行 移 
动 来 解释 Qauss 曲率 K 时 已 经 看 到 的 ( 见 (2) 式 )， 


$9) —y%(0) -J| Kao. 
把 上 述 关系 式 相 减 , 我 们 得 到 
~ JjEae-2rI- -DD 0) -A -p). 图 


因为 小 -9 不 依赖 于 ww 所 以 指标 工 与 参数 表示 “无 关 ， 
指标 与 w 的 选择 无 关 的 证 明 ， 带 有 更 多 的 技巧 (虽然 也 很 直 
观 ), 我们 只 是 说 一 说 证 明 的 大 概 ， | 
设 oo 和 mm 是 用 来 定义 指标 的 两 条 曲线 ， 我 们 要 证 明 对 于 这 
两 条 不 同 的 曲线 ，% 的 指标 相同 。 首 先 假定 m 和 om 的 轨迹 不 相 


[ 注 ] 这 一 应 用 需要 $3-4 的 知识 ,如 果 略 去 不 泪 , 则 本 节 的 习题 6~9 也 要 略 去 ， 
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交 .， 则 存在 一 同 肚 ， 把 o% 和 m 界定 的 区 域 映 到 由 两 个 同心 圆 Cu 
和 0: 界定 的 平面 区 域 ( 环 )， 因 为 我 们 能 找到 一 族 同 心 圆 Oo 使 
得 0: 连续 依赖 于 主 且 将 Ce 变形 到 Ci， 所 以 , 我 们 得 到 一 族 曲 线 
om 连续 依赖 子 上 且 将 oo 变形 为 几 〈 图 43 和 以 二 表示 用 曲 
线 % 算 出 的 的 指标 ”因为 指标 是 一 个 整数 , 而 五 连续 依赖 于 训 
5E [0, i]. 所 以 六 在 的 变化 下 保持 不 变 , 即 如 我 们 记 希 望 的 有 
To~ 了 i， 如 果 o% 和 om 的 轨迹 相交 , 我 们 选取 一 条 充分 小 的 曲线 使 
其 轨迹 与 oo 和 oa 均 不 相交 .然后 利用 上 面 的 结果 . 

应 该 注意 当 p 不 是 5% 的 奇 点 时 , 指标 的 定义 照常 有 效 ， 然 而 ， 
这 时 其 结果 是 指标 为 零 . 理由 如 下 ; 因为 工 不 依赖 于 me， 我 们 可 
”以 选择 v6 就 是 ov 自身 , 这样 p() 二 0. 

在 图 4-35 中 ， 我 们 用 一 些 例子 说 明 在 平面 wy 上 以 (0, 0) 为 
奇 点 的 向 量 场 的 指标 ， 图 中 天 出 来 的 曲线 是 向 量 场 的 轨 线 ， 

现 令 9CR 是 一 定向 紧 致 曲面 , 而 。 是 上 只 有 孤立 奇 点 的 可 微 
图 量 场 . 注意 ， 这 时 只 有 有 限 个 奇 点 。 否则 ， 根 据 紧 致 性 (参考 


Gd 
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$ 2-7 性 质 1)， 它 们 有 一 个 极限 点 一 一 一 个 非 孤 立 的 奇 点 ， 设 
{wa 是 一 族 与 8 的 定向 相 容 的 正 交 参数 表示 . 设 了 了 是 S 的 三 角 
剖 分 , 使 得 

IT. 每 个 三 角形 TE .包含 在 {wl 的 某 个 坐标 邻 感 内 . 

2. 每 个 了 E .9 至 多 包含 一 个 奇 点 . 

3. 每 个 TE. 的 边界 不 包含 奇 点 且 为 正定 向 的 . 

如 果 我 们 对 每 个 三 角形 TE 应 用 (38) 式 ,并 将 结果 加 到 一 
超 , 考虑 到 每 个 了 EF 的 边 以 相反 的 方向 出 现 二 次 , 我 们 得 到 


La 
| Kadoc—2r SI,=0, 
a f=1 
Ss 


其 中 三 是 奇 点 Pi 5=1,，…', 的 指标 ， 把 此 式 与 Gausg-Bonnet 
定理 (参考 推论 2) 全 在 一 起 最 终 得 到 
pe | | Kdoc—x(8). 


庆 此 , 我 们 证 明了 下 述 

Poincaré 定理 ”在 一 紧 致 曲面 $ 上 仅 有 孤立 奇 点 的 可 微 疝 
量 场 的 指标 之 和 , 等 于 S 的 Eualer-~Poincar6 示 性 数 ， 

这 是 令 人 注目 的 结果 ， 它 意味 着 7; 不 依赖 于 向 量 场 而 
只 与 5S 的 拓扑 有 关 ， 例如 , 在 任何 同 胚 于 球面 的 曲面 上 , 所 有 只 具 
有 孤立 奇 点 的 向 量 场 , 其 指标 和 必 为 2， 特 别 地 ， 这 种 曲面 上 不 可 
能 有 无 奇 点 的 可 微 向 量 场 . 


习 如 


1. 设 8cRs 为 紧 致 可 定向 的 正则 曲面 且 不 同 胚 于 球 而 。 证 明 : 在 8 上 存 
在 点 使 得 Gauss 曲率 分 别 为 正 、 负 和 和 零 : 
2. 设 T 是 一 旋转 环 面 ， 描述 了 的 Gauss 映照 的 像 集 并 且 不 用 Gauss 
-Bonnet 定理 来 证 明 
用 ze 


计算 的 Buler-Poincar6 示 性 数 ， 用 Gauss-Bonnet 定理 验证 上 述 结 
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果 . 

3. 设 9cR: 为 与 球面 同 豚 的 正则 曲面 ， 设 PS8 是 一 条 简单 闭 测 地 线 , 并 
设 和 和 8B 是 5S 的 两 个 以 荆 为 公共 边界 的 区 域 . 令 入 ;S53 为 8 的 
Gauss 了 映照， 证明; NC(4) 和 N(B) 的 面积 相等 。 

4. 计算 下 列 曲 面 的 Buler-Poincaré 示 性 数 ， 

a. 椭 球 面 . 
*p. 曲面 S= {C2, y, 2) E RS 2 十 细 十 1 一 二 

5. 设 0 是 定向 单位 球面 8 上 余 纬 度 为 p 的 纬 圆 ， 并 设 w 是 0 在 点 书 的 
单位 切 向 量 ( 参 考 § 4- 生 的 例 1)， 将 wo 沿 C 作 平 行 移动 。 证 明 ; 在 平移 
了 一 圈 后 , 新 向 量 与 初始 向 量 wo 的 夹 角 dp 二 2m《1 一 Cog 9) 验证， 

lm 分 1= 的 曲率 ， 
其 中 女 是 83 上 由 0 界定 的 区 域 的 面积 . 

6， 对 下 列 平面 向 量 场 , 证 明 (《0, 0) 是 孤立 奇 点 并 计算 其 指标 ， 

“a v=(D, Y); 

b. v=(—%, #); 

©. 0 一 (T， 一 雪 ) 

*d. w= (2 —Y), — 29Y)s 

e. v=(m3~ py y3 — BrY). 

7. 奇 点 的 指标 能 否 为 零 ?如 果 可 能 , 则 举 一 便 说 明之 . 

8， 证 明 : 一 定向 紧 致 曲面 如 CRs 能 有 一 个 无 毒 点 的 可 微 向 量 场 的 充 要 条 
件 是 3 与 环 面 同 胚 . 

9,， 设 0 是 球面 5? 上 正则 闲 曲 线 ， 设 。 是 83 上 的 一 个 可 微 向量 场 ,使 其 轨 
线 均 不 与 0 相 切 ， 证 明 : 由 C 界定 的 二 个 区 域 的 任何 一 个 都 至 少 包 含 

4 的 一 个 至 点 . | 
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本 节 要 引进 一 些 特殊 的 坐标 系 并 着 有 眼 于 它们 的 几何 应 用 . 引 
进 这 种 坐标 系 的 自然 途径 是 借助 于 指数 映照 。 现 在 我 们 就 来 讲 指 
数 映 照 . 

正如 在 8$ 44 的 命题 5 中 我 们 已 经 学 过 ， 在 一 正则 曲面 S 上 
给 定 一 点 了 和 一 非 零 向 量 v€T,(S)， 存 在 唯一 的 参数 测 地 线 
7; (一 6 6) 一 8, 使 得 7(0) 一 了 ,7'(0) -9%、 为 了 指明 测 地 线 与 向 
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量 2 的 关系 , 记 作 7( 人 = 一 7 是 较 方 便 的 . 

引 理 1 车 测 地 线 7(, ) 定 义 在 经 ( 一 e, 日 上 ， 则 测 地 线 
7 NV), 和 AER, 和 0， 定义 在 i (一 oj e/%) 上 并 且 Y(b, 2%w) 
=y(Ni, v0). 

证 明 设 参 数 曲 线 a.( 一 e/ 和 ,ee/ 和 35 的 定义 为 a(2) 一 YD. 
则 a0) 一 y《0), a (0) = 和 Ny (00， 并 且 由 也 的 线性 性 (参见 8 4 和 4 
式 (1)). | 

Duoa PD =WDwYy' (及 一 0， 
由 此 可 知 a 蚌 一 条 测 地 线 ， 其 初始 条 件 为 7C0) 和 %y'(0)， 并 由 唯 
一 性 得 
oat) =7(t, MN) =7, vo). 
证 毕 , : 
引 理 1 的 直观 意义 是 : 由 于 测 地 线 的 速度 是 常数 , 所 以 我 们 能 
适当 地 调整 速度 使 在 预定 的 时 间 内 跑 完 全 程 ， 

现在 引进 下 述 概念 ， 若 2€ T,(S), v=0, 使 得 7(1%|,2/1%21) 

=7(l1, 力 有 定义 , 我 们 就 置 
exps (vy) =7y(i, 2) 和 exps(0) =P. 

从 吕 合 上 说 ， 这 一 对 应 是 在 通过 p 点 且 以 5% 为 方向 的 测 地 线 
上 ， 画 出 (如 果 可 能 ) 一 段 长 度 |v|; 如 此 得 到 的 8S 上 的 点 记 作 
expp(《V) (图 4-86). 

例如 , 在 单位 球面 5 上 ， 对 每 个 ET,CS”)，expp(V) 均 有 定 
义 ， 半径 为 wm，8m,，…，(2n 十 1)w 的 图 周 被 映 成 2 的 对 径 点 g. 半 
径 2m，4r，…，2nz 的 圆周 被 映 回 到 2. | 

另 一 方面 , 在 由 单 叶 锥 面 去 掉 顶 点 所 形成 的 正则 曲面 O 上 ， 
对 向 量 2ET,(O) ,其 方向 沿 连 结 卫 点 和 顶点 的 子午 线 的 方向 , 若 
lo|>@ 9 是 卫 点 到 顶点 的 距离 , 则 ezps(o) 没 有 定义 (图 4 全 87). 

在 球面 的 例子 中 ， 如 果 我 们 从 5 挖 掉 卫 的 对 径 点 ， 那 末 
expy() 只 在 ,C5 的 以 原点 为 中 心 以 vw 为 半径 的 开 贺 稚 上 有 定 

重要 的 是 ;expy( 四 在 卫 的 某 一 邻 域 内 总 有 定义 而 且 可 微 . 
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~ 
1 


1 
expp (7) ， 


图 4-36 437 


命题 给 定 PES, 存 在 e>0, 使 得 ezp* 在 TplS) 的 以 原点 
为 中 心 , 半 径 为 < 的 圆 盘 的 内 部 Be 上 有 定义 且 可 微 . 

证 明 根据 引 理 1, 对 于 人,(5) 的 每 个 方向 ,显然 可 以 把 % 选 
得 充分 小 使 得 Y(t, 0) 的 定义 区 间 包 含 二 因而 7(1, v) =exps(?) 
有 定义 为 了 证 明 对 所 有 方向 存在 一 个 一 致 的 6, 我们 需要 测 地 线 
对 于 初始 条 件 的 依赖 性 定理 ( 见 $ 4-7), 其 形式 如 下 ， 给 定 PE 5, 
存在 数 @a>0，ea>0 及 可 微 映照 

7: (—€s, €2) X Ba—>H 

使 得 对 任意 vE B。,, 9 关 0，8E (一 ea, ea)， 曲 线 y($) 是 5 的 测 
地 线 , 上 且 7(0， 忆 ) 一 已 7 (0, 2) 一 9, 并 对 2=0 有 Y(tb, 0) 一 7 

从 这 个 定理 和 引 理 1 可 以 得 到 我 们 的 结论 。 事 实 上 ， 因 为 
Y(t 9) 对 于 | 夺 二 es, | 天 和 有 定义 ,在 引 理工 中 置 和 = 一 ea/2, 我 们 
得 到 7y( 亿 〈ea/3) 轨 对 于 | 引 <2，|2|<e 有 定义 ， 因 此 , 取 一 个 以 
原点 为 中 心 ， 尘 径 为 se<etea/2 的 较 盘 BecYoS)， 则 对 所 有 
玉 E Be 7y( W) 6xpysw 有 定义 expy 在 Bs 中 的 可 微 性 可 以 器 
7 的 可 微 性 推出 ,证 毕 . 

上 述 绪 果 的 一 个 重要 的 补充 是 下 面 的 

命题 expp: BeCdTo(9) 一 在 Ts(5) 的 原点 0 的 一 个 邻 域 
UC Be 中 为 微分 同 凸 ， 

证 明 ”我们 将 证 明 微 分 4(expy) 在 0€ 了 T 了 CS) 是 非 奇 异 的 .为 
此 ， 我 们 把 T,(S) 在 0 的 切 空间 与 7,(5) 本 身 等 同 起 来 ， 考 虚 曲 
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线 ol) =i, VE TC). 显然 oat0) 二 0， (0) 三 9， 上 曲线 (expy 00) 
( 引 一 expp(t2) 宇 1 一 0 的 切 向 量 为 
-号 (exps(t0)) |:o—-G (YC 0)) rco—o, 

由 此 可 知 (Gexpyp) olV) —%, 
这 就 证 明了 dexps 在 0 非 奇异 ， 应 用 反光 数 定理 (参考 52-4 命 
题 3), 就 可 完成 命题 的 证 明 . 证 上 毕 . 

VC5 称 为 点 PES 的 一 个 法 邻 域 , 如 果 % 是 了 了,(5) 的 原点 的 
一 个 邻 域 口 的 像 六 一 exps(U)， 使 得 exps 限制 到 避 上 为 微分 同 
肪 . 

因为 在 点 PES 的 指数 映照 是 Z 上 的 微分 同 胚 ， 故 可 以 用 它 
在 玉 上 引进 坐标 ， 在 这 样 引 进 的 坐标 系 中 间 , 最 通常 的 是 

1， 法 坐标 ， 它 相应 于 切 平面 了 ,5) 的 直角 举 标 . 

2. 测 地 极 誉 标 ， 它 相应 于 切 平 面 T6045) 的 极 坐 标 ( 图 
4-88), 

我 们 首先 研究 法 坐标 ， 它 可 如 下 得 出 ; 在 平面 75(S), PE 有 


expp (p08) 


于 4-38 极 坐 标 
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中 选取 二 个 正 交 的 单位 向 量 红 和 es, 因为 expp: UVCS 是 微 
分 同 胚 ， 所 以 ， 它 可 以 作为 在 卫 点 ,的 参数 表示 .， 车 gE 了 V， 则 
g 一 expy(W)， 其 中 天 =wes 十 veaE€ 口 ， 因 此 ， 我 们 说 9 的 坐标 十 
(ww V2)， 显然, 如 此 得 到 的 法 坐标 依赖 于 el，ea 的 选择 . 

在 以 卫 为 中 心 的 一 个 法 坐标 系 中 , 过 三 点 的 测 地 线 是 Yo0S) 
中 过 原点 的 直线 一 吃 2= 太 在 映射 exps 下 的 像 ， 也 注意 在 这 
种 举 标 系 下 ， 第 一 基本 形式 的 系数 在 卫 点 为 BP) 一 G(p) 一 二 
FP) 一 0. 

现在 我 们 来 看 测 地 极 坐 标 系 、 在 平面 ZT,(S), PESL， 选 取 
极 举 极 系 (p, 9), 其 中 pp 是 矢 径 ,0 是 极 角 ,0<<9<2w, 极 点 是 T5(S) 
的 原点 0， 注 总: 平面 的 极 坐 标 系 在 对 应 于 9 一 0 的 闭 射 线 7 上 没 
”有 定义 。 置 exps(D) = 工 。 因 为 exzpo 0 一 [> 一 工 仍 然 是 微分 同 
胚 , 我 们 可 以 用 坐标 (p, 9) 作 参数 来 表示 六 一 工 的 点 , 这 称 为 测 地 
极 坐 标 . 

我 们 将 采用 下 面 的 术语 . 在 U 中 以 0 为 中 心 的 回 经 过 映照 
exps: U 一 广 所 得 的 像 叫 作 太 的 测 地 圆 , 而 过 原点 0 的 直线 的 像 叫 
作 玉 的 径 向 测 地 绕 ， 在 玉 一 虐 中 ， 这 些 脂 线 分 别 为 p= 常数 和 
0 一 常数 . 

现在 我 们 来 确定 第 一 基本 形式 关于 测 地 极 坐 标 系 的 系数 . 

命题 3 设 X,U 一 iV 一 上 是 测 地 极 坐 标 系 (p, 四)， 则 第 一 
基本 形式 的 系数 加 = 如 (op 外 , 了 一 了 (p, 及 ,您 一 Go 四 满足 条 
件 

太一 1 ， F=—0, lim G=0, lim(MVG),=1. 


证 明 ”根据 指数 映射 的 定义 ,p 为 曲线 9= 常 数 的 弧 长 。 由 此 
直接 可 得 召 一 1. 

在 测 地 线 微分 方程 (8 4-4 方 程 人 全) 中 ， 利 用 0 一 常数 为 测 地 
线 , 可 以 推出 了 一 0 再 利用 8 全 3 定义 Ohristoffel 符号 的 关系 
式 ( 纪 的 第 一 个 方程 , 我 们 得 到 


0= EB,-ThB- Ih. 


§ 4-6 指数 映照 ! 测 地 极 坐 标 [2891 
把 这 代入 到 $4-3 式 (2) 的 第 二 个 方程 ， 我 们 有 了 0， 因此 , 
Ff(p, 不 依赖 于 p. 
对 每 点 gE 了 ,过 g 点 的 测 地 图 记 作 w(o， 这 里 acE [0, 2m] 
4 如 果 g= 卫 则 ow( 中 ) 为 一 点 alo) 一 P)， 再 用 7(5) 记 过 gg 点 的 从 
向 测 地 线 , 这 里 5 是 > 的 帮 长 .在 了 这 些 记号 , 我 们 可 以 写 
Fo 0) ~( P,P). 


系数 请 (p, 幼 在 书 点 没有 定义 然而， 如 果园 定 一 条 径 向 测 
地 线 0= 常 数 ， 则 上 述 等 式 的 第 二 项 对 这 条 测 地 线 上 的 每 点 均 


有 定义 ， 因 为 在 卫 点 有 a(o) ~ P, 即 52 = 0 我 们 得 到 
gg 人 -到 ( 可 , 蝇 )-。 
但 万 不 依赖 于 p, 这 就 表明 万 = 0. 
为 了 证 明 命题 的 最 后 一 个 结论 , 我 们 选取 了 点 的 一 个 法 举 标 
系 (0 本 使 得 坐标 变换 为 
v= p0080, T= psing, pA0, 0<0<2n. 
回忆 一 下 


VB-m -Vv Boa- ry 人 , 


其 中 2, 妨 /8(p, 9) 是 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 而 吾 下, G 为 
第 一 基本 形式 在 法 坐标 系 中 的 系数 , 我 们 得 到 
~VG=pvV BG-, p¥0. (DD) 
由 于 在 点 百 一 他 一 二 太一 0( 法 坐标 系 是 在 2 定义 的 )， 我 们 得 到 
limVG ~0, lim(VG),™1. 
命题 得 证 ， 证 毕 . 
注 1 了 = 人 0 的 几何 意义 是 : 在 法 邻 域 中 ， 测 地 周正 交 于 名 向 
测 地 线 ， 这 一 事实 也 称 鸭 Gauss 引 理 ， 
我 们 现在 来 给 出 测 地 极 坐 标的 一 些 几 何 应 用 ， 
首先 研究 一 下 常数 Gauss 曲率 的 曲面 . 因为 在 极 坐 标 系 中 
且 一 1 和 二 0，QGaugs 曲率 五 可 以 写成 
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K= 一 
如 果 我 们 希望 曲面 具有 曲率 及 (p, 9) (在 所 讨论 的 坐标 邻 域内 )， 
则 上 式 可 以 看 作 w G(p, 9) 应 满足 的 微分 方程 式 ， 如 果 玉 是 常 
数 , 则 上 式 , 或 等 价 地 
(VG) t+ EVG=0, (2) 
是 二 阶 常 系数 的 微分 方程 式 ， 
定理 (Minding) 任何 二 个 具有 相同 常数 Gauss 曲率 的 
正则 曲面 均 局 部 等 距 ， 更 严格 地 讲 ， 设 Si 和 5s 为 二 个 正则 曲面 
且 具 有 相同 的 常数 Gauss 曲率 及 ,选取 点 PE Sr 和 ps&€ Sa， 及 
标 准 正 交 基 {p1, pa} ET (S11), {fs fs} € Ta(S2). 则 存 在 
成 的 邻 域 六 ,和 Ps 的 令 域 Vs 以 及 等 距 对 应 由 . Vi->Vs 使 得 
dj (p21) =f1, dh pa) =fs. 
证 明 ”让 我 们 首先 考虑 方程 (2) 并 分 别 研究 情形 (DK=0, 
(2) K>0 和 和 (8) K<0. 
1. 若 五 一 0， 则 (VG)p=0. 因 此 ， (VG),=g(0), 其 中 
gC(9) 是 9 的 函数 .因为 . 
lim(VG),=1, 


所 以 有 (CV 本),=1， 因 此 , V 攻 p+f(0), 了 (0) 是 9 的 函数 ， 又 
因为 
f 0) “limVG=0, 
在 这 一 情形 , 最 后 我 们 有 
E=1, F=0, G(p, 0) =—p*, 
2. 著 攻 >>0, 则 方程 (2) 的 一 般 解 为 
VG=A(d)oo8(VKp) +B(Osin(VEDp). 

其 中 4(9) 和 B() 是 9 的 函数 ， 要 验证 上 式 是 方程 (2) 的 解 ,只 要 
取 微 分 就 行 了 . 

因为 jm 一 0, 我 们 得 到 4(6) 一 0. 因此 , 

(VG),=BO) VE wos(v Ep). 
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骨 由 lim(M 如 )。 一 1 我 们 有 
B(9) -< 大. 
匠 以 在 这 种 情形 


B=1, F=0, G- 充 sin’(M/EKp). 


3. 最 后 , 若 下 <0, 方程 (2) 的 一 般 解 为 
VG=A(0) cosh (MV/—Ep)+B(O)sinh (MV— Kp). 
利用 初始 条 件 , 可 以 推出 在 这 一 情形 有 


Bl, 万 -0 ~ sin hs( VERp). 


现在 我 们 着 手 证 明 Minding 定理 ， 设 五 和 有 as 分别 是 和 和 
ps 的 法 邻 域 ， 设 p 是 Zam(S:) 到 人 oa(Ss) 上 的 线性 等 距 对 应 并 且 
9(e) 一 fi 9g(ea) 一 /选取 了 sx(S:) 的 极 坐 标 系 ， 其 极 轴 为 ?并 
设 五 一 expr( 人 )，Da=expra(p()).， 令 内 六 一 7s 的 定义 为 

~exprap oexprl. 

我 们 断言 由 是 所 要 求 的 等 距 对 应 . 

事实 上 ,， 少 在 也 一 上 的 限制 六 将 极点 为 多 标 为 (p, 9) 
的 极 坐 标 邻 域 映 成 极点 为 ps 坐标 为 (p，0) 的 极 坐标 邻 域 ， 根 据 上 
面 对 方 程 (2) 的 研究， 第 一 基本 形式 的 系数 在 对 应 点 相等 .由 
8 4-2 命题 1， 丁 是 一 等 距 对 应 ， 根 据 连 续 性 , 上 在 五 的 点 处 
仍然 保持 内 积 ， 因 此 ， 由 是 等 距 对 应 。 可 直接 验 证 du(ez) 一 
(ea) fa， 定理 得 证 .证 毕 . 

注 % 当 玉 不 是 常数 但 不 变 号 时 , 表达 式 VGK 一 一 (MG)p 
有 很 好 的 直观 意义 . 考虑 曲线 p 一 常数 在 两 条 邻近 的 测 地 线 
6=go 和 0=-0: 之 间 的 弧 长 二 (p)， 


LO) =| VB Wad. 


假定 牙 <0, 因为 
lm(VG),=1 和 (VG)m = EVG>0, 


所 以 函数 工 (p) 的 变化 状况 如 图 439(q) 所 示 . 这 表明 荆 (p) 随 p 
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(a) 大 <0 (b) 大 > 0 


图 4-39 测 地 线 在 法 领域 内 的 伸展 


增加 而 增加 ; 也 就 是 说 , 当 p 增加 时 测 地 线 0= bo 和 0 一 bi 越 来 越 
分 开 ( 当 然 , 必须 保持 在 所 讨论 的 坐标 邻 域 
内 ). 

另 一 方面 , 若 >>0， 则 工 (p) 的 变化 
状况 如 图 4-89(3) 所 示 .， 测 地 线 9=9。 和 
9 一 9: 有 可 能 在 某 个 p 以 后 越 来 越 靠近 ( 情 
形 刀 ， 也 可 能 仍然 分 开 (情形 TT)， 这 取 
次 于 Gauss 曲率 ， 例 如 , 在 球面 上 , 从 一 个 
极点 出 发 的 二 条 测 地 线 过 赤道 以 后 ， 则 相 
互 靠 近 ( 图 4-40). 

在 第 五 章 ($ 5-4 和 $ 5-5) 我 们 将 回 到 

《40 这 个 问题 并 说 得 更 为 精确 . 
测 地 极 坐 标的 另 一 应 用 是 关于 Gauss 曲率 尼 的 几何 解释 。 
为 此 , 首先 注意 区 在 测 地 极 坐 标 (o，6) 中 的 表达 式 为 


RVD 
VG 
因此 ， SOHO KV) KVG). 
回想 一 下 lm VG =0, 
我 们 得 到 —K(p) -tim ME. 


另 一 方面 , 利用 极限 来 定义 VG 及 其 对 p 的 各 阶 导数 在 p 点 
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的 值 , 我 们 可 以 写 出 
VT (0, OVG (0, 0) +p(V TO, 0) + (VT) m0, 0) 
+ 全 (MG)wwl0, 0) +R(p, 9), 


其 中 lim ~ 0 0) , 


以 上 极限 关于 9 一致 成 立 . 在 二 式 申 代入 已 知 值 , 我 们 得 到 
VG (p, 0)—p— KD +R. 
有 了 ~MG 的 这 个 值 ， 我 们 可 以 计算 半 色 p=” 的 测 地 图 的 弧 
长 工 
L=lim 1 MG, Oa0= 2mr 一 BE (PD +R, 


6—*0 


其 中 lm 请 一 0 
由 此 可 得 K(p) -lim 了 mr 了 二， 


r=20 克 W 
”上 式 给 出 玉 (p) 的 一 种 内 瓯 解释 ， 它 可 以 用 以 少 点 为 圆心 的 测 地 
辐 5S,(p) 的 半 色 及 S51.(p) 和 expp So)) 的 弧 长 工 和 2mr 来 表 
达 . 

利用 g,(o) 界 定 的 区 域 的 面积 来 解释 K (pp) 也 可 用 上 述 办 法 
很 容易 得 到 (见习 题 3). 

作为 测 地 极 坐 标的 最 后 一 个 应 用 ， 我 们 要 研究 测 地 线 的 一 些 
极 小 性 质 . 测 地 线 的 基本 性 质 是 在 局 部 范围 内 它 使 弧 长 达 极 小 ， 
更 精确 地 , 我 们 有 

命题 4 设 p 是 曲面 8 上 的 一 点 ， 则 存在 点 p 的 一 个 邻 域 
全 CS, 使 得 如 果 7: I 到 为 参数 测 地 线 , 且 7 (0) 一 p, 7 (0) 一 9 
要 ET, 以 及 a; [0, 雪 一 8 是 连结 2 和 2 的 正则 人 参数 曲线 , 则 有 

blo, 

其 中 如 为 曲线 @ 的 长 度 ， 再 者 , 如 果 刀 =1s, 则 a 的 轨迹 与 7 的 轨 
迹 在 p 和 9g 间 相 重 合 . 


[288] 第 四 意 ”上 曲面 的 内 北 儿 何 学 


证 明 设 玉 是 2 的 法 邻 域 ， 你 是 包含 在 了 内 由 半径 为 + 的 
测 地 圆 界定 的 闭 区 域 。 设 (p, 站 是 以 jp 为 中 心 的 太一 了 工 的 测 地 极 
坐标 , 而 9E 工 . 

首先 假定 a((0, 幻 )C 于 一 五 并 置 “人 从 =(p 人 ,9 的 )， 先 
注意 

MPIITGO) Vp"), 

而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 三 0， 也 就 是 说 ，90= 常数 ， 因 此 曲线 
as 在 < 和 与 一 < 之 间 的 长 度 1(e) 满 足 


1.(e) -| 一 VOTO dt 


> 人 Vas) peteh 2 
而 县 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 9= 常 数 和 p>0.， 在 上 式 中 令 < 一 0， 
我 们 得 到 各 宕 by 并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 a 是 径 向 测 地 线 
0 一 常数 , 其 参数 表示 为 p 一 p 仿 ，P 二 >0. 由 此 可 知 , 如 果 4 ==, 
则 a 和 7 的 轨迹 在 p 和 9g 间 重 合 . 

现在 假设 a((0, 石 )) 与 工 相 交 ， 并 假设 第 一 个 交点 为 (to). 
则 根据 前 面 的 推理 ,在 如 和 妇 之 间 />> 记 ， 而 1 一 沁 意 味 着 w 和 ? 
的 轨迹 重合 。 因为 w([0, 坷 ) 和 三 是 紧 集 ， 所 以 存在 1 疡 加 使 得 
或 者 al 四 是 al(0, 石 )) 和 工 的 最 后 一 个 交点 , 或 者 a([i, 雪 )C 了 
(图 4- 入)。 无论 怎 样 ,应 用 上 面 的 证 明 , 均 可 得 到 命题 的 结论 . 

最 后 假定 a([0, 如 ) 不 完全 包含 在 形 中 . 设 如 E [0, 如 是 使 
得 w“(to =z 属于 画 的 边界 的 第 一 个 值 ， 设 7 是 径 向 测 地 线 pm 
并 设 a 是 曲线 a 在 区 间 [0, 如 上 的 限制 ， 则 显然 也 > 如 ( 见 图 
4-42). 

由 前 而 的 推理 可 知 如 > 厄 ， 因为 g 是 ww 的 内 点 ， 所 以 5>>b. 
由 此 , > 完成 证 明 ， 证 毕 . 

注 3 为 了 简单 起 见 ， 我 们 对 正则 曲线 证 明了 上 述 命题 ， 然 
而 , 对 于 分 段 正则 的 曲线 命题 仍然 成 立 (参见 $ 44 定义 7)。 其 证 
明 完 侈 类似 , 故 留 作 习 题 . 
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注 4 在 证 明 中 也 说 明 命题 4 的 最 后 结论 的 道 也 成 立 ， 但 不 
能 推广 到 分 段 正则 的 曲线 . 、 

上 述 命题 在 整体 上 是 不 对 的 , 可 用 球面 为 例 来 说 明 ， 球面 上 
两 个 非 对 径 点 可 以 用 二 条 长 度 不 等 的 子午 线 相 连结 ， 但 只 有 较 短 
的 一 条 才 满 足 命题 的 结论 ， 换 言 之, 如 果 将 一 条 测 地 线 充 分 延长 ， 
则 它 可 能 不 是 端点 间 最 短 的 道路。 然而 , 下 述 命题 说 明 : 如 果 一 条 
正则 曲线 是 在 它 上 面 任意 二 点 间 的 最 短 道路 ， 则 这 条 有 曲线 必然 是 
测 地 线 . 

命题 5 设 wm 7 一 8 是 正则 曲线 ,其 参数 与 弧 长 成 比例 .假定 
0 在 任意 二 点 如 7E 工 间 的 弧 长 小 于 或 等 于 连结 w( 轨 和 az) 的 任 ， 
何 正 刘 参数 曲线 的 弧 长 , 则 “ 是 一 条 测 地 线 . 

证 明 设 iEl 是 工 的 任何 点 并 设 名 是 alto) =p 的 邻 域 ( 定 

义 如 命题 多、 设 9=a(ty) Ew 从 命题 4 中 等 号 成 立 的 情形 可 
知 % 在 (to, 芭 ) 上 是 测 地 线 ， 不 然 的 话 , % 在 (io, 如 闻 的 缴 长 要 大 
于 连结 alto) 和 a( 三 ) 的 径 向 测 地 线 的 长 度 ， 这 与 假设 违背 。 因为 
是 正则 的 , 所 以 根据 连续 性 ,a 在 如 仍然 是 测 地 线 、 证 毕 ， 


习 题 


1. 证 明 : 在 常数 曲率 曲面 上 , 测 地 圆 的 测 地 曲率 为 常数 . 
2. 证明; 在 测 地 极 坐 标 (如 一 1 了 0) 之 下 的 测 地 线 方程 为 


p” - 误 Gp C0) =0, 
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3， 


“8， 


6 +Go/Gpg 十 于 Go/G(02=0， 
设 p 为 正则 曲面 SS 上 的 一 点 证明: 
K(p) -lm 玫 林 全， 
其 中 下 (是 8 在 号 点 的 Gauss 曲率 ，” 是 以 2 为 中 心 的 测 地 加 8.(p) 
的 半径 ,4 是 由 图 "2) 界 定 的 区 域 的 加 面积 . 


， 证 明 ; 在 以 2 为 中 心 的 法 坐标 系 下 , 所 有 Cbristoffel 符号 在 p 点 为 零 。 
.在 下 述 曲 面 中 , 哪 一 对 是 局 部 等 距 的 9 


a. 旋转 环 面 和 锥 面 . 
b。 锥 面 和 球面 
6。 锥 面 和 柱 面 . 


, 设 仿 是 一 曲面 而 8 是 如 的 一 点 , 证 S'(p) 是 以 p 为 圆心 的 充分 小 的 测 地 


加 ,使 得 六 (2p) 包 含 在 一 个 法 邻 域内 ， 设 ?和 s 是 SCp) 上 的 二 点 ,CC 是 
S'(p) 在 + 和 s 闻 的 弧 . 考虑 曲线 expp (0)CTpCS8)， 证 明 : SC) 可 以 
选取 得 充分 小 , 使 得 

a. 若 瓦 >0, 则 ?1exps(C))>!C)， 其 中 1( ) 表 示 相 应 曲线 的 弧 长 。 
b. 车 <0, 则 ?iCexpp”(0))<1CCO). 


， 设 (p, 90) 是 一 曲面 的 测 地 极 坐 标 系 ( 召 = 土 了 二 0)， 并 设 y《pC5),006)) 


为 测 地 线 且 与 曲线 0 一 常数 的 交角 为 pCS7. 为 明确 起 见 , 曲线 9 一 常数 
的 定向 为 p 增加 的 方向 , 而 9 代表 在 参数 表示 (p, 外 的 定向 下 , 从 0 一 常 
数 到 ? 的 定向 夹 角 . 


狗 +(VE)。 轩 =0. 


(jw 测 地 三 角形 内 角 和 的 Gauss 定理 ). 设 人 是 曲面 9 上 的 测 地 三 
角形 ( 即 其 边 为 测 地 线段 )、 假定 三 角形 足够 小 , 以 致 包含 在 它 某 个 顶点 
的 法 坐标 邻 城内 .直接 证 明 ( 即 不 用 Gauss-Bonnet 定理 ): 


Jras- 全 -= 


其 中 下 是 S 的 Gauss 曲 康 ,而 0<%<w, 一 23，3， 是 三 角形 A 的 内 
角 , 
“ 测 地 圆 的 局 部 等 周 不 等 式 )， 设 2E8 并 设 8.《p) 为 以 2$ 为 中 心 半径 为 
7 的 油 地 加 设 荆 是 3,(p) 的 弧 长 ， 而 和 4 是 So) 界定 的 区 域 的 面 : 积 , 
证 明 ， 

4r4 -一 五 ?一 or2y4 瓦 (D) + RR, 
其 中 玉 (p) 是 5 在 号 点 的 dauss 曲率 , 而 且 


10, 


11. 


12. 
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lim £0. 
m0 7 
因此 ,如 果 玉 (Pp)>>0( 或 <0) 并 且 7? 完 分 小 则 4 一 2>0( 或 <0). 
《比较 8 1-77 的 等 周 不 等 式 ). 
设 8 是 连通 册 面 并 设 o 由 :3 一 3 是 8 的 二 个 等 距 对 应 假定 存在 一 点 
PE NS 使 得 gCp)< 访 (p) 并 且 对 所 有 0E€ 人 pCS) dpplv) = 二 4y,bv)。， 证明: 
对 所 有 9 € S, 9p(9) 一 (9) 
《小 测 地 三 角形 的 自由 迁移 性 ) 设 & 是 常数 Gauss 曲率 的 曲面 。 选取 
点 pt DeE&8 并 设 w 和 4 分别 为 Pi 和 Pi 的 法 邻 域 . 在 2 中 选取 测 地 三 
角形 Pipaps ( 测 地 一 词 是 指 边 p53, pzbss psi 均 为 测 地 线 弧 )， 而 
21 Pp2, ps 为 v' 中 适合 下 条 件 的 点 : 
Lp py) =Kps, Pa), 
1(pa，ps) 一 (pa，2s)， 
lps, Pp1)=iCps, 21)， 
(这 里 ? 表示 测 地 弧 的 长 度 )。 证 明 ， 存 在 等 距 对 应 4 了 一 了 把 第 一 个 
三 角形 映 到 第 二 个 上 , 《这 是 中 学 几何 的 一 个 定理 一 一 平面 上 对 应 边 相 
等 的 两 个 三 角形 全 等 一 一 推广 到 常 曲率 曲面 的 局 部 形式 . ) 
微分 同 甩 mr S1>Ss 称 为 测 地 映照 ， 如 果 对 于 呈 的 任意 测 地 线 CcSa， 
正则 曲线 gC0)c 3s 也 是 83 的 测 地 线 、 如 果 口 是 p& 51 的 一 个 邻 域 ， 
则 wp: 0->55 称 为 局 部 测 地 映照, 车 在 53 中 存在 p(2) 的 一 个 邻 域 六 使 
得 g: ~>7 是 测 地 映照 
a. 证明; 若 8: 81> 5 为 测 地 映照 又 是 共 形 映照 , 则 9 是 相似 , 即 
©, 也 5 一 和 人 GppGu)， dqgp WwW)), PE SY V, WE TS81), 
其 中 是 常数 . 
b. 设 S2={(%, y, 8) € 民 3 3 二 02 十 523 一 1 是 单位 球面 ， 人 一 {(w y, 
2) EE S28 一 0} 为 下 半球 面 , 而 了 是 平面 s 一 -1 证 明 ， 中 心 投影 映 
照 p: 5">P 了 是 测 地 映照 ,p 的 定义 为 把 全 ~ 上 的 总 Pp 对 应 于 &2 的 中 
心 和 2 点 的 连 线 与 平面 也 的 交点 .、 ， | 
se， 证明， 对 常 曲率 曲面 8 的 每 点 p， 存 寿 一 个 到 平面 去 的 局 部 测 地 喘 
照 . 


13，(Beltrami 定理 ) 在 习题 2 的 0 中， 已 经 证 明 对 常 曲率 五 的 曲面 


上 的 每 点 pe 8， 均 存在 到 平面 的 局 部 测 地 映照 。 为 了 证 山道 定理 
(Beltrami 定理 ): 如 果 正 则 连通 的 曲面 8， 在 每 点 2 6 8 渔 存 在 一 个 到 
平面 的 局 部 测 地 映照 , 则 3 有 常 曲 率 , 必须 证 明 下 述 结论 ; 
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2a. 


“hb 


*d, 


e， 
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在 一 曲面 以 (w ?) 为 参数 的 菜 一 邻 域内 , 如果 0=2《 夫 是 一 条 测 地 线 
县 不 与 4 一 常数 相 重合 , 则 


rh QV 
0 pn! (有 
29 dw 


dw? 
设 5 在 点 PE 5 的 邻 域 V 中 ,存在 -一 个 到 平面 R2 的 局 部 测 地 映照 
T$s= T=0, Tg=27}s, TH=2T?, 


3 3 a 
) +r -TID) (PE) th -ri) eI. 


:车 存在 p& 8 的 邻 域 了 到 平面 的 测 地 映照 , 则 在 了 内 ， 曲 率 交 满足 


关系 式 ， 
EB= TT (Ta)o, (a) 
EF= T7127 — (TYa)v, (b) 
EKG= Ta (Ta),, 《o) 
已 下 Tom 一 Cr Cd) 


车 存在 pe 8 的 邻 域 玉 到 平面 的 测 地 映照 ， 则 在 了 内， 曲率 K 为 党 
数 . 
利用 上 述 结果 及 关于 连通 性 的 标准 推理 , 证 明 Beltrami 定理 . 


14. (完整 群 )》 设 3 是 正则 曲面 2ES， 对 每 条 分 段 正则 的 参数 曲线 
% [0, 一 S,， a(0) 二 a(D 一 p, 假 定 映 照 po: To(03) 一 了 (CS) 如 下 ; 把 每 个 
向 量 vE Tp《59 映 为 它 沿 a 平行 移动 回 到 P 了 点 的 向 量 . 根据 8 4-4 的 命题 
1, 卫 。 是 Tp(3) 的 线性 等 距 对 应 。 如 果 B: [4 站 8 是 另 一 条 分 段 正则 
的 参数 曲线 且 8O)=BCQ) =p, 定义 曲线 Boa:[0, 1+ 门 >5 为 先 走 过 a 
再 走 过 B; 即 : Boa(5)==a(5),， 若 SEL[0, 站， 而 Boal8)=B8C《S),， 车 
Se, Nn. 


a, 


考虑 集合 

五 pC9) 一 {Pe:7a8) 一 7083)1 对 于 所 有 连结 > 到 书 的 gj， 
其 中 必 是 分 段 正则 的 ， 在 上 述 集 合 中 , 定义 运算 Poeo Pou= Peou; 也 就 
是 说 , 了 Peo 了 P。 是 先 作 Pu。 再 作 Ps 的 通常 的 复合 。 证 明 :， 对 于 这 个 运 
算 , 五 (5) 是 一 个 群 (实际 上 ， 这 是 Ta(S) 的 线性 等 距 群 的 子 群 ) ， 
右 K&S) 称 为 S 在 卫 点 的 完整 


. 证 明 : 下 三 0 的 曲面 上 所 有 点 的 完整 群 退 化 为 恒 等 元 素 . 


c。 证明: 其 5S 是 连通 曲面 ， 则 任意 两 点 2 9E8 的 完整 群 互 09) 和 


及 (5) 同 构 ， 因 此 , 我 们 可 以 讨论 曲面 的 (抽象 ) 完 整 群 ， 


. 证明 ; 球面 的 完 束 群 同 构 于 3x 3 旋转 从 阵 群 (参考 § 4_4 习题 2). 
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在 这 一 节 , 我 们 要 说 明 如 何 从 向 量 场 的 存在 性 , 唯一 性 和 对 初 
始 条 件 的 依赖 性 的 一 般 理 论 导出 关于 测 地 线 的 具体 性 质 ( 特 别 是 
8 4-4 的 命 睫 5) . 
在 参数 表示 ck o) 下 , 测 地 线 方 程 为 
vw +The 42Ti + Ti) = 0, (1) 
oT ) ?+2TI + Tv ) = 0, 
其 中 I% 是 局 部 坐标 入 和 % 的 函数 ， 置 w=& 和 vw =n, 上述 方程 
可 以 写成 一 般 形式 
EE = yy, 人 人) : 
?= Faw, v, €, "), (2) 
w= Pa(u, 1, €, 7), 
vy = Faluy, 1, €, ), 
其 中 Fs(w, v, 8 ) =—8, Falw, V, 8, 1) = 
采用 下 述 记号 是 方便 的 ，(w, ?, 8&, ”) 将 代表 R4 的 一 个 点 , R4 
可 以 看 作 是 负 卡 儿 积 Ri~R?xR”(w, 切 将 代表 第 一 个 因子 的 
点 , 而 (5, 7) 代表 第 二 个 因子 的 点 . 
方程 组 (2) 等 价 于 Rs 的 一 个 开 集 上 的 向 量 场 , 其 定义 与 民 的 
向 量 场 完全 类 似 ( 参 考 §53-4， 轨 线 的 存在 性 和 唯一 性 定理 
(§ 3-4 的 定理 1) 对 此 情形 仍然 成 立 ( 实 际 上 ， 定 理 对 R" 成 立 ; 
参见 8. Lang, Analysis J, Addison—-Wesley, Reading, Masy.: 
1968, pp.383~386) , 可 叙述 如 下 ; 
在 开 集 UCR* 上 给 定 方程 组 (2) 并 给 定 一 点 
(wo, Vo, go Wo) EU, 
则 方程 组 (2) 有 唯一 的 轨 线 a: (一 6, 6 一 ,满足 
(0) = (Wo, Vo, 0, M0). 
{ 注 ] 认 六 训 时 下 信 本 和 但 在 第 五 章 中 要 用 到 命题 1 和 232( 不 读本 节 也 能 理 
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为 了 把 上 述 绪 果 应 用 到 正则 曲面 8, 我 们 应 该 注意 , 给 定 p 的 
坐标 邻 域 六 的 参数 表示 mw, %), 二 元 组 (g, 0), g€ VV, vE T,(8) 
的 集合 可 以 等 间 于 集合 站 XR?~UCRt、， 为 此 ， 我 们 借助 于 基 
{ww， po} 把 每 个 Tal5), gEV, 与 Re 等 同 起 来 . 以 后 谈 到 二 元 组 
(g, 2) 集合 的 可 微 性 和 连续 性 ， 就 是 指 由 这 样 的 等 同 诱导 出 的 可 
微 性 及 连续 性 . 

假定 了 上 面 说 过 的 定理 ， 则 $ 4-4 的 命题 5 的 证 明 是 显然 的 ， 
实际 上 , 在 DER8 附近 的 参数 表示 w(w, 人 之 中 ， 测 地 线 方 程 为 定 
义 在 UCR* 上 的 一 组 形 如 (2) 的 方程 。 然 后 , 基本 定理 意味 着 : 给 
定 一 点 9 一 (wo, V0) EV 和 一 非 零 切 商 量 一 人 (eo， mo) E TalB), 则 
存在 矿 中 唯一 的 参数 测 地 线 

=m (~—é, 6)—>V, 
其 中 wg, =g 是 玉 x 民 ?>-> 了 的 投影 . 

由 方程 (2) 确 定 的 向 量 场 对 于 初始 条 件 的 依赖 性 定理 也 是 重 
要 的 . 本 质 上 这 与 平面 的 情形 完全 一 样 ， 给 定 一 点 DE (wo，%o， 
to，m0o) EU， 则 存在 2p 的 邻 域 六 =VxV( 其 中 下 是 @w，%0) 
的 邻 域 ， 而 六 是 (&0, m0) 的 邻 域 )， 开 区 间 了 I 了， 以 及 可 微 映照 
a: TXVJxVa>0， 使 得 对 于 固定 的 (w, 全 所 D) 一 (gq, 0) EV, 曲 
线 a(t, g, 了 了), tE ITI, 是 (2) 通 过 (g, 20) 的 轨 线 . 

为 了 对 正则 曲面 S 应 用 这 一 绪论 ， 我 们 在 PE S 引进 参数 玫 
示 ， 使 得 六 为 坐标 分 域 并 和 上 面 一 样 ， 将 二 元 组 (g, 2), 9ETD， 
VE Te(5) 的 集合 与 FxXR3 等 同 ， 选 取 《p, 0) 作为 初始 条 件 , 我 们 
得 到 区 间 (一 ca sa)， 点 的 邻 域 FaCF， 原 点 在 民 * 的 邻 域 六 以 
及 可 微 映 照 

7;: (—és, €2) XV XV > 
使 得 如 果 (g, 2)E 下 xV,, wv 天 0, 则 曲线 
i->7y (it, g, 0), tE 《一 ca，ea)， 
适合 7(0 9, 切 一 9 7 0 0 切 一 4 的 测 地 线 . 并 且 如 果 9 一 0， 
则 此 曲线 退化 为 点 9. 这 里 7 一 上 oo (9， 4) 一 9 是 投影 = 玉 x 
R2 一 斑 ,而 “是 上 述 定义 的 映照 . 


47 测 地 线 的 一 些 进一步 的 性 质 ; 串 邻 城 [295] 


回 到 曲面 上 , 集合 Px 了 ,是 
{(g, ;gE Vs, vE ValO0) CCT)}, 

其 中 Val0) 人 代表 Tel5) 的 原点 的 邻 域 ， 这 样 ， 如 果 将 7 限制 到 
(一 6s，69) X {Pp} xs， 我 们 可 以 选取 {p} xV。=BeisCT,C(S) 并 得 
到 

定理 1 给 定 pE ,存在 数 e1>0, es>0 和 可 微 映照 

Y; (—é€s, €2) Xx Be,—>8, Be, CCT, (9) 

使 得 对 任意 VE Bo,, vx*0, i€ (一 es 69), 葛 线 1->7G, 四 是 的 
测 邮 线 并 满足 ?了 (0,， 四 =2 7 0 9) = 刻 ， 对 于 w=0， 则 有 7 
0) =%. | 

在 $ 4-6 的 命题 工 的 证 明 中 已 用 过 这 个 结果 ， 

上 述 定理 相应 于 2 固定 的 情形 ， 为 了 处 理 一 般 情 形 ， 让 我 们 
用 B, (9) 表示 以 g 为 圆心 ， 半径 为 的 一 条 (小 ) 测 地 圆 所 界定 的 
区 域 , B-(9) 及 其 边界 的 并 集 记 作 B,Cg). 

设 e>>0 使 得 BCp) CCTV. 设 Bilq) (0)CVP(0) 是 集合 Pel0) 
中 的 最 大 开 圆 盘 , 而 Va (0) 是 Fo(0) 与 其 极限 点 的 并 集 ， 令 
a 一 inf6(g), 9€B,(p)， 显然 @0. 因 此, 集合 

WU={(g, 0);g9E Bp), vE Be (0) CTalB)} 

包含 在 VXVs 中 ,我 们 有 

定理 la 给 定 pEAS, 存在 正 数 e st，ea 和 可 微 映 照 

T: 《一 ea ca) X US, 
其 中 多 ={ ovEBe(D) VE B,, O00) CTH)}, 
使 得 y(t, 9, 0) 一 0 并 且 对 六 天 0, 曲线 . 
ft->y(t, 9, »), tE (~ es, €2) 

是 5S 的 测 地 线 , 和 且 有 (0, g, 2) =g, 7 (0 g, 2) =V, 

让 我 们 应 用 定理 la 来 证 明 下 列 更 精细 的 关于 法 邻 域 的 存在 
性 定理 . 

命题 1 给 定 pE 有 A, 存在 wp 在 5S 中 的 邻 域 开 和 5>>0 使 得 对 
每 点 9E 玉 ，expa 是 在 B,(0) ToS) 和 expa (Bs(0)) 二 WW 之 间 的 
微分 局 胚 ; 也 就 是 说 , WW 是 它 的 所 有 点 的 法 邻 域 . 
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证 明 设 六 是 2 的 坐标 邻 域 ， 设 6 6 es 和 7; (一 ca，ea) X 
UY->V 如 定理 la 所 述 . 选择 @<es， 可 以 保证 ， 对 任意 (9，?") E 
UM expa(o) = 一 ?0 gq, ?) 有 定义 ， 因此， 我 们 可 以 定义 可 微 峡 
照 p: UW->VxV 为 

plg, 9) = (g, expa(v)). 

首先 证 明 ap 在 (p, 0) 非 奇异 ， 为 此 , 我 们 研究 如 何 变换 多 

中 的 曲线 

t—>(p, tw), ti—>(0(t), 0), 
其 中 ETo(S) 并 且 a 的 是 8 的 曲线 , wa(0) =p.， 注意 到 这 些 曲线 
在 t=0 的 切 向 量 分 别 是 (0, 2) 和 (a (0)，0) ,因而 ， 


dpe,0 (0, w) = (Pp, expo (wt)) |i-o™ (0, w), 


dpew0 (0 (0), 0) — -0 (a(t), expat (0)) li-o 


= (oe (0), or (0)), 
并 且 bypeo 将 线性 无 关 的 向 量 轴 成 线性 无 关 的 向 量 ， 因 此, aper,o 
是 非 奇 异 的 . 

由 此 , 我 们 可 以 应 用 反 函 数 定理 证 明 : 存在 (2，0) 的 一 个 邻 域 
CW, 使 得 p 把 光 微 分 同 胚 地 瞻 为 (2 Pp) 点 在 x 六 中 一 个 邻 
域 . 设 UCB。(p) 和 65>0 使 得 

Y={(9, WEY, gyEU, vE BO0) CTAS)}. 
最 后 , 设 下 SU 为 2 点 的 邻 域 使 得 WXWCp(%)， 

我 们 断言 : 如 此 求 得 的 6 和 WV 满足 定理 的 结论 。 事实 上 ， 因 
为 gp 在 六 上 是 微分 同 豚 , 所 以 , 对 g& 玉 ，expse 是 在 B,C0) 上 的 微 
分 同 胚 更 进一步 , 若 g€ 到 , 则 

vl{g} x B,C0)) E> {gq} x WW, 
并 由 gp 的 定义 可 知 ezpa(CBs(0)) 二 丈 . 证 毕 , 

注 1 从 上 面 的 命题 可 知 ， 给 定 两 点 gi, gs€ 琴 ， 则 唯一 存在 
一 条 连结 点 qi 和 gs 且 长 度 小 于 3 的 测 地 线 7。 再 者 , 证 明 的 过 程 
也 表明 7 “可 微 地 依赖 于 ”g: 和 ga， 其 之 义 如 下 ,给 定 (gi, g3) 
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Wxy, 则 可 确定 唯一 的 5€ Ta(S) (更 精确 地 ,o 由 p-! (gi, gs) 
一 (qi, 0) 确定 ), 使 得 7 (0) 一 v, 而 % 可 微 地 依赖 于 (qi, gq2). 

作为 上 述 结果 的 一 个 应 用 ,可 以 证 明 ; 使 弧 长 局 部 达 极 小 的 曲 
线 不 能 有 折 点 .更 严格 地 有 

命题 2 设 mw 三 >8 是 分 段 正则 的 参数 曲线 , 使 得 在 每 段 正则 
缴 上 , 其 参数 与 弧 长 成 比例 ， 假定 a 上 任何 二 点 闻 的 弧 长 小 于 或 
等 于 连结 这 两 点 的 任何 正则 参数 曲线 的 弧 长 ， 则 a 是 一 条 测 地 
线 ; 特别 地 , a 是 处 处 正则 的 . 

证 明 设 0 一 加 和 页 魏 … 扫 灰 和 加 一 为 区 间 [0， 刀 = 工 的 一 
个 分 割 ， 使 得 a| [看], $6 一 0,…, 是 正则 的 。 由 8 4 6 的 命 
题 5, 在 (如 引力 的 点 处 是 测 地 线 ， 为 了 证 明 w 在 如 也 是 测 
地 线 ， 考 虑 由 命题 1 确定 的 a( 纪 的 邻 域 开 ， 令 ga(5 一 6)， 
gs 一 td( 古 6), e 之 0, 是 邢 内 的 二 点 ， 并 令 7 为 B(q) 中 .连结 gi 
和 qs 的 径 向 测 地 线 (图 4-48)， 将 § 4-6 的 命题 4 推广 到 分 段 正 
则 上 曲线， 可 以 得 到 在 gq 和 ga 之 间 7Cy) <1(a)， 结 合 命题 的 假设 ， 
这 意味 着 1(7) =7(a). 因此 , 再 由 $4-6 的 命题 4 知道 7 和 a 的 轨 
迹 重合 。 因 而 a 在 碳 也 是 测 地 线 ,证 明 完成 .证 毕 . 

在 8 44 的 例 6 中 , 我 们 已 经 用 了 下 述 事实 : 旋转 面 上 的 测 地 
线 7 的 不 能 渐 近 于 非 测 地 的 纬 贺 Po。 作 为 命题 1 的 进一步 的 应 
用 , 我 们 大 概 说 一 下 上 述 事实 的 证 明 ( 细 节 留 作 习题 ). 

假定 上 述 结论 不 真 ， 令 Pp 为 纬 加 Po 上 的 一 点 . 设 到 和 8 
为 命题 1 给 定 的 邻 域 和 正 数 ， 并 令 gE PoNnW, qzp， 因 为 703) 
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渐 近 于 po 所 以 2 点 是 7( 恕 ，{ 二 一 oo, 的 极限 点 ， 并 且 7 在 去 的 
切线 趋 于 Po 在 2 点 的 切线 ， 由 注 1, 连结 点 2 和 2 长 度 小 于 人 的 
测 地 线 7 人 在 p 点 必须 与 Po 相 切 .根据 Olairaut 关系 (参考 
8 4-4 的 例 闭 , 7 中 在 p 点 周 国 的 一 小 眉 统 必须 处 在 YW) 所 在 的 
厂 的 区 域内 .由 此 可 得 , 在 分 中 存在 一 对 充分 靠近 2 的 点 , 可 以 
用 二 条 长 度 小 于 5 的 测 地 线 连结 起 来 (图 4-44). 由 此 可 得 了 矛盾 
并 证 明了 我 们 的 断言 . 

由 命 古 工 产生 的 一 个 自然 的 问题 是 ， 连 结 厂 的 二 点 qi 和 gs 
且 长 度 小 于 3 的 测 地 线 是 否 完 全 在 术 内 ， 如 果 这 件 事 对 于 克 的 
任何 二 点 都 对 , 则 称 刺 是 凸 的 . 

我 们 说 连结 二 点 的 参数 测 地 线 为 家 小 ， 如 果 它 的 长 度 小 于 或 
等 于 连结 这 二 点 的 任何 其 它 的 分 段 正则 参数 曲线 的 长 度 . 

若 六 是 凸 的 ， 则 由 846 的 命题 4( 也 见 注 3 可 知 ， 连结 
qrEW 和 gs& W 的 测 地 线 为 极 小 。 所 以 ， 此 时 我 们 可 以 说 矿 的 
任意 二 点 可 以 用 在 玉 中 的 唯一 的 极 小 测 地 线 相连 结 ， 然 而 , 一 般 
而 言 , W 不 是 凸 的 . 

我 们 要 证 明 地 可 以 选取 为 凸 的 邻 域 ， 证 明 的 要 点 是 下 述 命 
题 , 它 本 身 也 是 有 趣 的 ， 通常， 我 们 用 B,Cp) 代 表 以 jp 为 中 心 且 半 
径 为 的 测 地 圆 必 (2) 所 界定 的 区 域 的 内 部 , 

命题 3 对 每 点 PE 5S, 存在 一 正 数 ce 具有 下 列 性 质 : 如 果 测 地 

线 ?7 的 在 7(0) 与 测 地 圆 S,(%p) 
， 相 切 ,><e， 则 对 较 小 的 i#0， 
7 在 Br(D) 的 外 部 (图 4 和- 伍 ). 
0 证 明 设 灰 是 由 命题 工 
2) 确定 的 2 的 领域， 对 于 每 
一 对 (g,%),gEW,vE Ty(S), 
12] = 一， 考虑 测 地 线 7y 仿 9， 
,并 对 固定 的 一 对 (%， 四 ， 置 
(图 4 46) 
exppr Y(t, g, 9) —w(t), 
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“0 fs (Dj 


0 
| ul0) 
i 


7 
刀 (9) -一 expp{g) 1 expp 
图 4-46 


Fs, g, 2) = ud) [= FD. 
因此 ， 对 固定 的 (g, 2), 了 (是 7( gg, 切 到 2 点 的 距离 ， 显然， 
了 (bg, 可 微 ， 并 注意 了 (5 p, 2) 一 |vt|2. 
现 以 人 VW' 记 集合 
WU’'={(g, o), gE W, vE Ta(S), Iv[ =1}, 
并 定义 一 个 函数 Q: 多 ' 一 > 为 


Q(y， DE t=0° 
因为 是 可 微 函 数 , 所 以 Q 连续 ， 再 者 , 因为 
-2(), LY, 


OF 
O82 


县 在 (2, 中 有 


=2Cu(t), wr N+2 OD), wDY, 


v=v, wt) =0, 
我 们 得 到 , 对 于 所 有 2€ TsCS), 1v| =1, 有 
Q(p, ») =21%)”=2>0., 
根据 连续 性 可 知 , 看 在 一 邻 域 六 CW, 使 得 对 于 所 有 gE 六 和 
vET4(S), 1v| 一 1, 有 Q@(g, 0)>>0， 设 6e>0 是 使 得 Be(p) CY 的 
正 数 , 我 们 断言 e 即 为 所 求 . 
实际 上 ， 令 7<e 并 令 7( 9 是 在 7(0) =g 与 Sr(p) 相 切 
的 测 地 线 ， 在 2 点 阶 近 引进 测 地 极 举 标 ， 我 们 看 到 <w(0)，, w (0)> 
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| 图 447 
一 0 ( 见 图 4-47)， 由 此 88/8t(0)=0， 因 为 F(0, gq, ov)=r2 和 
(63F/82t) (0) >0, 我 们 得 到 , 对 于 较 小 的 好 0, 有 也 (人)>>y5 因此 ， 
7 的 在 如 (p) 的 外 部 ， 证 毕 . 
现在 我 们 能 够 证 明 

命题 4( 凸 邻 域 的 存在 性 ) 对 每 点 pE S， 存 在 一 正 数 O>0 
使 得 BCp) 是 品 的 ， 亦 即 ，Bo(p) 的 任何 二 点 可 以 用 唯一 的 包 合 在 
B,(p) 中 的 极 小 测 地 线 相 连结 . 

证 明 令 e 如 命题 3 所 述 ， 选 取 命题 1 中 的 8 和 了 伍 使 得 
3< 号 ， 并 选取 C<3 使 得 也 (p) CW 我们 将 证 明 Bo(p) 是 是 人 
域 . 

设 o 和 9E 玉 OO 交 设 ?: 1 一 5S 是 连结 qi ga 生长 度 小 于 
5<< 生 的 测 地 线 ， 显 然 Y(Z) 包含 在 B,(p) 

内 ， 并 且 我 们 希望 证 明 y(7) 包含 在 Bo(p) 
”上 内， 假定 不 然则 存在 一 点 mE B.(p)， 
7(7) 到 p 的 距离 在 达到 极 大 (图 4-48). 


在 m 的 邻 域内 ，Y( 了 DD 的 点 将 在 B.《p) 内 ， 
但 这 与 命题 3 矛盾。 证 毕 ， 


习题 


“1 设 y 和 ww 是 定义 在 开 集 UCS 上 的 可 微 向 量 场 . 设 pE5 以 及 曲线 


8 47 测 地 线 的 一 些 进 一 步 的 人 性质; 让 邻 域 [3011 


a: 1=30 使 得 w(0) 一 pw C0) 一 y， 深 曲线 从 C0) 到 alty, te 了 的 平 
行 移动 记 作 Po, 了 Taoy(S) ->7Tao(CS7， 证 明 : 


(Dyw) (p= -Pade adh) wo, 


其 中 , 等 式 右 端 是 了 p59) 中 的 曲线 PizGQwlal))) 在 1=0 的 速度 向 量 . 
《因此 , 可 以 从 平行 移动 的 概念 导出 协 变 导数 的 概念 . ) 


2. a. 


*b, 


te. 


证 朋 协 革 导 数 有 下 列 性 质 ， 设 网 人 刀 秋 y 是 避 CS 上 的 可 微 向 景 场 ， 
族人 是 3 上 的 可 微 画 数 ，Y( 力 是 了 关于 方向 9 的 方向 导数 ( 僚 
考 $ 3-4 可 题 ?), 且 入 和 jw 为 实数 ， 则 
1. Dv+ m0) =D wD, Cw), 

Dy ww) =AD,CW) + wD, Cw). 
2. DCfo) = f+FD, C0); Dy) =fD, 0). 
83. yo, WwW ) = DV, w+ CV, Drvy. 
4. Dee= Douto,s 其 中 苹 C(w, 人 是 有 的 参数 表示 。 
证 明 ， 人 性 质 3 的 等 价 说 法 是 沿 连结 二 点 p, 9 € 5 的 一 条 分 段 正 则 参 
数 划 线 :7 一 仿 的 平行 移动 是 Te(3) 到 Za(9) 的 等 距 对 应 、 证 明 ; 性 
质 4 等 价 于 Christoffel 符号 关于 下 标 对 称 . 
设 0) 是 UCS8 上 的 可 微 向 景 场 构 成 的 空间 ， 设 D: x je 六 (这 
里 D(y, )=D,(9)) 是 满足 性 质 1~4 的 映照 ， 证 明 D(C) 与 课文 
路 的 协 变 导数 相同 (一 般 来 说 ， 满 足 性 质 1 和 2 的 映照 了 也 称 为 DV 
的 一 个 联络 ， 本 习题 的 要 点 是 证 阴 : 在 给 定 内 积 的 曲面 上 ， 存 在 唯一 
的 联络 具有 附加 性 质 3 和 47. 


"3 设 I=[0, 35 是 一 条 简单 的 参数 正则 曲线 ， 考 虑 沿 “的 一 个 单位 
向 量 场 2《 门 ,适合 《oe (办 , 9 办 >》=0 并 设 映 有 照 公 只 XT 一 8 为 


8 。 


b. 


zs, t) =—expap( Ct)), SER, tel. 
证 明 ; Zz 在 民 xI 的 包含 1 的 领域 内 可 微 , 而 且 hz 在 C0, 1), tiET 处 
非 奇 异 , 
证 明 : 存在 6>0 使 得 茸 在 矩形 teE 了, 1S| <e _ 上 1-1. 


6。 证 明 : 在 开 集 te C0, 站), 18| <e 上 , 芋 是 5S 的 参数 表示 , 其 坐标 邻 域 


包含 aCC0, 六) 这 种 坐标 叫 作 基 a 的 测 地 坐标 (或 Fermi 坐标 ) .证 
明 : 对 于 这 种 坐标 系 有 刷 =0, 召 =1， 再 者 , 如 果 a 是 以 弧 长 为 参数 
的 测 地 线 , 则 G(0, =1 且 G,(0, 起 =0, 


.证 明 下 述 类 似 于 Qauss 引 理 的 结论 (参见 4 4-6 命题 3 后 面 的 注 症 ， 


设 15 是 正则 参数 曲线 并 设 Y:《S), tfE 7， 是 一 族 以 弧 长 为 参数 
的 测 地 线 ， 适 合 Y《0) 二 a( 念 ， {yiC0), (1)} 构 成 正定 向 的 正 交 基 . 
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则 对 于 国定 的 充分 小 的 5, 曲线 ;>y1(58), ED 与 所 有 ?垂直 相交 
(这些 曲线 称 为 测 地 乎 行 线 ). 


4. 曲线 wa:[a, 5]->S 的 能 量 定义 为 


Eo) -| [ect) 2g. 


证明: (1(@)》?<(5 一 )B(a) 并 且 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 # 与 弧 长 成 


比例 . 


， 利 用 a 推出 : 如 果 Y:[a, 8S 是 一 条 极 小 测 闻 线 并 且 yY《9)==p， 


7(0) 一 9; 则 对 连结 p 和 4g 的 任何 曲线 ,我 们 有 召 (Y) 所 加 (a), 而 且 等 
式 当 且 仅 当 4 是 极 小 测 地 线 时 成 立 , 


5. 设 Y:[0, >5 是 一 条 以 弧 长 作 参 数 的 简单 测 地 线 ， 并 设 % 和 vv 是 
7Y([0, 习 ) 的 一 个 邻 域 的 Fermi 坐标 使 得 Y([0, 沾 ) 为 4=0 (参考 习题 
3). 设 4=Y(9, 介 是 一 族 依赖 于 参数 一 e<i<e， 的 曲线 使 得 7 可 微 
并 且 


7?(0， =7(0) 一 2 YQ, 人 ) ~—7y()=g, 
y(v,0)=7(0)=0. 


这 一 曲线 族 叫 作 国定 端点 p 和 4 的 7 的 变 分 . 设 BGD) 是 曲线 Y(o: 轨 
的 能 苔 (参考 习题 称 ; 亦 即 ， 


#B ， 


b 


了 (人 = | (学 Co， 日 ) ou. 
证 阴 . 
BE'(0) =0, 

1 Cn 

E60), {2) 一 Km ja 
其 中 m(O) 一 2y/2i|o 五 = 玉 (V) 是 沿 Y 的 Gauss 曲率 , 而且“ ”代表 
关于 二 的 导数 (上 述 公 式 分 别 叫 作 y 的 能 量 的 第 一 变 分 和 第 二 变 分 ; 
这 些 公式 的 更 完全 的 处 理 , 包括 7 不 是 简单 曲线 的 情形 , 将 在 8 54 
讨论 ). 
利用 a 证明: 如 果 玉 冯 0, 则 任何 简单 测 地 线 y:[0, 司 ->S 相对 于 连结 
7y(0) 到 ?5 且 充 分 靠近 ?> 的 曲线 来 说 沪 极 小 . 


6 设 58 是 锥 面 s=%kV 于 ,>0, ( 轨 的 关 (0,0)， 并 设 了 CR2? 是 只 ?的 
开 集 , 其 极 坐 标 表示 为 0<o< ,0<0<2rmsin 8, 其 中 cgB==%, 而 nn 是 
适合 smsinB< gw 的 最 大 整数 (参考 542 的 例 3)， 设 2:7-*8 为 肌 


羽 


8 4-7” 测 地 线 的 一 些 进一步 的 性 质 ; 凸 邻 域 [303] 


{p€ + 27 sin 8) =p] 


4-49 


pp;0) = (psin Boeos (sats) psin Bsin (Ey )， peospB ). 


a. 证 明 : 是 局 部 等 距 对 应 , 
名 设 968， 假定 B< 宫 并 设 # 是 适合 2mK sin B<w 的 最 大 整数 证 


明 : 至 少 存在 条 测 地 线 从 4g 出 发 再 回 到 9。 证 明 ; 这 些 测 地 线 在 9 
点 均 打 折 , 因此 都 不 是 闭 测 地 线 ( 图 449)， 
*c. 条 件 同 上 , 证 明 : 恰好 存在 条 上 述 测 地 线 , 

7， 设 ax:7 一 Rs 为 一 条 正则 参数 曲线 ， 对 任 一 el, 令 P(H)cCRs 为 过 a(t) 
且 包 含 o (的 的 平面 . 车 卫 Q) 的 单位 法 向 量 和 NCO) 是 1 的 可 微 函 数 且 
N'Q) 生 0,t ET， 我 们 说 映照 了 > {fab 们 , NC 人 } 为 可 微 的 切 平 面 族 ， 给 定 
一 族 可 微 的 切 平面 , 我 们 定义 一 参数 曲面 (参考 § 2-3 的 定义 2) 

Xt, 0) = at) + vA 

参数 曲面 了 叫 作 切 平面 族 {0《 人 办 , NCO)} 的 包 络 . 

a,， 设 3 为 定向 曲面 并 设 7;I 一 8 为 以 缴 长 作 参 数 的 测 地 线 ， 满足 
(3) 中 0,7(8) 寺 0,8 EI 令 N(5) 是 曲面 5 沿 y 的 单位 法 向 量 .证 
明 : 切 平面 族 {y(3)，N (C5)} 的 包 络 在 7 的 邻 域 内 是 正则 的 ， 其 
Ganss 曲率 玉 二 0 月 沿 7 与 曲面 8 相 切 . (这样 ， 我 们 就 得 到 一 个 与 
平面 局 部 等 距 的 曲面 且 包 含 y 作为 测 地 线 ，》 

b， 设 a:1T>R3 是 以 弧 长 作 参 数 的 曲线 且 有 下 (5) 了 0 和 5) 生 0,8 El 
并 设 {a《5),m%(5)} 为 从 切 平面 族 ， 证 明 :， 从 切 平面 族 的 包 络 在 w 的 
邻 域 正 则 , 其 (auss 曲率 开拓 0， 且 包含 a 作为 一 条 测 地 线 . (这样 ， 
每 条 曲线 是 它 的 从 切 平面 族 包 络 的 测 地 线 ; 因为 这 一 包 络 面 局 部 等 
距 于 平面 ;这 就 是 从 切 平面 又 称 为 化 直 平 面 的 理由 ，) 


[304] 第 四 章 ”曲面 的 内 蕴 几 何 学 


附录 ”曲线 和 曲面 局 部 理论 基本 定理 的 证 明 


在 本 附录 中 ， 我 们 将 说 明 如 何 从 微分 方程 的 定理 得 到 关于 则 
线 和 赐 面 的 存在 性 和 唯一 性 的 基本 定理 (8 1-5 和 8 4-2). 

曲线 局 部 理论 的 基本 定理 的 证 明 :参考 8 1-6 的 叙述 )。 出 发 
点 是 观察 frenet 方程 


加 一 有 一 (1) 


它 可 以 看 作 在 了 xR? 上 的 微分 方程 组 


fs, €2 0 €o), 
: SG 了， (1a) 
Rs fols, &1, «7, 0), 

其 中 (ea 二 3， $s) = 《Sa， 《6， So) 一 mi (87, &s, 9) 一 0， 且 4 一 
1,，…, 9, 是 坐标 如 的 线性 函数 (其 系数 依赖 于 5). 

一 般 来 说 , (la) 型 的 微分 方程 组 不 对 应 于 一 个 定常 向 量 场 (如 
§ 3-4)， 但 不 管 怎样 , 下 列 形式 的 在 在 性 和 唯一 性 定理 成 立 : 

给 定 初始 条 件 .”ocET (ww …，(c)o 则 存在 一 个 包含 
Yo 的 开 区 间 JCI 及 唯一 的 可 微 映 照 a. J->R”, 使 得 

oF0) = (ED0 (Eo) aS) = (fi, », 9), 

其 中 所 5 一 4，…', 9 在 (3, oa(5))E€J XR? 上 上 取 值 。 更 进一步 ,如 
果 方 程 组 是 线性 的 , 则 了 = 工 (参见 8. Lang, Analysis I, Addison 一 
Wesleyg，Reading，Mass.，1963，bpb.883 一 386) . 

由 此 可 得 ;在 车 中 给 定 一 组 正定 向 前 标准 正 交 标 架 {to，r， 
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bBo} 和 SoE I， 则 存在 一 族 标 架 有 {iCs), n(s), 8Cs)}, YEI， 使 得 
t(80) — to, nls80) =no, 6 (80) — Po, 
我 们 首先 证 明 对 每 个 .YE I, 标 架 {CS), mC5), 5C(S)} 保 持 标 
准 正 交 性 ， 事 实 上 , 利用 方程 组 (了 DD), 把 六 个 量 
Ct, n>, C$, b>, Cm, b>, Kb, DD, Cn, n>, <b, b> 
关于 .9 取 导 数 并 表示 成 这 同样 六 个 量 的 函数 , 我 们 得 到 微分 方程 
组 ; 


-人 > 一 Nm 一 及 办 一 TD， 
-全 他 办 一 Hp 办 十 5 他 ， 
和 名 b= — ki, b>—7b, 从 十 zw ny, 


d 
人 =—2h, 只， 
in, 从 一 一 28660， 从 二 27 人， 办， 
0 Cp, by =2vkb, ny, 
容易 验证 
tf, n=0, Ct, b>=0, n, DD=0, #=1, | 
m=1, b? 三 1，, 
是 上 述 微 分 方程 组 适合 初始 条 件 0, 0, 0, 1, 1, i 的 解 、 由 唯一 
性 知 ， 对 所 有 .YE 标 架 族 长 ls), n(s), 58(s)} 都 是 标准 正 交 
的 . 
从 标 架 族人 (8s), mCs)，5<s)}, 可 以 通过 积分 

afs) -| tas, ET 
得 到 一 条 曲线 ， 这 里 向 量 的 积分 理解 为 每 个 分 量 的 积分 显然 
we' (8) 一 i(s) 并 且 oa" (9) 一 kr， 因 此 , (9) 是 a 在 8 处 的 曲 府 , 再 者 ， 


因为 
os) = pnthn = pn— pst— brb, 
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所 以 a 的 挠 率 为 (§ 1-5 习题 3) 

Ce Ae o> 加 tA kn, htt bn hd) Ts 
故 & 是 所 求 的 曲线 ， 

我 们 还 需 证 明 : ww 在 相差 Rs 的 平移 和 转动 的 意义 下 是 唯一 
的 ， 设 wa， 了 一 Ra 为 另 一 条 曲 线 ， 满 必 8Ce) 一 上 9)，T(e) =T(9)， 
YET, 并 设 和 fo, ro 00} 是 4 在 So 的 frenet 标 架 ， 显然 ， 通 过 一 
个 平移 4 和 一 个 转动 p 可 以 使 得 标 架 fio, no,50} 与 {to, mo, bo} 重 
合 ( 二 组 标 架 都 是 正定 向 的 )， 根据 上 述 关于 微分 方程 的 定理 中 的 
唯一 性 部 份 即 可 得 到 所 需 的 结果 .证 毕 . 

曲面 局 部 理论 基本 定理 的 证 明 . (参见 8 4 8 的 人 氢 述 )， 证 明 
的 思想 同上 ; 亦 即 ， 寻 找 一 族 依赖 于 久 和 wv 的 标 架 {wo wo, 入 } 满 
足 方 程 组 


wuu— Livut Twot eN, 
Duo Tigvut Tigpot fN = vou, 
Woo 一 au 十 To 一 9 (2) 
Au 一 caiou 十 Code 
六 一 vu 十 Gas2o 
其 中 系数 74p ay 加 了 二 2 按时 面 上 的 公式 从 怠 F,G,e, f,g 
求 得 . 
上 述 方程 在 六 x R? 中 决定 了 一 组 偏 微分 方程 
(2D4= fi 加 总， ) - 
: : (2a) 
(€9) 0— fis (Wu, V, $1, '*, €9)) 
这 里 6= (61, é2, 68) =—wu, 7— (€4, 65, Be) 一 0o C6— (ér, 6, €0) = 
为 ,而 fi 6=1，…, 15, 是 6 j==1,…, 9, 的 线性 函数 ,其 系数 依 
赖 于 从 和"。 
与 常 微分 方程 的 情形 不 同 , 一 般 来 说 , (2a) 型 的 方程 组 并 不 可 
积 ， 对 于 现在 讨论 的 情形 , 要 保证 在 给 定 的 初始 条 件 下 , 局 部 解 的 
存在 并 唯一 , 其 条 件 是 
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Eww— Eos, io 一 ?ou Cuv = Cvw, 
这 一 结论 的 证 明 可 查 J. Btoker, Differential Geometry,，Wiley- 
lInterscience, New York, 1969, Appendix B. 
正如 在 § 4-8 已 经 看 到 ， 这 些 可 积 性 条 件 等 价 于 Gauss 方程 
和 Mainardi-Oiqazzi 方程 . 根据 假设 , 这 些 方程 已 被 满足 ， 因 此 ， 
方程 组 (2a) 是 可 积 的 . 
令 {E,F, 对 是 定义 在 (wo，2o) EV 的 邻 域 上 方程 组 (2a) 的 解 ， 
且 适 合 初始 条 件 ECwo，v0) 二 0 nn(wo, V0) 一 0 《Go V0) 一 5o， 显 
然 , 可 以 选取 初始 条 件 使 得 
C6= BE (ue, 2o) ， 
mG (uo, v0), 
<é0, Wo = Fuo, vo), (3) 
6 一 1， 
《co， Lo) = Cn, Co> =0. 
有 了 上 面 的 解 以 后 , 我 们 可 建立 一 组 新 的 方程 
Vu—€, 
Wo =—", (4) 
这 显然 是 可 积 的 ,因为 名 一 m。 设 z: 了 一 Rs 是 (的 解 ,w 定义 在 
fuo， V0) 的 邻 域 严 上 且 满 足 wlwo, v0) PoE Rs. 我 们 将 证 明 wl) 
就 是 所 需 的 曲面 ， 如 有 必要 ， 可 以 缩小 了 ,也 可 以 将 和 对调 . 
首先 证 明 (22) 的 解 长 , % 对 具有 下 列 性 质 。 对 于 使 解 有 定义 
的 所 有 (wo ,我 们 有 
e =, 
7 =, 
CE, =—B, (5) 
C=1, 
人 > —<n, >—0. 
事实 上 上 上， 对 如 75 迁 办 ,个 >， 《2 取信 导数 并 利 
用 (2 式 把 它们 仍 表 未 成 同 妊 六 个 二 的 画 数 ， 我 们 得 测 12 个 偏 微 
分 方程 的 方程 组 
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(2) 0,= Bi(E2, 772， 本 《7 《>)， 
人 9 人 《>) (6) 
《7 《7 一 Bo(E2， 712， 四 《71， &>) 


因为 (6) 式 是 从 (2a) 得 到 的 ， 所 以 ，(6) 显然 是 可 积 的 《也 可 以 直接 
验证 ), 并且 


CE, >= <n, =0 
是 方程 组 (外 满足 初始 条 件 (3) 的 解 ， 根 据 唯一 性 可 得 上 述 结论 ， 
出 还 可 知 
[zw 人 ao|2 一 oo 一 Co t= BG— FF’>0, 
因而 , 如 果 zw: 子 一 Ra 为 
wu, 轨 一 (0 90), yu, 0), Zu, 0)), (wu, ED, 


则 mw 入 ze 的 某 一 分 量 在 (wo v6) 不 为 零 , 例如 说 -3 约 -0. 因 


此 , 在 (uo，?o) 的 某 一 邻 域 TCF 中 ， 可 以 反 解 由 w 的 前 两 个 分 量 
函数 构成 的 系统 得 到 一 个 有 映 照 王 (w, J) 一 (wv)， 将 4% 限 制 到 U 
上 上， 映照 zw.U 一 R* 是 1-1 的 而 且 逆 映照 2 一 了 ow( 这 里 w 是 RS 
在 oy 平面 上 的 投影 ) 是 连续 的 .四 此，w 0 一 R* 是 可 微 的 同 胚 且 
2 人 aoz 0 故 w(U)CR 是 一 正则 曲面 ， 

从 司 ) 式 直接 得 到 志 已 G 是 xD 的 第 一 基本 形 的 系数 ， 而 
“ 是 曲面 的 单位 法 向 量 ， 恕 果 必 要 的 话 , 对 换 v 和 w， 我 们 可 以 得 
到 


t= Vu MN To -一 和 
[wu A vo | ， 


从 工 式 和 方程 组 (2) 得 到 
<, Cuu> 一 《6 so 一 < Too7> = 9 
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因此 证 明了 曲面 zw 切 的 第 二 基本 形 的 系数 就 是 。 f, g， 这 就 
证 明了 定理 的 第 一 部 份 , 
剩 下 的 是 证 明 : 如 果 U 是 连通 的 ， 则 ” 仅 相 差 R 的 平移 和 转 
动 ， 为 此 ， 设 r: 7 一 Rs 是 另 一 正则 曲面 适合 了 B=B, 了 = 了 , 
GG, et, 了 =- 户 9 一 9， 因 为 第 一 基本 形 和 第 二 基本 形 均 相等 ， 
所 以 可 能 通过 平移 4 和 旋转 p 把 标 架 {tvCwo, 2zo)，zo(wo， v0)， 
KN (uo, v0)} 与 标 架 {zu《Uo，20)，wv 《U0，v0)， 入 (0，V0)} 重 合 ， 
方程 组 (2a) 有 二 组 解 
《一 ao 91 一 oo C=—N; 
Em, 0 一 2o 一 个. 
因为 二 组 解 在 (wo，?o) 重合 , 所 以 根据 唯一 性 , 在 (wo， 2%o) 的 邻 域 内 
有 


vu= Tu, Vo Wo, N=H. (7) 
另 一 方面 , 根据 连续 性 , 使 得 (7) 式 成 立 的 的 子 集 是 闭 集 ， 又 因 
为 U 连通 , 所 以 (7) 式 对 所 有 (wv) E00 成立. 
从 个 ) 式 的 头 两 个 方程 及 U 的 连通 性 , 我 们 得 到 
wu 一 0 v9)+0, 
这 里 O 是 常 值 向 量 ， 因为 w(wo， V0) 一 zlwo, v0)， 所 以 有 0O=0, 
主 理 得 证 ， 证 毕 ， 
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$5-1 引 言 


本 章 的 目的 是 介绍 整体 微分 几何 .我 们 已 经 过 到 过 一 些 整体 
性 的 定理 (§ 2 一 中 紧 致 可 定向 曲面 的 特性 和 845 中 的 Gauss- 
Bonnet 定理 就 是 这 种 便 子 ). 但 是 , 它们 或 多 或 少 总 是 顺便 碰 到 
的 ， 因 为 我 们 当时 的 主要 任务 是 建立 R’ 中 正则 曲面 的 局 部 理论 ， 
如 今 , 做 完了 这 件 事 , 我 们 就 能 对 整体 性 质 开 始 作 更 系统 的 研究 . 

整体 微分 几何 记 处 理 的 是 曲线 ,曲面 的 局 部 性 质 与 整体 (一 般 
是 拓扑 ) 性 质 之 间 的 关系 . 为 了 把 要 用 的 抑 扑 学 知识 降 到 最 低 程 
度 , 我 们 只 限于 欧 氏 空间 中 的 子 集 ， 用 到 的 也 仅仅 是 欧 氏 空间 中 
连通 紧 致 集 的 一 些 最 基本 的 性 质 . 为 完整 起 见 ， 这 些 材料 及 有 关 
证 明 , 在 第 五 章 的 附录 中 给 出 . 

在 阅读 本 章 时 , 读者 会 作 种 种 选择 ,考虑 到 这 一 点 ， 现 在 我 们 
来 对 本 章 的 各 市 逐一 给 出 简短 的 介绍 . 在 本 引言 的 最 后 , 将 给 出 
一 张 表格 以 说 明 各 节 间 的 依赖 关系 . 

$ 5-2 中 , 我 们 将 证 明 球 面 是 刚性 的 ; 即 如 果 连 通 . 紧 致 的 正则 
曲面 SCRs 与 球面 等 距 , 则 5 是 球面 、 这 一 节 在 本 书 中 的 用 处 就 
在 于 导出 $5-3., 

8 5-8 中 , 作为 整体 性 定理 的 自然 背景 ， 我 们 将 引入 完备 曲面 
的 概念 ， 我 们 要 证 明基 本 的 互 opf-Rinow 定理 , 它 肯 定 了 连接 完 
条 渴 面 上 和 任意 两 点 的 极 小 测 地 线 的 存在 性 . 
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8$ 5-4 中 ， 我 们 将 导出 弧 长 的 第 一 变 分 公式 和 第 二 变 分 公式 ， 
作为 应 用 , 我 们 要 证 明 Bonnet 定理 ，Gauss 曲率 有 正 的 非 零下 界 
的 完备 曲面 是 紧 致 的 . 

$5-5 中 ， 我 们 要 引入 沿 一 条 测 地 线 y 的 Jacobi 场 这 个 重要 
的 概念 , 它 度量 了 7 附近 的 测 地 线 离 开 ? 的 速度 ， 我 们 将 证 明 , 如 
果 完 备 冒 面 妨 的 Gauss 曲率 非 正 ， 则 ezpr: 75(5S) 一 5 是 局 部 微分 
同 胚 . 

这 就 提出 了 寻求 使 局 部 微分 同 胚 成 为 整体 微分 局 胚 的 条 件 的 
问题 , 它 导 致 了 在 85-6 中 引进 覆盖 空间 .8 5-6 中 的 部 分 4 与 前 
面 的 各 节 是 完全 无 关 的 .在 部 分 B, 我 们 要 证 明 Hadamard 的 两 
条 定理 : (了 1) 若 S 完备 、 单 连通 ， 并 且 5 的 Gauss 曲率 非 正 ， 则 六 
与 平面 微分 同 胚 《2) 若 5 紧 致 ， 且 Gauss 曲率 为 正 ， 则 Gauss 映 
照 W:S 一 他 是 微分 同 胚 ; 特别 地 , 8 微分 局 肥 于 球面 . 

8$ 5-7 中 , 我 们 将 给 出 曲线 的 一 些 整 体 性 定理 ， 这 一 节 仪 与 
$5-6 的 部 分 4 有关 . 

$5-8 中 ,我 们 要 证 明 R? 中 Gauss 沿 率 为 夫 的 完备 觅 面 ， 或 
者 是 平面 , 或 者 是 柱 面 . 

8 5-9 中 , 我 们 将 证 明 记 谓 的 Jaoobi 定理 , 一 段 测 地 线 弧 关于 
具有 相同 端点 的 邻近 沿线 为 极 小 的 充 要 条 件 是 这 段 弧 不 含 共 斩 

8 5-10 中 , 我们 将 引入 抽象 曲面 的 概念 , 并 把 第 四 章 中 的 内 草 
几何 学 推广 到 这 种 曲面 上 去 . . 除了 习题 以 外 , .这 一 节 与 前 面 各 节 
完全 是 独立 的 . 在 这 节 的 末尾 ,我 们 要 提 及 诸如 微分 流 形 和 
Riemann 流 形 这 种 可 能 的 .更 进一步 的 推广 

8 5-11 中 , 我 们 要 证 明 Hilbert 定理 ， 它 说 明 在 R* 中 不 存在 
负 常 数 Gauss 曲率 的 完备 正则 则 面 . 

在 所 附 的 图 表 中 , 我 们 给 出 了 本 章 各 节 的 依赖 关系 ， 例 如 , 读 
8 5-11 需要 8 5-8，8 5-4，8 5-5，8 5-6 和 S$ 5-10; 读 $5-7 需要 
§ 5-6 的 部 分 A; 读 $ 5-8 需要 $5-3, $5-485-5 以 及 $5-6 的 部 
分 A， 
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有 关 的 节 


$5-2 球面 的 刚性 


作为 开始 , 较 合适 的 是 举 一 个 虽然 有 些 简单 , 却 是 整体 性 定理 
的 典型 例子 ,我们 就 选取 球面 的 刚性 . 

我 们 将 证 明 球 面 在 下 列 的 意义 下 是 刚性 的 。， 设 g， >5 是 
球面 3CRs 到 正则 曲面 8 一 p( 习 到 Ra 上 的 等 距 对 应 ， 则 S 是 球 
面 。 直观 上 , 这 意味 着 要 把 由 可 弯曲 但 无 弹性 的 物质 做 成 的 水 面 
进行 变形 是 不 可 能 的 . 

实际 上 , 我们 要 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 1 设 S 是 Gauss 曲率 区 为 常数 的 紧 致 、 连 通 .正则 曲 
而 , 则 8 是 球面 . 

球面 的 刚性 可 从 定理 工 立 即 推出 ， 事 实 上 , 设 w 号 -> 8 是 球 
面 了 3 到 S 上 的 等 距 对 应 ， 这 时 p(3) 一 5S 就 有 常数 曲率 ， 因 为 曲 
率 在 等 距 对 应 之 下 是 不 变 的 。 而 且 ， 由 于 集合 了 是 紧 致 连通 的 ， 
它 的 连续 象 9( 双 -8 也 是 紧 致 连通 的 (第 五 章 附录 的 命题 6 和 合 
题 12)， 于 是 , 由 定理 工 可 知 5 是 球面 ， 
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定理 1 最初 的 证 明 是 属于 了 H. Liebman(1899) 的 .我 们 这 里 
要 给 的 证 明 是 经 陈 汐 身 修改 后 的 D. Hilbert 的 证 明 (S.8. Ohern， 
“Some New Oharacterizations of the Euclidean Sphere,” 
Duke Math. J. 12(1945),， 270~290; 以 及 D. Hilbert, Grund- 
lagen der Geometrie, 3rd ed., Leipzig, 1909, 附录 5). 

注 应 该 注意 ， 存 在 与 球面 同 肪 ， 但 不 是 刚性 的 曲面 ， 图 
5-1 就 给 出 了 一 个 例子 . 用 往 里 “撞击 ”的 方法 把 图 5-1 中 曲面 
的 平面 区 域 卫 换 掉 , 使 得 到 的 曲面 S 仍旧 是 正则 的 . 用 “对 称 擅 
击 ” 的 方法 形成 的 曲面 5” 与 5 是 等 距 的 , 但 是 不 存在 使 S' 变 成 
S” 的 线性 正 交 变 换 。 从 而 不 具有 刚性 . 
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我 们 来 回忆 一 下 下 面 的 约定 。 选 取 主 曲率 有 有 与 bo, 使 得 对 每 
一 点 g€ 5, 有 (9) 之 ba(q)。. 这 样 我 们 就 得 到 5 中 的 连续 也 数 掺 
与 ba, 它们 是 可 微 的 , 但 或 许 要 除去 5 的 脏 点 Chi1 = 上 s). 

定理 1 的 证 明基 于 下 列 的 局 部 性 引 理 ,为 此 我 们 要 利用 
Mainardi-Qodazzi 方程 ( 见 8 4-8). 

引 理 1 设 5 是 正则 曲面 ,p 为 S 虐 满足 下 列 条 件 的 点 : 

1. 玉 (p)>>0; 即 2 点 的 Gauss 曲率 为 正 ; 

2. Dp 是 函数 且 的 局 部 极 大 值 点 ， 同 时 又 为 函数 加 的 局 部 极 

小 值 点 Ch 宇 ). 
则 2 是 六 的 脐 点 ， 
证 明 ”假定 2 不 是 脐 点 , 我 们 来 引出 矛盾 ， 
如 果 了 ?不 是 8 的 脐 点 ， 就 可 以 选 到 2 的 伙 标 邻 域 (wx ?)， 佑 
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坐标 曲线 是 曲率 线 (§$ 3-4), 这 时 ,一 一 /一 0, 而 且 王 图 军 则 由 e/ 轧 
9/G 给 出 ， 因 为 2 点 不 是 脐 点 ,如果 必 要 的 话 , 交换 ww 内 从 而 我 
们 可 假定 在 2 点 的 一 邻 域 内 
0 
有 = 本; ha 各 . (1) 


在 如 此 得 到 的 坐标 系 内 ，Mainardi-Qodazzi 方程 可 写 为 人 8 4-8 的 
等 式 (7) 与 (7a)) 


co (hit hs), (2) 
gu= ebst hs). (8) 
先 将 (1 的 第 一 个 等 式 关于 。 微分 , 并 利用 方程 (2) ,我 们 得 到 
再 (b)。 一 -3 (一 有 十 hy)， (4) 
类 似 地 , 再 将 (的 第 二 个 等 式 关于 微分 并 利用 方程 (8)， 
Gb) = 加 (hk 一 ha). (6) 


另 一 方面, 当 万 ~0 时 , 关于 区 的 Gauss 方程 化 为 (4-3, 习 
题 1 
1 也 。 Gu 
~ zi5|(3 玉 ). +(37 酶 ),} 
因此 ， 
—2KEG~ Eyi+Gwut ME NG,, (6) 

这 里 的 M= Mu v), 一 NGo %) 是 (uw 四 的 函数 ， 它 们 的 具体 
表达 式 在 证 明 中 不 起 实质 性 作用 。 下 面 将 引入 的 再. 丈 , 奸 和 依 
也 是 这 样 的 函数 . 

从 等 或 (4 和 (加 ,我 们 可 得 出 万,， Gr 的 表达 式 ， 将 它们 微分 
后 代入 方程 (6), 就 有 


-2KBG-—- 2 (hi) wo + 二 (ha)wt Mb) tN (ba), 
1 a 1™ 


ks 
因此 ， 
— (hi— ka) KEG =——2E(h)wt2G (a) et i (bet RN Cbs)s. (7) 
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由 于 在 点 ，K>0 且 加 之 hp，(7) 式 左 端 在 2 点 严格 为 负 . 
因为 有 在 p 点 达到 局 部 极 大 值 , 6 在 p 点 达到 局 部 极 小 值 ， 所 以 
在 2 点 就 有 

(ho=0, (Ka)u=0, (Fw 0, (ho) wu>0. 
但 是 , 这 可 推出 (7) 式 的 右 端 非 负 , 这 是 矛盾 的 . 引 理 二 证 毕 . 

应 该 看 到 , 在 证 明 中 若 我 们 假定 在 2 点 如 有 局 部 极 小 值 而 五 
有 局 部 极 大 值 , 则 得 不 出 了 矛盾， 事实 上 , 在 正 曲率 曲面 于 当 2 不 是 
脐 点 时 , 这 种 情形 有 可 能 发 生 , 这 可 用 下 面 的 例子 说 明 . 

例 1 设 & 是 由 下 式 给 出 的 旋转 面 (参见 8 3-3, 例 有 

V 王 pcog wy 一 p(O)Sin YX 一 由 (0)，0<w<2r， 
其 中 pV) =O0 coswv, O>1, 
vv(%) -|~ 1 一 C2sin2000， 由 (0) =0., 


我 们 取 1o| <sim-: (二 ), 使 得 Cv) 有 定义 ， 
利用 已 知 的 表达 式 (§ 8-8, 例 4), 我 们 得 到 
B=0008v, 万 一 0 G=1, 
一 一 一 O2 sin” = -Ooosm , 
= -0 Wsv(V1—Osinw), f=0,9 rE 
因此 有 
be Mi-Osny -gg Cor _ 
1 万 ”> Mi—O?sin2e 
所 以 ,S 有 正 的 常数 曲率 及 一 bks 一 1>0( 参 见 § 8-8, 习题 7). 
由 于 0>1, 容易 看 出 , 在 8 上 处 处 有 有 如 ks， 因此 没有 脐 
点 。 而 且 由 于 -0 时 及 一 一 启 , 但 *z#0 时 


/IT 一 C2sin20 1 
O cog > 一 
所 以 我 们 就 有 应 在 平行 环 v»=0 的 点 上 达到 极 小 值 (由 于 =1， 
因而 hs 达到 极 大 值 ) 的 结论 . 


这 个 例子 附带 也 说 了 定理 工 中 紧 致 性 的 假定 是 不 可 少 的 ， 因 


1 一 
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为 曲面 S( 见 图 5.2) 也 具有 正 的 常 曲率 , 但 不 是 球面 

在 证 明定 理工 时 要 用 到 下 面 的 事实 , 我 们 把 它 写 成 一 条 引 理 ， 

引 理 8 紧 致 正则 曲面 8ScC-Rs 至 少 有 一 个 椭圆 点 . 

证 明 因为 S 是 紧 致 的 , 所 以 S 有 界 ， 因 此, 在 R* 中 就 存在 
一 系 以 固定 点 OE€ Rs 为 中 心 的 球面 ,使 得 S 被 包含 在 其 中 任何 一 
个 球面 记 围 成 的 区 域 的 内 部 ， 考 察 所 有 这 种 球面 的 集合 ， 设 7 是 
它们 半径 的 下 确 界 ， 并 设 是 以 0 为 中 心 ,7 为 半径 的 球面 . 显 
然 , 与 S 至 少 会 有 一 个 公共 点 ， 比 如 是 Pp 点 ，3 在 2p 点 的 切 平 
面 , 在 2p 点 的 一 个 邻 域内 ,与 S 只 有 一 个 公共 点 p。， 所 以 3 与 5 
在 2 点 相 切 , 考察 p 点 的 法 截 线 , 容易 推 得 5 在 p 点 的 任何 法 曲率 
应 大 于 或 等 于 对 应 的 2 在 p 的 上 昌 率 ， 因 此 , hi(%9) 之 Ka(9) 之 0, 而 
Pp 正如 我 们 所 希望 的 那样 , 是 椭圆 点 .证 毕 . 

定理 1 的 证 明 ”因为 5 紧 致 ,根据 引 理 2, 存在 一 个 酉 圆 点 . 
因为 五 为 常数 ,所 以 在 整个 S 上 >>0. 

根据 紧 致 性 , 5S 上 的 连续 函数 如 在 一 点 pES 达到 最 大 值 ( 见 
第 五 章 附录 , 命题 13).， 由 于 尺 =hka 是 正 的 常数 , 加 是 大 的 递 
减 函 数 , 所 以 如 在 2 达到 最 小 值 . 从 引 理 1 可 推出 2p 是 脐 点 ; 也 
就 是 说 (2p) =hs(p). 

现在 设 g 是 S 的 任何 点 ， 因 为 我 们 已 假定 如 (gq) 之 faq)， 就 
有 

hp)>h (gq) > halg) > hop) = hi(p). 

因此 , (9g) 一 ba(q) 对 所 有 点 9& 成立 ， 
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这 就 是 说 , S 的 所 有 点 都 是 脐 点 ， 因 而 ,根据 8 3-2 命题 5, S 
是 球面 或 平面 的 一 部 分 ， 由 于 及 >0, 5 就 落 在 球面 二 中， 根据 
紧 致 性 , S 是 翌 中 的 闭 集 , 又 因为 S 是 正则 曲面 , S 便 是 2 中 的 开 
集 ， 由 于 3 连通 , 8 又 是 中 的 既 开 又 闭 的 子 集 , 所 以 Sw3( 见 
第 五 章 附录 , 命题 5 

因此 ,曲面 S 是 球面 ,证 毕 . 

注意 , 在 定理 1 的 证 明 中 , KK 一 ks 为 常数 的 假定 仅 用 来 确保 


是 各 的 递减 函数 ， 如 果 我 们 假定 平均 昌 率 卫 一 圭 (如 十 和 ) 为 


常数 , 也 能 得 到 相同 的 结论 ， 这 样 我 们 就 有 

定理 la 设 5 是 Gauss 曲率 下 >>0， 平 均 曲 率 互 为 常数 的 
紧 致 .连通 .正则 曲面 , 则 8 是 球面 . 

证 明 的 方法 与 定理 工 完全 类 似 ， 事 实 上 , 只 要 =f( 嫩 ) 是 如 
的 递减 函数 , 上 面 的 论证 方法 还 是 适用 的 ， 说 得 更 精确 些 , 我 们 有 

定理 Ib 设 5S 是 Gauss 曲率 为 正 的 紧 致 、 连 通 、 正 则 曲面 . 
车 在 8 下 存在 着 函数 关系 和 = ,这 里 了 是 入 的 递减 函数 ,， 且 
hi 之 bs, 则 S 是 球面 . 

注 2 Rs 中 Gauss 曲率 玉 >0 的 紧 致 连通 烛 面 称 为 卵 形 面 ， 
因而 定理 ta 可 说 成 是 , 常数 平均 曲率 的 密 形 面 必 是 球面 . 

另 一 方面 , 作为 Gauss-Bonnet 定理 的 一 个 简单 结论 ， 守 形 面 
与 球面 是 同 胚 的 (参见 8 4-5, 应 用 1)， 了 H. Hopf 证 明了 下 列 ( 更 
强 ) 说 法 的 定理 1a 仍旧 成 立 ; 同 胚 于 球面 , 县 平均 曲率 为 常数 的 正 
出 曲面 , 必定 是 球面 。 A. Alexandroff 的 定理 进一步 推广 了 这 个 
结果 , 他 把 与 球面 同 胚 的 条 件 换 成 紧 致 性 : 常数 平均 曲率 的 紧 致 连 
通 正 则 曲面 , 必定 是 球面 . 

上 述 一 些 结果 的 说 明 , 可 在 HHopf"” 中 找到 (参考 文献 列 在 本 
书 的 最 所 

注 3 球面 的 刚性 ， 可 作为 关于 丹 形 面 的 一 般 刚性 定理 的 结 
论 而 得 到 ，Cohn--Vossen 的 这 条 定理 说 ， 等 距 的 两 个 卵 形 面 , 只 
相差 Rs 中 的 一 个 正 交 线性 变换 .这 个 结果 的 证 明 可 在 Ohern 
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定理 工 是 整体 微分 几何 的 一 个 典型 结果 , 也 就 是 说 , 一 些 局 部 


量 (这 里 是 曲率 ) 的 信息 加 上 一 些 长 弱 的 整体 性 假设 (这 里 是 紧 臻 
泪 和 连通 性 )， 可 以 推出 关于 整个 曲面 的 很 强 的 限制 (这 里 是 断言 
必 为 球面 )， 注 意 , 连通 性 的 唯一 作用 是 防止 在 定理 工 的 结论 中 出 
出 两 个 或 更 多 的 球面 ， 另 一 方面 , 紧 致 性 的 假设 从 许多 方面 来 讲 ， 
是 不 可 缺 的 ， 它 的 作用 之 一 是 保证 我 们 得 到 整个 球 画 ,而 不 是 含 
在 球面 中 的 曲面 


iv 


习 丁 


设 8CRs 是 紧 致 正则 曲面 , 并 固定 点 poERa po 叶 S， 说 怡 咏 一 吧 是 由 
dg 一 于 lg 一 ml%9e 8 定义 的 可 微 函数 .因为 9 紧 致 ,所 以 存在 go€ 8， 


使 得 4(go) >d(9) 对 一 切 gE 58 成立， 证 明 ，qo 是 3 的 椭圆 点 (这 就 给 出 
了 引 理 3 的 另 一 种 证 明 )， 


， 设 SCc&s 是 Gauss 曲率 及 >0,， 生 没 有 脐 点 的 正则 有 曲面， 证 明 在 必 上 不 


存在 使 五 为 极 大 ,同时 使 五 为 极 小 的 点 . 


.…《 开 azdan-Warner 的 注 ) 设 ScRs 是 广义 的 紧 致 旋转 面 (参见 § 2-3, 


注 色 , 它 由 把 以 弧 长 s€ [0, 中 为 参数 的 曲线 
Ql(s) =(0, pls), ACD 
绕 # 轴 旋 转 而 得 到 ， 这 里 ,pC0)=pQ)=0, 且 gCs)>0 对 一 切 se [0, 杂 
成 立 ， 由 8 在 极点 的 正则 性 , 可 进一步 推 得 pg'(0) ==1， gp'(0) = 一 1( 参 见 


$ 2-3, 习题 10)， 我 们 还 知道 , 8 的 Gauss 曲率 是 玉 = 一 A (参见 
§ 3_3 例 公 . 
“a. 证 明 ， 


1 dk 
/mds= 1 一 
[K'p s~0, K de 


bp. 利用 a 推 出 人 * 中 不 存在 曲率 是 单调 增加 的 紧 致 (广义 的 ?旋转 面 . 
下面 的 习题 是 前 述 Hopi 定理 的 证 明 概要 , 这 条 定理 说 的 是 ， 同 胚 于 球 


面 , 且 平 均 曲 率 为 常数 的 正则 曲面 , 必定 是 球面 (参见 注 2) .HHopf 的 主要 思想 
在 近代 工作 中 已 被 反复 应 用 .这 道 习题 需要 一 些 复 变 函数 的 基本 事实 . 


4. 


设 U CRs 是 ?的 连通 开 子 集 ,并 设 芳 ; 0 一 8 是 正则 曲面 8 的 等 温 参数 


85-2 球面 的 刚性 [319) 


于 和 未 ( 即 且 =G, 了 =0; 参见 8 4-2) . 令 w+iv 一 t，(w, 9) ERR?, 5 EC, 我 们 
把 民 ? 与 复数 平面 @ 相 重合 .《 称 为 对 应 于 并 的 复 参 数 ， 设 央 并 CCD) 一 
C 是 由 下 式 定义 的 复 值 函数 


$=, Wi 


这 里 的 。 fg 是 8 的 第 二 基本 形式 的 系数 . 
a、 证 朋 ，Mainardi-Codazzi 方程 (参见 8 4-8) 用 等 漫 参数 表示 X 可 以 
写成 


(5) tr-ams(52) -7 -am。 


并 推出 和 GZ)CS 的 平均 曲率 五 为 常数 的 充 要 条 件 是 ?为 的 解 
析 函 数 ( 即 (和 ?= (9 (pio 一 ($2) 
b. 定义 “ 复 导 数 ” 
局 1/8 .0 
硫 六 ( 训 - 充 ) 
并 证 明 由 ( 乓 一 一 2(X，Nt》， 这 里 ,例如 和 r 的 含义 是 复 坐 标的 向 量 
开 ( 过 避 始 ) 
e. 设 f. UcE VcE 是 由 f(4w+ip) 一 x 十 廊 = 给 出 的 -1 复 函 数 。 
证 明 ; (wm 引 是 仿 上 的 等 温 参 数 ( 即 ? 是 8 上 的 复 参 数 )， 当 且 仅 当 
了 解析, 并 且 了 (6) 天 0, 《ET 设 Z 一 工 o 广 : 是 对 应 的 参数 表示 , 并 
定义 炒 (人 7 一 一 37，Wo>。 证明; 在 XU)NYCV) 上 


oO=yo( 人) . (Co) 


d， 设 8? 是 Ra 的 单位 球面 ， 利用 由 极点 = (0 0 1) 和 8 一 (0 0 
一 了 出 发 的 球 极 投影 (参见 § 2-3, 习题 16), 用 两 个 (等 温 ) 复 参数 5 
与 9 的 坐标 邻 域 来 枝 盖 8?， 这 里 的 《 与 了 满足 5(38) 一 0 9CN) 一 0， 
并 使 得 在 这 两 坐标 邻 域 的 交集 (球面 去 掉 两 个 极点 ) 上 ，1 一 
假定 在 每 个 坐标 邻 域 上 ， 存 在 解析 函数 (5), 由 (mn)， 使 得 (*) 在 瑟 
中 成 立 ， 利用 Liouville 定理 证 明 pC)==0C 因 而 由 (wm) 二 0)， 

。， 设 9CRs 是 同 胚 于 球面 , 且 有 常数 平均 曲率 的 正则 曲面 ， 假定 有 8 
到 单位 球面 8? 上 的 共 形 微分 同 肘 9:S 下 87《 这 是 Riemann 面 单 什 
化 定理 的 结果 , 在 这 里 假定 其 成 立 )， 设 与 个 是 复 参数 ,在 p 之 下 
它们 对 应 于 在 d 中 给 出 的 8? 的 参数 与 9 根据 a 函数 (6) = 


“一 矿 是 解析 的 ， 相 类 似 的 征 数 由 (办 也 是 解析 的 , 但 接 6， 它 们 
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以 (*) 相 关联 ， 利 用 & 证 六 0 三 0( 因 此 , 沙 (入 二 0)。 结果 是 8 由 
脐 点 构成 , 因而 是 球面 ， 这 就 证 明了 Hopf 的 定理 . 
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除非 另 作 说 明 , 今后 要 考虑 的 所 有 曲面 , 都 是 正则 且 连 通 的 ， 

8 5-1 末尾 所 作 的 考察 说 明 , 为 了 得 到 整体 性 定理 , 除了 连通 
性 以 外 , 我 们 需要 某 些 整体 性 假定 , 以 确保 曲面 作为 正则 曲面 不 能 
再 进一步 “ 延 拓 ”， 很 清楚 , 紧 致 性 就 是 为 这 一 目的 服务 的 .然而 ， 
更 有 用 的 是 能 有 一 个 比 紧 致 性 弱 ， 却 又 仍旧 具有 相同 效果 的 假定 
条 件 ， 这 就 能 使 我 们 在 比 紧 致 性 更 一 般 的 情况 下 寻求 整体 性 定 
理 ， 1 

曲面 不 能 再 延 拓 这 个 概念 的 精确 说 法 , 由 下 列 的 定义 给 出 ， 

定义 1 设 疙 是 正则 (连通 ) 曲面 .如 果 存 在 正则 (连通 ) 曲面 
&, 使 得 SCS 是 真子 集 , 则 8 就 称 作 是 可 延 拓 的 . 如 果 这 种 S 不 
存在 ,4 就 称 作 是 不 可 延 括 的. 

不 幸 的 是 不 可 延 拓 的 曲面 类 太 大 了 ， 以 致 无 法 得 到 有 趣 的 结 
果 ， 一 个 更 合适 的 假定 是 

定义 2 设 心 为 正则 曲面， 对 每 一 点 PE5， 当 访 上 由 p= 
?40) 出 发 的 任何 参数 测 地 线 7: [0, se)-> S, 都 能 延 伟 为 定义 在 整 
个 实 直线 R 上 的 参数 测 地 线 7. 民 -> 5 时 ,5 就 称 作 是 完备 的 . 

换言之 ， 对 每 一 点 PES, 当 映 照 expp; T,(S) 一 S ( 见 §$ 4-6) 
对 一 切 v€ET (5S) 都 有 定义 时 , 5 是 完备 的 ， 

以 后 我 们 要 证 明 (命题 1), 所 有 的 完备 曲面 都 是 不 可 延 拓 的 ， 
而 且 确 实 存 在 不 完备 也 不 可 延 拓 的 曲面 ( 例 1)。 因此 ， 完 备 性 的 
假定 要 比 不 可 延 拓 人 性 来 得 强 . 进而 , 我们 将 证 明 (命题 四, Rs 中 
的 所 有 六 曲面 都 是 完备 的 ; 也 就 是 说 , 完备 性 的 假定 要 比 紧 致 性 来 
得 弱 . 

本 节 的 目的 是 , 对 完备 曲面 S 上 给 定 的 两 点 2, 9ES, 证 明 一 
定 存 在 连接 2, 9 的 极 小 测 地 线 ( 即 ， 它 的 长 度 不 超过 连接 p, g 的 
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任何 其 他 曲线 的 长 度 )， 这 个 基本 的 结果 , 最 初 是 由 Hopf 与 
Rinow 证 明 的 (HH、 Hopf, W. Rinow, “Uber den Begriff der 
vollstindigen differential-geometrisohen Flichen,” Comm. 
Math. Helv. 3(1981), 209~225). 这 条 定理 是 完备 曲面 比 不 可 
延 拓 的 曲面 对 微分 几何 更 为 适合 的 主要 原因 . 

现在 我 们 来 看 一 些 例子 .平面 显然 是 完备 曲面 ， 去 掉 顶 点 的 
锥 面 是 不 完备 的 曲面 , 因为 把 母线 ( 测 地 线 ) 作 充 分 延伸 时 , 我 们 会 
过 到 顶点 , 但 它 不 属于 这 张 曲 面 ， 球 面 是 完备 曲面 , 因为 它 的 参数 
测 地 线 ( 其 轨迹 是 球面 上 的 大 圆 ) 对 每 一 个 实数 值 都 能 有 定义 .加 
柱 面 也 是 完备 曲面 , 因为 它 的 测 地 线 是 圆周 ,直线 和 螺旋 线 ， 它 们 
对 一 切实 数值 都 是 有 定义 的 . 

另外 , 从 完备 曲面 S 去 掉 一 点 p 所 得 的 曲面 S 一 {p}, 不 是 完 
备 曲 面 ， 事实 上 , S 上 会 有 通过 Pp 的 测 
地 线 7， 在 7 上 取 p 的 邻近 点 9(《 图 
5-8)， 这 时 S 一 {2p} 上 就 有 一 条 参数 测 
地 线 , 它 以 g 点 出 发 , 但 不 能 延伸 通过 9 
点 (这 一 论述 的 细节 将 在 命题 1 中 给 
出 )、 于 是 , 去 掉 一 点 的 球面 和 去 掉 一 点 
的 柱 面 都 不 是 完备 曲面 ， 

命题 芋 完备 曲面 8 是 不 可 延 拓 
的 . 所 -3 

证 明 用 反 证 法 , 假定 S 是 可 延 拓 的 。 这 就 意味 着 存在 正则 
(连通 的 ) 曲面 马 使 得 SC 人 因为 8 是 正则 曲面 , 5 是 中 的 开 
集 . 8 在 总 中 的 边界 ( 见 第 五 章 附 录 , 定义 人 各 BdS 非 空 ; 否则 马 = 
SU(S 一 SS) 就 会 是 两 个 不 相交 的 开 集 8 与 5 一 S 之 并 ， 这 与 有 的 
连通 性 ( 见 第 五 章 附录 , 定义 10) 了 矛盾。 因此， 有 点 pE BdS, 并 因 
为 5 是 S 中 的 开 集 ,所 以 pS, 

设 了 CS 是 p 在 可 中 的 邻 域 使 得 了 中 每 一 点 g 都 能 由 再 
中 崔 一 的 一 条 测 地 线 与 相连 ( 见 $ 4-6, 命题 2)?， 由 于 PE Ba5S, 
所 以 有 某 个 goE 严 属于 3， 设 郊 [0, 和 > 感 是 豆 中 的 测 地 线 ， 
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满足 7(0) =p, 7(1) =go， 显 然 , 由 a( 引 =7(1 一 信 给 出 的 a [0, 
28) 一 S 就 是 S 中 满足 x(0) 一 %o 
的 测 地 线 ， 将 其 延 拓 到 数 站 线 民 
去 , 在 1=1 时 就 会 通过 Pp 点 (图 
4， 因为 p 和 5S, 这 条 测 地 线 不 
能 延伸 ， 于 是 就 和 完备 性 的 假设 
相 矛 盾 ， 证 毕 ， 

如 下 例 所 示 ， 命 题 工 的 道 是 
不 成 立 的 ， 

例 1 当 我 们 从 单 叶 锥 面 

so (w, Y) E 民 2 图 54 
去 党 顶点 血 时 ， 就 得 到 正则 曲面 S. 5 不 是 完备 曲面 , 因为 无 法 使 
. 它 的 母线 对 性 长 的 所 有 值 均 能 延 拓 ， 
而 又 不 磁 到 顶点 . 

我 们 来 证 明 S 是 不 可 延 拓 的 ， 先 
假定 有 正则 上 曲面 S*S, 使 得 SCS, 
然后 导出 矛盾 .论证 的 方法 是 说 明 
人 在 $ 中 的 边界 缩 为 顶点 m ,并 且 存 

明 55 在 po 在 台中 的 邻 域 玉 ,使 得 于 一 
{po CS. 但 是 ， 这 与 锥 面 (包括 顶点 po) 在 po 不 是 正则 曲面 ( 见 
8 2-2, 例 5) 相 矛盾 . 

首先 , 我 们 看 到 , 在 S 上 由 点 pES 出 发 的 测 地 线 中 ,不 能 对 
所 有 参数 值 延 拓 的 仅 有 的 测 地 线 , 是 经 过 2 的 子午 线 (母线 )( 见 图 
5-5)， 这 个 事实 , 比如 利用 Olairaut 关系 ( 见 $4-4 例 甸 ,是 容易 
须 出 的 , 因而 留 作 习题 (习题 2). 

现在 设 PE BdS, 这 里 的 BdS 表示 8 在 总 中 的 边界 (我 们 已 
在 命题 1 中 看 到 , BdS 和 四 、， 因 为 8S 是 S 中 的 开 集 , pFS、 设 六 
是 p 在 仿 中 的 邻 域 ， 使 得 中 每 一 点 能 由 人 芒 在 玉 中 的 唯一 一 条 
测 地 线 与 乡 相 连接 .因为 pE BdS, 就 有 gEP 了 NS， 设 7 是 5 中 
连接 p 与 g 的 测 地 线 ， 因 为 5S 是 5 中 的 开 集 , 7 就 在 9 的 一 个 邻 


85-3 完备 曲 硬 ; JiopE-Rinosy 定理 [323] 


域 中 与 &S 的 一 条 测 地 线 重合 。 设 po 是 7 上 不 属于 S 的 第 一 点， 
按 最 初 所 作 的 考察 ，? 是 子午 线 , 并 且 m 是 8 的 顶点 ， 进 而 有 
po 二 2; 否则 就 会 有 2 的 一 邻 域 不 含 po， 对 这 个 邻 域 重 复 刚才 的 论 
证 ; 我们 会 得 到 一 个 不 同 于 po 的 顶点 ,这 是 一 个 矛盾 ， 由 此 推出 
Bd 5S 缩 为 顶点 . 

再 设 玉 是 po 在 5 中 的 邻 域 ， 使 得 玉 中 的 任何 两 点 能 由 5 
中 的 测 地 线 相连 接 ( 见 $4-7, 命题 1)， 我们 要 证 明 玉 一 {po} C5, 
事实 上 ，7> 中 的 点 属于 8.。 另 一 方面 , 不 属于 7 或 其 延 拓 的 点 
7? 蕊 到 ,可 以 用 一 条 异 于 7 的 测 地 线 wx 与 ?上 的 点 主 相 连接 , tx*po, 
iE 刺 ( 兄 图 5-6)， 按 前 面 的 观察 结果 ，w 的 每 一 点 , 特别 是 r+， 属 
于 5S， 最后, ? 的 延 拓 上 的 点 , 除了 po, 也 属于 六 否则 的 话 ， 它 们 
就 要 属于 5 的 边界 , 后 者 我 们 已 经 证 明 仅 由 po 组 成 . 

这 样 一 来 ， 我 们 所 说 
的 结论 就 全 部 证 举 ， 从 
而 S 是 不 可 延 拓 的 ， 我 们 
得 到 了 所 要 的 例子 . 

为 了 后 面 的 内 容 ， 较 
合适 的 是 引入 S 中 两 点 
间距 离 的 概念 ， 这 一 概念 
仅 依 赖 于 5 的 内 草 几 何 ， 
与 S 在 Rs 中 的 浸入 方式 
无 关 ( 人 参见 8 4-2, 注 1)， 我 们 看 到 , 因为 SCRS, 可 以 把 5 中 两 点 
间 的 距离 定义 成 这 两 点 在 Rs 中 的 距离 。 但 是 , 这 个 距离 与 第 二 基 
本 形式 有 关 , 因而 对 本 章 的 目的 来 说 是 不 适宜 的 . 

我 们 需要 一 些 预备 知识 . 

设 a，[a, 站 一 尽 是 数 直线 民 中 的 闭 区 间 [c, 8] CR 到 上 曲面 
S 的 连续 上 映照， 如果 [@, 8] 有 由 点 4 一 加 过 太 之 如 之 … 达 机 过 轴 t:1 一 
给 出 的 分 割 ， 使 得 a 在 [t，] ,5 一 0,…， 记 上 可 微 ， 就 称 a 是 
连接 w(a) 和 w(5) 的 分 段 可 微 参 数 曲 线 ,a 的 长 度 Ve) 就 定义 
为 
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命题 2 正则 (连通 ) 曲面 8 上 给 出 两 点 2，9， 必 存在 连接 
Pp, 9 的 分 段 可 微 参 数 曲 线 . 

证 明 因为 S 连通 ， 所 以 有 连续 曲线 a [a, 四 一 S， 使 得 
af(a) 一 p, a(5) 一 9g. 设 t€ [a, 外, 并 设 匡 是 [a, 妇 中 含 二 的 开 区 
间 , 使 得 a(I) 落 在 a( 妨 的 坐标 邻 域 内 ， 并 集 UIT, 1€ [6, 如] 就 覆 
瘟 了 Lg, 中 ,由 紧 致 性 , 存在 有 限 个 五 ,，…, 了 仍旧 和 履 盖 了 [a, 如 
因此 , 能 用 点 6= 如 过 刀 之 … 过 刀 之 轴 :1 一 2 把 工 进 行 分 解 , 使 得 [可 
yj 含 在 某 个 工 内 ,j=1,…, mn， 于 是 , a(， rz) 就 落 在 一 个 坐 
标 邻 域内 . 

因为 2 一 a(io) 与 w (二 ) 落 在 同一 华 标 邻 域 卫 (D) CS 内 , 便 可 
用 一 条 可 微 曲线 把 它们 连接 起 来 ， 这 条 曲线 就 是 UCR? 中 连接 
玉 下 (a(to)) 与 并 (ac 人 (的 ) 的 可 微 曲线 在 并 下 的 象 ， 用 这 种 方 
法 ， 我 们 可 用 可 微 曲 线 把 a( 如 与 alisrz) 连接 超 来 ，6 一 0，…， 四 
这 便 给 出 了 连接 p 一 a(to) 和 g 一 a( 如 :1) 的 分 段 可 微 曲线 ,命题 得 
证 , 证 毕 , 

现在 设 p, 9€ 5 是 正则 黄 面 S 上 的 两 点 ， 我 们 用 mr, 表示 连 
接 p, 9 的 分 段 可 微 参 数 曲 线 ， 并 用 ?1(ey,o) 来 表示 它 的 长 度 ， 命 
题 2 说明 , 所 有 这 种 oz, 的 集合 是 非 空 的 。 从 而 我 们 能 给 出 下 列 
的 

定义 3 由 点 PES 到 点 9ES 的 (内 蔓 ) 距 离 0(p, 9) 定 义 为 

d(p, 9) =inf Voy,0), 
这 里 的 inf 是 对 所 有 连接 p, 9 的 分 段 可 微 曲 线 上 上 取 的 . 

命题 3 上 面 定 义 的 距离 4 有 下 列 性 质 ， 

i. dlp, 9) =d(g, P); 

2, d(p, 9) +d(g, +)>d(p, 7); 

3. d(p, 9)>0,; 

和 4。 当 且 仅 当 %=9 时 , 4 (pp, 9) 一 0. 

这 蛙 的 p, 9g, 7 是 B 中 的 任意 点 . 
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证 明 性质 工 是 立即 可 得 的 , 因为 每 条 满足 w(a) 一 p, a(28) = 

9 的 参数 曲线 
oa，[a, 6] ~—>8 

导出 了 一 条 由 &( 们 =a(g 一 t 十 了 ) 定 义 的 参数 曲线 a: [a, 5] 一 六 
显然 有 afa) 一 0， &(5) 一 p, 并 且 l(ap,a) =1(@p,0). 

性 质 2 可 从 这 么 一 个 事实 推出 : 当 4, B 是 实数 集合 且 4E3B 
时 , 则 inf A>inf B. 

性 质 3 可 由 正 数 的 下 确 界 非 负 这 个 事实 推 得 . 

现在 我 们 来 证 明 性 质 4. 设 p=g， 到 由 a() =p, t€ [a, 0] 
给 定 的 常 值 曲线 a [e, 四 -> 8, 我 们 就 有 To =0; 因此 , 4(p, 9) 
-0 

为 了 证明 a(p, 9) ~0 蕴 涵 pg， 我 们 的 方法 如 下 ， 假 定 
dlp, 9) 一 infl(ay,o) 一 0 而 pg， 设 是 Pp 在 5S 中 的 邻 域 , 满足 
9 后 站， 并 使 了 中 的 每 一 点 均 能 用 斑 中 的 唯一 一 条 测 地 线 与 p 相 
连接 ， 设 B,(p) CV 是 由 含 在 到 中 的 以 2 为 中 心 、7 为 半径 的 测 
地 圆 围 成 的 区 域 。 根 据 下 确 界 的 定义 ,给 定 se>0, 0<s<m 存在 
连接 p, g 的 分 段 可 微 参 数 由 线 o. [a, 8] 一 5S, 使 得 Ya) 二 8。 因 
为 a([a, 8]) 连通, 且 9 和 Bi, 就 存在 点 dE [a, 四 ,使 得 a(io) 属 于 
B,(p) 的 边界 ， 由 此 推出 1(w) 之 r>>s, 得 到 矛盾 .。 因此 , p=g, 本 
命题 证 毕 . 

推论 ld(p, 7)—alr, 9) | <ay, 9). 
这 只 要 能 看 到 下 列 不 等 式 就 足够 了 

d(p, 7)<Aalp, g9) +a(g, 7), 
dlr, g) ar, p) +AD, 9)s 

因此 ， —d(p, q9) <ap, 7)—d(r, 9) ap, 9). 

命题 4 车 设 点 PoE 5S， 则 由 了 (Pp) =4《po, Pp), DER 给 定 的 
函数 f.S 一 民 在 SS 上 是 连续 的 . 

证 明 我 们 必须 说 明 , 对 每 点 PE 5, 给 定 8>0, 存在 3>0, 使 
得 若 gE€ B,Cp) 站 S,， 这 里 的 Bip) CRs 是 Rs 中 以 2 为 中 心 5 为 
半径 的 开 球 , 就 有 | (7) 一 f(q)| 一 |aCpo, PD) 一 9(po, 9g)|<s，, 
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设 w<s 能 使 指数 欧 照 ezpw 20(8) -> 8 在 国航 Bs (0) 
《 国 ) 中 是 微分 同 胚 , 这 里 的 0 是 To(S) 的 原点 , 并 令 exp(B。(0)) = 
VY. 显然 ,是 5 中 的 开 集 ; 因此 ， 存 在 R? 中 的 开 球 Bs(p), 使 得 
Bslp) NSCl ， 这样 一 来 , 车 g& Bs(p) NBS, 

[Co, P)—d(po, 9) | <A p, 9) <s’<s, 
也 就 完成 了 和 证明 ， 证 毕 . 

注 具有 初等 拓扑 知识 的 读者 会 注意 到 , 命题 3 说 明 ， 函 数 
d:.SxS 一 良 给 5S 以 度量 空间 的 结构 .上 雪 一 方面 ,作为 度量 空间 
的 子 集 , SCRs 具有 诱导 度量 3， 重要 的 事实 是 , 这 两 种 度量 决定 
了 同一 个 拓扑 , 也 就 是 5 中 的 同一 天 集 族 . 这 可 由 expp: oCT， 
(S) 一 S 是 局 部 微分 同 肛 的 事实 推 得 ， 其 证 明 与 命题 4 类似， 

结束 了 这 些 预 备 知识 后 , 现在 我 们 就 能 作 如 下 的 考察. 

命题 5 闭 曲面 SCRs 是 完备 的 . 

证 明 设 7Y[0, s) 一 5 是 5 的 参数 测 地 线 , 7(0)] =pE5, 不 
失 一 般 性 , 我 们 可 假定 参数 是 弧 长 ， 需 要 证 明 的 是 可 以 把 7 延 拓 
为 定义 在 整 条 直线 只 上 的 测 地 线 7, R -> S， 首 先 注意 , 若 7(so)， 
socER， 已 确定 ， 则 衫 据 测 地 线 的 存在 和 唯一 性 定理 (8 44 命题 
本 ,可 以 把 7》 延 拓 到 so 在 民 中 的 一 个 邻 域 上 ， 因此, 7 有 定义 的 
一 切 s€ RR 的 集合 是 民 中 的 开 集 ， 如 果 我 们 又 能 证 明 这 个 集合 是 
(连通 的 )R 中 闭 集 ，?7 就 一 定 能 对 整个 只 有 定义 ， 从 而 也 可 完成 
证 明 . 

假定 7 对 s<soe 有 定义 , 我 们 来 证 明 ? 对 s=s 也 有 定义 ， 考 
虑 序列 fj -> so 且 s， 天 so wm 一 2，…. 

我 们 先 证 明 序 列 {y (8%)} 在 5S 中 收 合 、 事 实 上 , 给 定 s>>0, 存 
在 no 使 得 w m>>no 时 ,有 |5 一 sm| 二 s。 用 表示 Rs 中 的 距离 ， 
并 注意 , 若 DP 9€E 5, 则 4(p, g) <d(lp, g9)， 于 是 

dF (8), Ysm)) AF), Tlsm)) S| —sm|<s, 
其 中 的 第 二 个 不 等 式 , 来 自 @ 的 定义 , 以 及 | 一 3m| 等 于 曲线 在 
s 与 sm 之 间 的 弧 长 这 样 一 个 事实 ， 这 说 明 {95.)} 是 Rs 中 的 
Qauchy 序列 ; 因而 ， 它 收 伍 于 点 9E Rs( 兄 第 五 章 附 录 ， 命题 和. 
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因为 9 是 入 (so)} 的 极限 点 ,而 8 又 是 闭 集 ,所 以 gE 5, 这 便 证 明了 
我 们 的 断言 

现在 设 玉 和 6 是 $4-7 命题 二 给 出 的 g 的 邻 域 和 正 数 . 设 
7(5)，7(3m) EW 是 满足 |s 一 snl <5 的 两 点 , 并 设 7 是 连接 
7》(8s)， 7 《sm) 并 使 Ly) 过 5 的 唯一 测 地 线 ， 显然, 了》 与 7 重合 。 因 
为 exzp7yew 在 Bs(0) 中 是 微分 同 胚 ， 并且 expYcs» (Bs (0)) 汪 W， 所 
以 7 便 把 7 延 拓 得 超过 了 9g 点 ， 这 样 一 来 ，7 就 在 s=s 上 有 定 
义 , 命题 证 毕 . 

推论 ” 紧 致 曲面 是 完备 的 ， 

注 2 命题 5 的 逆 并 不 成 立 ， 傅 如 ， 在 一 条 渐 近 于 图 的 平西 
曲线 上 作出 的 直 柱 面 显然 是 完备 的 , 但 不 是 闭 遇 面 (图 5-7). 


图 5-7 完备 而 非 闭 的 曲面 图 558 


我 们 称 连 接 两 点 2p, 9E 5 的 测 地 线 ?> 为 极 小 测 地 线 ， 如 果 它 
的 长 度 1(y) 不 超过 连接 2, 9 的 任何 分 段 正则 曲线 的 长 度 (参见 
§ 4-7).。 这 件 事 等 价 于 17) ~ad(p, 9)， 因 为 给 定 连 接 p, 9 的 分 
段 可 币 曲 线 w 后， 我 们 可 以 找到 一 条 连接 p, 9 的 分 段 正 旭 曲线 ， 
使 它 比 w 得 (或 至 少 不 比 w 长 )， 后 一 铺 论 的 证 明 留 作 习 题 . 

注意 , 如 下 例 所 示 , 极 小 测 地 线 不 一 定 存在 . 

设 S: 一 {wp} 为 球面 5 去掉 一 点 PE 人 2 后 所 得 的 曲面 ， 在 过 
Pp 的 子午 线 上 取 关 于 p 对 称 ， 且 充分 接近 9p 的 两 点 与 pa, 我 们 
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看 到 , 在 曲面 S53 一 {p} 上 就 不 存在 连接 pi, ps 的 极 小 测 地 线 〈 见 图 
5-8), | 

另 一 方面 , 也 可 能 有 无 限 条 连接 曲面 上 两 点 的 极 小 测 地 线 , 例 
如 , 在 球面 上 取 两 个 对 径 点 就 会 发 生 这 种 情形 ; 这 时 连接 这 两 点 的 
所 有 子午 线 都 是 极 小 测 地 线 . 

本 节 的 主要 结 黑 是 , 在 完备 上 曲面 上 , 总 存在 连接 两 个 已 知 点 的 
极 小 测 地 线 . 

定理 (Hopf-Rinow) 设 S 是 完备 曲面 . 给 定 两 点 p, 9EA， 
总 存在 连接 p, 9 的 极 小 测 地 线 . 

证 明 设 m"=a(p, 9) 是 p, g 间 的 距离 。 设 BC0)CTs(5) 是 - 
以 切 平面 ZT,(S) 的 原点 0 为 中 心 ， 8 为 半径 的 圆 盘 ， 它 含 在 0 的 
一 个 邻 域 口 CT,(S) 内 , 在 如 中 exps 是 微分 同 有 吓 ， 设 房 (o 一 
expp(Bs(0))。 注意 ,边界 Bd4B,(8) =3 是 紧 致 的 , 因为 它 是 紧 集 
BdB;(0) CT,(5) 的 连续 象 . 

如 果 *E 3, 连续 函数 2(z, 9) 便 在 紧 集 2 的 一 点 mo。 上 达到 最 
小 值 ， 此 点 wo 可 以 写成 

wo= expp (62v), |2v|=1, vET, (HS) 

设 7 是 以 弧 长 作 参 数 的 测 地 线 , 给 为 ( 见 图 5-9) 


YY 


、 一 一 一 
ee 
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图 5-9 


7(s) =exps (30). 
因为 S 完备 , 7 对 一 切 sER 民 都 有 定义 ， 特别 地 , > 在 区 间 [0, 中 
上 有 定义 .车 我 们 能 证 明 7() ==g， 则 7 必定 是 连接 p, 9 的 极 小 
测 地 线 , 因为 !(7) =7 二 Q(%p, 4， 这 时 证 明 也 就 完成 
”为 此 , 我 们 必须 证 明 , 车 s€ [5, 门 , 则 

d(y(s), g) =7—s. (1) 
因 s7? 时 , (了 ) 式 就 表示 7(7) =g, 这 正 是 所 要 的 结果 ， 

要 证 明 等 式 ( 蕊 ， 我 们 先 要 说 明 它 对 gs 一 8 是 成 立 的 ， 而 集 
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4= fsE [6, 四: 使 得 (了 D 式 成 立 } 显 然 是 [0, 门 中 的 闭 集 ， 其 次 我 
们 说 明 , 若 soE4 和 县 50<7, 则 (DD) 式 对 s0+5' 成 立 , 这 里 的 5>>0 为 
充分 小 的 正 数 .由 此 推出 4= [5, 7r], 从 而 也 就 证 明了 等 式 (]). 

我 们 现在 来 证 明 等 式 (]) 对 s=5 成 立 ， 事 实 上 ， 由 于 任 一 连 
接 pg 的 曲线 必 与 相交 ， 如 果 用 z 来 天 示 3 的 任意 点 , 我 们 就 
有 

d(p, g) —infl\ay,0) —inf{inf l(at,s) -Hinf ica) } 
~inf(d(p, 2) + d(%, 9)) =inf(d +dl%, g)) 
一 8 十 dxo，9)， 
因此 ， 
d(7(6), 9) 一 ?一 9， 

这 就 是 8=5 时 的 等 式 (1). 

我 们 还 要 证 明 ， 车 (1) 式 对 soE [85,7] 成 立 ， 则 对 充分 小 的 
86'>>0, 它 对 so 十 3 也 是 成 立 的 ， 

设 Bi(0) 是 切 平面 T 了 yew 43) 中 的 贺 盘 ， 它 的 中 心 是 该 切 平面 
的 原点 0, 并 含 在 exp ren 是 微分 同 胚 的 邻 域 U' 中 ， 设 Bs(y(s0)) 
一 expyewBa(0)， 且 3 一 Bd(By(y(s0)))， 若 w'E23', 连 续 函 外 
d(w', gq) 就 在 m5E 上 达到 最 小 值 ( 见 图 5F10)， 这 时 ， 与 前 面 一 
样 ， 

d(y Cs0), 9) 一 inE {4(7 C80), 0) +d(w, g)} 
=—6’+ad(w, gq). 
因为 等 式 (了) 在 so 成 立 , 我 们 就 有 dL7Y(so), 9) 7 一 80， 因 此 ， 
dm, 9) =7—s0—6, (2) 
而 且 , 由 于 
d(p, wo) >d(p, g9) —dlg, wo), 
从 (2) 我 们 得 到 
dp, Wh) >7— (7r—80)+d =s0+0, 

现在 我 们 看 到 , 由 Pp 经 7 到 7(s0), 再 由 ?7kso) 经 Bs(Y(80)) 的 

一 条 测 地 线 半 径 到 w% 的 曲线 , 它 的 长 度 恰 好 等 于 so 十 8. 因为 d(%, 
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0) 之 so 十 8’, 所 以 连接 pp 和 wi 的 这 条 曲线 具有 极 小 长 度 ， 由 此 可 
知 ( 见 $4-6, 命题 2) 这 是 条 测 地 线 , 因而 在 其 一 切 点 上 是 正则 的 . 
所 以 , 它 应 该 与 ? 重合 ; 因此, 四 =?y(s 二 8) ， 于 是 , 等 式 (2) 可 写 为 
a(y(s80+6), 9g) = 一 (so 十 8)， 

这 就 是 s 一 5 十 8 时 的 等 式 (1). 

这 便 证 明了 我 们 的 断言 , 从 而 也 完成 了 定理 的 证 明 ， 证 毕 . 

推论 1 设 S 是 完备 曲面 ， 则 对 所 有 点 bES， 上 映照 expy: 
T,(S) 一 5S 是 到 S 上 的 . 

推论 1 成立 是 因为 车 gE€ 5S 且 d(%w, 9) =7, 则 9g 一 expp 79, 其 
中 的 2 一 7 (0) 是 连接 p.g， 以 绝 长 作 参 数 的 极 小 测 地 线 的 切 向 
量 ， 

推论 2 设 5S 是 完备 曲面 ， 且 关于 度量 4 是 有 界 的 ( 即 存 在 
Y>>0, 对 任何 一 对 点 p, 9E 5, 成立 LCP, 9)< 门 ， 那 么 , 尽 是 紧 臻 
的 . 

证 明 固定 pE 5S, 5 为 有 界 的 事实 说 明 , 存在 以 ” 为 半径 , 以 
切 平面 Tp(5) 的 原点 0 为 中 心 的 闭 球 BCTo(5), 使 得 expy(B) = 
exps CTs《S)). 根据 exps 是 到 上 的 事实 , 我们 有 S=expr (Ty(S)) 
一 expp(B)， 因 为 了 紧 致 ,exps 连续 , 我 们 便 有 8 紧 致 的 结论 ， 证 
毕 ， 

今后 , 除非 另外 说 明 , 用 到 度量 概念 时 总 是 指定 义 3 中 的 距离 
9， 例 如 , 曲面 5 的 直径 p(5), 按 定义 是 


p(S) 一 sup dl(p, 9). 
用 这 个 定义 , 单位 球面 5? 的 直径 p(S?) =, 


1. 


2. 


“5. 


“6. 
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设 SCRs 是 完备 曲面 , 并 设 C5 是 8 的 非 空 团 子 集 , 使 余 集 如 - 刁 连 
通 . 证 明 ; S 一 了 是 不 完备 的 正则 曲面 . 

设 5 是 例 1 中 的 单 叶 锥 面 ， 证 明 : 对 给 定点 P&E 5S, 5 中 过 %, 但 不 能 对 
一 切 参数 值 进行 延 拓 的 仅 有 测 地 线 , 是 5 中 过 Pp 的 子午 线 . 


. 设 8 是 例 工 中 的 单 叶 锥 而 .利用 8 4-2 例 3 中 的 等 距 对 应 证 明 : 任何 两 


点 9€ 58( 见 图 条 11) 都 能 由 SS 上 的 一 条 极 小 测 地 线 相连 接 . 


.正则 曲 而 SCR3 上 的 点 列 12oo 称 六 按 ( 内 蔓 ) 焉 离 吕 收效 于 点 po€ 总 如 


果 给 定 se> 0, 存在 指标 mo, 使 得 w 之 mo 时 QCpn, po) 二 8， 证 明 ; 仿 中 的 点 
列 {pw} 按 Ga 政 化 于 poe 5 的 充 要 条 件 是 , {pa} 作为 Ra 中 的 点 列 ( 即 按 殉 
氏 距 离 ) 收 伍 于 po 

设 8 性 负 s 为 正则 曲面 .8 上 的 点 列 {pu} 称 作 校 (内 蓝 ) 殉 离 4 的 auehy 
序列 ， 如 果 给 定 8>0, 存在 指标 nos 使 得 当 nn MNno 时 ， 就 有 CCDn， Pn) 
<<8， 证 明 ， 售 为 完备 曲面 的 充 要 条 件 是 ,S 上 的 每 个 Cauchy 序列 收 敏 
8 中 的 点 . 

如 果 曲 面 8 上 的 测 地 线 y: [0，%) 一 8, 对 任何 se [0，>), 都 实现 7(0) 
到 y(5 间 的 (内 莹 距离 , 则 称 y 为 从 y(0) 出 发 的 射线 ， 设 是 完备 、 非 
紧 致 曲面 8 上 的 任意 点 ,证 明 :8 上 有 从 p 出 发 的 一 条 射线 。 


， 六 上 的 发 散 巾 线 是 指 可 微 照 wx: [0，-)-> 8, . 使 得 对 每 一 个 紧 致 子 集 


玉 cCS 有 如 & (0，c)) 当 缔 加 时 (入 羽 ( 即 %“ 离 开 " 了 8 的 每 一 个 紧 
致 子 集 )， 发 散曲 线 的 长 度 定义 为 


- i t 
lm [le la, 
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*8 . 


*9 . 


*10, 


11. 


证 明 ;，Scss 为 完备 时 面 的 充 要 条 件 是 每 一 条 发 散曲 线 的 长 庆 是 无 限 
的 . . 
设 8 与 加 都 是 正则 井 商 , 并 设 g: 8S > 5 是 微分 司 肛 .假定 8 完备， 且 
存在 常数 > 0, 使 得 对 一 切 PE8 和 一 切 vwe X75,C5) 有 

Topko clo dpp()), 
这 里 的 TI 和 了 分 别 表示 5S 入 的 第 一 基本 形式 ， 证 明 : S 也 是 完备 曲 
{， : 
设 SiCR8 是 (连通 的 ) 完 备 曲 面 ,SC 是 连通 曲面 ,并且 83 上 的 任何 
黄 点 均 能 用 唯一 的 测 地 线 相连 接 ， 设 g: S1 -> S's 是 局 部 等 距 对 应 。 证 
明 ; p 是 整体 等 距 对 应 , 

设 SCR3 是 完备 曲面 ， 阅 定单 位 向 最 0€E 内 , 并 设 h 8 一代 是 高 灾 卫 
数 有 Cp) ==《p, 0), p€9, 回忆 一 下 ,4 的 梯度 是 由 下 式 定义 的 8 上 的 
( 切 ) 向 量 场 gradh， 

《grad hp), wp=AholtwW) 对 —tD WE ToS) 
(参见 8 2-5， 习题 14).， 设 a( 四 是 gradh 的 轨 线 ; 即 aGt) 是 号 上 满足 
(四 二 grad h(a( 从 ) 的 曲线 证明， 
a. 对 一 切 pE8, |grad p(p)| <1. 
bgradbh 的 轨 线 a() 对 一 切 iE 民 均 有 定义 . 
下 面 的 习题 ， 要 用 § 3-5， 部 分 BB 的 材料 ， 以 及 复 变 函数 的 基本 知 
识 . 
《Osserman 引 理 ) 设 Di= 化 €C;14|< 如 是 复 平 面 中 的 单位 圆 盘 . 
照例 我 们 用 “一 v 十 包 来 重合 色 = 员 2， 设 和: DL > 5 是 极 小 出面 XCDI) 
CE 的 等 温 参 数 表示 ， 这 意味 着 (参见 § 3-5, 部 分 B) 
(Xuy Xu) = 《X,, 苹 ,》， (KX, X,)=0 
以 及 ( 极 小 性 条 件 》 


和 十 和 一 0， 
假定 (Dz?) 的 单位 法 向 量 示 取 单位 球面 的 一 个 邻 域 中 的 值 ， 更 清楚 一 
些 , 即 假 定 对 某 个 向 量 wER3,，|w| 一 二 存在 8> 0, 使 得 


(Ks, Ws LK, Wa ， 
[和 人 


本 习题 的 目标 是 证 明 了 (D1) 不 是 完备 曲面 . 《这 是 在 8 3-5 末尾 搞 引 的 
Osserman 定理 证 明 中 的 关键 一 步 。) 方 法 如 下 : 
a&. 定义 gp: Di 一 人 @ 为 
Pls 轨 一 CD) rR, WY +iX,, Wy. 
证 明 ， 极 小 性 条 件 昔 涵 yp 是 解析 的 . 
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b. 定义 0.DIi>C 为 
00) = oO an. 
根据 a, 6 是 解析 孙 数 ， 证 明 :; 6(0) =0， 且 条 件 (*) 意 味 着 O00. 
于 是 , 在 0 的 某 邻 域内 , 9 有 解析 的 反 函 数 9 工 利用 Liouvifle 定 
理 证 明 : 9: 不 能 解析 延 拓 到 整个 已 上， 
Dae=tnéEGInER} 
及 点 mo， [mol 二 忆 , 使 得 0 在 Da 中 解析 , 且 不 能 解析 延 拓 到 mo 的 
”和 任 一 邻 域 (图 513)， 设 上 是 Da 中 连接 mw 和 0 的 线段 ; 即 工 = 
{mE C; 0<1< 示 .， 令 a=91(D) 并 证 明 , 和 (a) 的 弧 长 了 是 


:- /Vic My Ja 
< 二 | VU ord wilat 


= 二 | lpCOHGKT= 卫 < 二 
利用 习题 7 得 出 (DJ) 不 是 完备 曲面 的 结论 ， 


于 1% 
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本 节 的 目标 是 征明，Gauss 曲率 下 之 3>0 的 元 备 则 面 态 是 
紧 致 的 (Bonnet 定理 ). 
证 明 的 关键 点 是 阅 明 ， 若 玉 之 5>>0, 则 接任 间 丙 上 PIED 
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的 测 地 线 7, 当 其 长 度 IC?7) > M5 时 , 就 不 是 极 小 测 地 线 ; 也 就 
是 说 , 存在 连接 p, 9 的 参数 曲线 , 它 的 长 度 小 于 77). 

一 旦 这 点 得 到 证 明 , 可 以 推 知 , 所 有 极 小 测 地 线 的 长 度 Ie/ 
M5; 从 而 S 按 距 离 4 是 有 界 的 ， 因 为 S 是 完备 曲面 所 以 它 也 
是 紧 致 的 (8 5-8, 推论 32). 附带 指出 ,我 们 还 得 到 S 直径 的 一 种 
估计 , 也 就 是 pCS) <wm/MV5. 

要 证 明 上 述 这 点 ， 我 们 需要 把 参数 盟 线 的 弧 长 与 “邻近 曲线 ” 
的 弧 长 作 比较 .为 此 , 我 们 将 引入 一 系列 想法 , 这 些 想法 在 微分 几 
何 的 其 他 问题 中 也 是 有 用 的 . 事实 上 , 这 些 想 法 就 是 把 变 分 学 中 
的 一 些 较 一 般 的 概念 ; 修正 得 以 适应 微分 几何 的 需要 . 这 里 并 不 
要 求 事先 有 变 分 学 的 知识 . 

在 本 节 中 访 将 表示 正则 《并 不 一 定 完 备 ) 曲面. 

首先 , 我 们 来 把 一 条 已 知 曲线 的 邻近 曲线 这 个 想法 精确 化 . 

定义 1 设 a[0, 如 一 5S 是 正则 参数 曲线 这 里 的 参数 
sE [0, 妨 是 弧 长 . wx 的 变 分 是 可 微 映 照 h. [0, x (一 s5，s) CR 
一 SS, 使 得 

hls, 0) 一 a(3)，sE [0, 0. 
对 每 个 经 (一 s， 8), 由 及 (8) 一 h(s, 驴 给 出 的 曲线 加，[0, 如一 有， 
称 作 天 的 一 条 变 分 曲线 。 如 果 
h(0, =0(0), hll, tb) =alD), 1€ (—s, 8), 
变 分 就 称 为 是 正常 的 , : 

在 直观 上 , oa 的 变 分 是 可 微 地 依赖 于 参数 i (一 e, 8) 的 一 族 
曲线 及 ,并且 加 与 a 相 一 致 (图 5-13)， 正常 的 条 件 意味 着 所 有 
曲线 有 有 相同 的 起 点 a(0) 和 相同 的 终点 a(D， 

为 方便 起 见 , 采用 下 列 的 记 法 ，R? 中 由 

8—>(8, to), 

一 > (so t) 
给 出 的 两 条 参数 曲线 经 过 点 po= (so, to) E R2 并 以 (1 0) 和 (0,1) 
作为 (s0, to) 处 的 切 向 量 ， 设 hh [0, 如 XxX( 一 8, 8)CR? 一 5 为 可 
微 映照 , 并 设 PoE [0, 引 X (一 s,s)， 这 时 ，Ghy,(1, 0) 是 曲线 8 一 


$5-4 弧 长 的 第 一 变 分 和 第 二 变 分 ; Bonnet 定理 L335) 


图 19 


hls, 如 ) 在 有 (po) 的 切 向 量 , Ghs,(0,1) 则 是 则 线 ->hCso, 四 在 hpo) 
的 切 向 量 ， 我 们 将 记 


dhs,(1, 0) = (pu)， 


do(0, D) ~ (po). 


回忆 一 下 (参见 8 4 4 定义 2), 沿 曲线 a 工 一 8 的 向 量 场 刀 是 一 
种 对 应 关系 , 对 每 个 经 工 给 出 向 量 w 信 ， 它 在 na) 处 与 曲面 8 
相 切 ， 于 是 , 84/8s 与 81/85 是 沿 a 的 可 微 切 向 量 场 . 

由 此 可 知 , o 的 变 分 b 按 下 式 决定 了 沿 «的 可 微 向 量 场 六 (8) 

VO -Ws, 0), s€ [0, 1. 

六 称 作 万 的 变 分 向 量 场 ; 我 们 指出 , 若是 正常 的 变 分 , 则 
V(0) -VD) =0. 
这 个 术语 的 合理 性 由 下 列 命题 给 出 . 

命题 1 设 太 (是 沿 正则 参数 曲线 wm [0, 如 -> 8 的 可 微 向 量 
场 , 则 存在 a 的 变 分 及 [0, 刀 x (一 。, 8) 一 8, 使 得 六 (9) 是 的 变 
分 向 量 场 。 而 且 , 车 六 (0) = 琅 ( 人 ) = 0， 则 大 能 选择 得 成 为 正常 变 
分 . 
证 明 ” 我们 先 证 明 存在 8>0, 使 得 当 vE Toa)(5) 满 足 |v|<3 
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时 ， eXPaa)d 对 一 切 SEE [0， | 均 有 定义 ， 事实 上 ， 对 每 点 pEeau(f0， 
四 )CS， 考 察 由 8$ 4-7 命题 1 给 出 的 邻 域 玉 , (其 中 一 切 点 的 法 邻 
域 ) 和 数 3*>0， 并 集 品 太 。 便 覆盖 了 c([0, 如 ), 并 且 ， 根据 紧 致 


性 ,其 中 有 有 限 个 , 比如 说 ， 丙 1，…， 丈 。， 仍 用 权 盖 了 a([0, 妃 )， 
取 3 一 min(581,，…，8J， 这 里 的 3. 是 对 应 于 邻 域 下 ,的 数 ，4 一 二 
,mm。 容易 看 出 , 这 个 3 满足 上 述 的 条 件 . 
现在 , 设 Mmax|V (3)|， 8 过 8/ 必 ,并 定义 


hls, $) =—exp oo (s), s€ [0, 1], 1€ (~—e, 8). 
显然 是 确 有 定义 的 . 而且, 因为 
expas) tV (8) = y(1, els), tV Cs)), 
其 中 7 是 $ 47 定理 工 中 的 (可 微 ) 贞 照 ( 即 , 对 1 二 0 与 (8) 才 0, 
yf als), 二 (3)) 是 满足 初始 条 件 7(0) =a(s), 7'(0) = 三 (Ga) 的 
测 地 线 7), 所 以 及 是 可 微分 的 。h(s, 0) 一 als) 可 直接 验证 ， 最 
后 , 的 变 分 向 量 场 由 下 式 给 出 


名 (8 0) 一 jio(0， 1) -expawiy (8)) io 
= 7 os), ty (8)) eo 
-Y(t, os), VC) fo=V (8), 


并 且 ， 由 五 的 定义 容易 姑 道 ， 若 六 (0) = 了 (D0， 则 轧 是 正常 变 
分 证 些 . 
我 们 想 把 oa(== 有 如 ) 的 弧 长 与 的 弧 长 作 比 较 、 于 是 , 我 们 来 
定义 一 个 函数 五 (一 e, 9) 二 RR， 
LD -| | 下 人 
在 t=0 的 一 个 邻 域 中 研究 上 ， 就 会 告诉 我 们 与 a 邻近 的 曲线 的 
“ 弧 长 的 行为 >， 


我 们 需要 一 些 预备 引 理 ， 
引 理 1 由 (了 式 定义 的 函数 工 , 在 1=0 的 一 个 邻 域 中 是 可 微 


as, GE 《一 8， 8) . (1) 
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分 的 ; 在 这 种 邻 域 中 , 工 的 导数 可 用 积分 号 下 求 微分 的 方法 得 出 . 
证 明 因为 a [0, 一 S 是 以 弧 长 为 参数 的 , 所 以 


Ok | | oh | 
31™ | 55 Gs, 0)|=1I 


根据 [0, 如 的 紧 致 性 推出 , 存在 5 汪 0, 5 二 s, 使 得 
名 (5 |z0, s€ [0, 1], |t| <8, 
因为 非 零 可 微 函 数 的 绝对 值 仍旧 可 微 , 所 以 (I 了 ) 式 中 的 被 积 函 数 对 


|t|<8 是 可 微分 的 。 根据 微 积 分 学 中 的 一 条 经 典 定理 ( 见 R. C* 
Buck, Advanoed Qaloulus, 1965, p. 120)， 我们 有 工 在 <5 


可 微 的 结论 , 而 且 


(= ,总 | 


Oh 
| ‘gs, 


证 毕 . 

下 面 的 引 理 2, 8 和 4 有 其 自身 的 重要 人 性. 

引 理 2& 设 w 份 是 消 参 数 曲 线 a [a， 站 -> 8 的 可 微 向 量 场 ， 
并 设 f: [c, 中 一 民 是 本 微 函 数 ， 那 么 


EOLIOD OR mn OR 


证 明 只 要 用 到 协 变 导 数 是 通常 导数 的 切 向 分 量 的 事实 ， 就 
有 (这 里 的 ( )z 表示 ( ) 的 切 向 分 量 ) 


呈 00-( 癌 o1f 党 -各 o1f 滞 


证 毕 . 
引 理 3 设 "( 力 ,% 信 都 是 沿 参 数 曲 线 m [6, 四] 一 5 的 可 微 
向 量 场 ， 这 时 有 


oD, wD, wd) TD, 3 
证 明 和 后 上 而 惠 明 中 的 说 有 ,我 们 得到 


血 公 w>— 车 w+A。 », 澡 - 
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人 


~ 


证 毕 ， 
在 开始 下 一 条 引 理 之 前 ， 为 方便 起 见 ， 引 入 下 面 的 术语 ， 设 
h; [0, 如 x (一 s, 8) 一 售 是 可 微 上 映照。 沿 瑚 的 可 微 向 量 场 是 可 微 
驶 照 
人 [0, Hx (~—e, 8)— SCRS, 
虚 得 对 每 个 (8, 妨 E [0, 杂 xXx( 一 8, 8), 有 VG, 引 ETmxs6(S)， 它 
锥 广 了 消 参 数 曲 线 可 微 向 量 场 的 定义 (8 4-4, 定义 2)， 
例如 ,前面 引 入 的 向 量 场 (8h/68) (s, 和 (684/681) (s, 都 是 
沿 天 的 向 量 场 . 
如 果 我 们 把 王 (s, 力 限 制 到 曲线 s 一 常数 ，t 一 常数 上 ， 就 得 到 
沿 曲 线 的 向 量 场 。 这 时 , 记号 CDV /68) (9 力 的 含意 是 六 (s, 妨 在 
曲线 s= 常 数 上 的 限制 于 点 Cs, 从 处 的 协 变 导 数 . 
引 理 和 & 设 及 [0, 如 xX( 一 s, 8)CR? ->5 是 可 微 映照 . 
则 了 好 名 (3, 允 - 闸 名 (5, 
证 明 设 :5 一 8 是 8 在 点 ja, 驴 附近 的 参数 表示 ,参数 
是 wv, 并 设 bh 在 这 个 坐标 系 中 的 表达 式 为 
V 一 了 (8 t), v= hals, t). 
在 这 些 条 件 下 , 当 Gs, 候 ER1( 了 DO)) 一 WW 时 , 曲线 (8, 加 ) 可 以 
表示 成 
w= hi(s, to), Dp= hals, to). 
由 于 (8h/68) (so, to) 在 s 一 so 处 切 于 曲线 如 (s， 如 ) ,我 们 就 有 


Gu 加) = $2 《so， 加 ) 下 十 2 (80, to) To。 


按 (so to) EW 的 任意 性 , 我 们 有 结论 
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这 里 , 为 了 简化 记 法 ， 局 赂 去 注 遇 是 点 (s, 好 的 记号 . 
类 似 地 , 有 


现在 ， 利 用 由 Ohristoffel 符号 1% 给 出 的 协 变 导数 的 表示 式 
( 见 8 4 4 等 式 ( 汕 ) 计算 协 变 导 数 CD/88) (8h/8t) D/Ot) (Qh/ 
6s), 便 可 得 到 所 述 的 等 式 ， 例 如 , 在 两 个 导数 中 了 ,的 系数 , 给 为 


Ohi ! Ohi Oks 1 Oh Ohs 
Bt Ot 5 十 了 Di 0s 


| Bhs Oh Dj hs 
+ GB tig Be 


五, 的 系数 的 等 式 也 癌 用 同样 的 方法 证 得 , 引 理 证 毕 . 

现在 我 们 已 能 计算 工 在 i=0 的 一 阶 导数 , 从 而 得 到 

命题 2 设 及 [了 0, 习 x( 一 s, 5) 习 S 是 曲线 a [0 如 一 总 的 
正常 变 分 ， 并 设 六 (s) 一 (9h/82) (s, 0), s& [0, 习 是 的 变 分 向 量 
场 , 则 


DO = 一 | <40), V OY, (2) 


其 中 ， A(s) —(D/0s) (2h/8s) (s, 0). 
证 明 车 i 属于 引 理 1 给 出 的 区 间 ( 一 6, 5), 则 


7 训 ( 各) 所 


利用 引 理 3 和 引 理 4, 得 到 
D a 人 On oh 
Lr (1) = 7 EA 了 人 以 5 23 TJs= -| (信介 Ca 2 区 ds 


| 机 | 


因为 | (8&/6s) (s 0) | 一 二 我 们 有 


I/D Oh Oh 
(0) 人 灵台， Be/ 


这 里 的 被 积 函数 是 在 (s, 0) 计 值 的 , 这 一 点 为 简化 记号 已 被 略 去 ， 
根据 引 理 3， 
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二 (如 ， oh 名 
Os 


一 《 节 D 学 oh) 《2 oh \ 


\ O8 " 元 Di / 
所 以 ， 


/ 0 /Oh 2 8 -| (好 总 oh oh 
(0) = |， 柬 ( ot Os :人 


-| (DP ba ,Yas, 


这 蚌 由 于 按 变 分 是 正常 的 事实 《ap/2b (0, 0 一 (jjabG 0) 一 


.， 0. 回忆 一 下 4G) 与 六 全 的 定义 ,我们 就 可 把 最 后 的 一 个 表达 式 


写成 如 下 形式 
DO -一 | A400), V OY. 
证 毕 . 

“ 注 1 向 量 4( 称 作曲 线 w 的 加 速度 向 量 ， 并 且 它 的 模 长 不 
是 别 的 , 正好 是 的 调 地 曲率 的 绝对 值 ， 我 们 看 到 ， 忆 (0) 仅仅 依 
束 子 变 分 向 量 场 了 (9) ,而 与 变 分 万 水 身 无 关 . 表达 式 (2) 通常 称 为 
曲线 x 的 弧 长 的 第 一 变 分 公 葡 ， 

注 为 正常 变 分 的 条 件 , 仅 在 证 明 的 未 了 用 来 消除 以 下 两 


名 分 )0. 9- 名. 台 )@ 0 


因此 ,车 hb 不 是 正常 变 分 , 我 们 会 得 到 与 等 式 (2) 类 似 的 公式 , 它 还 
含有 这 些 附加 的 边界 项 . 

命题 2 的 一 个 有 趣 的 结论 是 ， 可 以 把 测 地 线 作为 “ 变 分 问题 ” 
的 解 来 描述 , 讲 得 更 精确 一 些 , 即 

命题 8 设 a [0 人 一 总 是 正则 参数 曲线 , 其 中 的 参数 sE [0， 
如 是 的 强 长 ， 则 0 为 测 地 线 的 充 要 条 件 是 ， 对 的 任何 正常 的 
变 分 六 [0, 条 x (一 2, 8)->S, 有 (0) 一 0， 

证 明 必要 性 是 平凡 的 , 因为 测 地 线 的 加 速度 向 量 4 (8) = 
(D/88) (8/88) 恒 等 于 零 , 所以, 对 所 有 正常 的 变 分 , 5 (0) =0， 


项 
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现在 假设 (0) =0 对 a 的 每 个 正常 变 分 成 立 , 并 考虑 向 量 场 
六 YG) ==f(s)4(s), 这 里 的 f:， [0, 如一 民 是 满足 /9 一 0，7O0) 一 
f(D 0 的 实 可 微 函 数 ，4 (3) 是 a 的 加 速度 向 量 。 构造 一 个 对 应 
于 六 (8) 的 变 分 ,我 们 就 有 


LOO-—| 40, A(sYas 


=—[ 7 14( lds=0 


由 于 je) 14 0) | 之 0, 因此 得 到 
fG()|4() 1’=0 

我 们 来 证 明 上 式 可 推出 4(8) 0，s& [0, 如， 事实 上 , 车 
14(s} 关 0，soE (0, 力 ， 就 存在 区 间 I 一 (80 一 8, s 十 8)， 使 得 
]4(9)|z0 对 sE 了 I 了 成立， 选择 了 (so) >0 的 了 就 有 矛盾 的 结论 
f(s0) |4(Cso) | 一 0， 因 此 , |4(s) |=0 对 s€E (0, DD 成 立 ， 再 由 连续 
性 , 就 有 所 要 的 4(0) 一 4 人 人 一 0， 

因为 a 的 加 速度 向 量 现在 恒 等 干 零 , 所 以 o 为 测 地 线 ， 证 毕 . 

今后 , 我 们 将 具 考 处以 红 长 为 参数 的 测 地 线 7，[0, 杂 一 中 的 
正常 变 分 ; 也 就 是 我 们 总 假定 (0) 一 0， 为 了 简化 计算 ， 我 们 将 
限于 讨论 自 交 变 分 ; 即 我 们 将 假定 变 分 向 量 场 了 (es) 满足 条 件 
<V (s), 7’' (3)>=0, se [0, 如 . 为 了 研究 函数 工 在 0 点 一 个 邻 域 中 
的 性 质 , 我 们 来 计算 (0). 

为 此 , 我 们 需要 一 些 曾 明 Gauss 曲率 与 协 变 导 数 关系 的 引 理 . 

引 理 5 设 卫 ,0U->5 是 正则 则 面 5S 在 点 PE 5 附近 的 一 个 参 
数 表 示 , 参数 是 由 % 并 设 尼 是 有 8 的 Ganss 曲率 . 则 有 


DD DD 
剖 剖 2 XYNY,. 
证 明 注意 到 协 变 导 数 是 通常 的 导数 在 切 平面 中 的 分 量 ， 我 


们 就 有 ( 见 § 4-8) 


膏 于 ,= 7 及 十 工 入 芷 。 


对 圭 式 应 用 协 变 导数 的 公式 (§ 474, 等 式 (1)), 我 们 得 到 
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(ET) {TD THT ThETH} Ts 
+ {To+ TT TT } Xo 
通过 类 似 的 计算 , 我 们 可 验证 


DLA) TD TETE+ TE T, 
+ {TI)ot+ TIT iat T3273s} X,. 
所 以 ， 


训 埠 .~ 也 子 工 ={(TH)o~ (Ti) TI 一 Ta73 三 。 


+ {TF3)o— TI) ut TIT + Tia Ti 
— T1171is— T7327?2} TT ,. 
现在 , 利用 由 Ohristoffel 符号 写 出 的 曲率 表达 式 ( 4-8, 等 式 (5) 
和 (5a)), 就 有 结论 
DDyx, DD 
Do Du E77 
=K{<X,, 全。》 革 一 《Ru, 芒 下 一 ( 玉 ,人 证 o) 人 了 


Xu.= —FKX,+EKX, 


证 毕 . 
| 引 理 6 设 及 [0, 如 Xx (一 s, s) 一 S 是 可 微 映照 , 六 (s, 办 ， 
(s, DE [0, Hx (—s, 和 的 全 站 那么 ， 


DD 人 羡 
遍 遍 F 一 过 和 贡 F-G (名 人 人) 人 了 


式 中 的 玉 (8 是 切 的 曲率 . 
证 明 设 卫 (w 四 是 8 在 hs 汶 邻 近 的 坐标 系 , 并 设 
Vl(s, DD =al(s, Tud+b(s, LT, 
是 让 (s, 加 一 六 在 这 个 坐标 系 中 的 表达 式 、 根 据 引 更 2, 有 
ED 


到 到 和 op 


因此 ， 
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DD DD DD 
六 


ac D 85 DD ac DD 
1 
2» D aac 82 
+ 仿 丙 工 - 
通过 类 似 的 计算 , 便 得 (P/as8) (D/82DV 的 表示 式 ， 它 可 用 次 
换 上 式 中 的 8s 与 的 方法 得 出 . 由 此 得 到 


DD DD DD . 
训 避 -总 享 ”- so( 冶 苏 -去 志 2 
DD 
+6( 吉 六 Be X, 一 条 功 X). (8) 


为 了 计算 CD/98) (D/6s) 了 我们 需要 在 参数 表示 革 (Ww, 2) 
中 的 表达 式 
w= hi(s, $), v= hss, ), 
并 记 Kuly, V) — Tehils, HD, hals, PD)) =—To, 
因为 协 变 导数 (D/8s) 子 。 是 通常 的 导数 (a/4s) 对 ,在 切 平面 上 的 
投影 , 我 们 有 


Dy-_f{d _ Ohs 2 
器 x- 和 i Os8 tAw Os jz 


= {Xd 十 人 2 全 wj 
_ D ah。 D 
-gs 部 和 5 Do XX 
这 里 ,了 表示 向 量 到 切 平面 上 的 投影 . 
用 同一 记号 , 可 得 


D Ds {0 (9 Dy,t Ws DX) 
如 如 “各 (入 Ft 南 小 
_ Ohm D 2%hs DD 
-ta 芍 苹 
au /oh DD yr DDy 
+ (人 WRG ow Gu ") 
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oh Di DD DAI。 万 DD 
(让 

类 似 地 ,我们 得 到 (D/as) (D/8 人 zw, 它 可 用 交换 上 式 中 * 与 二 的 广 

法 得 出 ， 由 此 推出 

DD DD 一 Ohs Ohs 


DD DD CE ) 
Ol OO" Os O07" Os Bi \Ou Or * Ov Ou 
al oh (DD x, DD x, 

Os Oi \0% bu Ou Ov " 


-4( 癌 世 下 -新 新 人) 


. _ /Bh Bjp Bhs Oh 
其 中 ， 4—( Be 6 0s 2). 
在 最 后 一 he 代 于 。, 我们 得 到 
DD _ _DD 
Bi 68" 六 过 工 ,一 4 萝 襄 BX Ou 靳 X). 


把 上 面 的 表达 式 代入 (8), 并 利用 引 理 5, 我 们 得 到 
DD 也 D 
未 寺 ”- 寺 寺 724KR(XuNT,) 人 于。5AK (Xu 人 导 ,) 

人 ,=EK(AXuN Fo) N\ (GFutbT). 

另 一 方面 , 如 在 引 理 生 的 证 明 中 所 看 到 的 ， 


Oh _ Oh ha Oh _ Ohs ho 


Ba ta XS" gm 
Bh Oh 
因此 ， 琶 信 2 一 4uA 王 。 
、 DD DD 
所 以 ， 芳 世 "一 如 六 7 天 (2 人 多)AT. 
证 举 ， 
现在 , 我 们 已 能 计算 L” C0). 


命题 和 设 7; [0, 习 一 仿 奸 以 弧 长 sE [0, 娘 为 参数 的 测 地 
线 , 及 [0, 中 x( 一 s，8) 一 人 是 7 的 正常 正 交 变 分 ， 设 太 Ge) = 
81162) (s, 0 是 天 的 变 分 向 量 场 ， 那 人 


oJ (ro) -EOIFGP)a 的 
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这 里 的 玉 (s) 一 玉 (s, 0) 是 8 在 7G) 一 h(s, 0) 的 Gauss 曲 认 . 
证 明 ”如 我 们 在 命题 2 的 证 明 中 己 看 到 的 ， 
(去 D 六 有》 


FO -J Ca 二 RI 


对 由 引 理工 给 出 的 区 间 《 一 2 中 的 :入 威 立 对 上 式微 分 , 可 
得 机 


3 Bh 六 21 2) 
ad. 


7 全 = -> :( 襄 dt 和 了 页 ‘Bs’ Os 


PC yy ， 


~ 


Os 
现在 注意 , 对 于 1 一 0，| (6%/6s) (s, 0) ==1， 而 和 且 ， 


加 Oh 


D oh Oh oh DD oh 


Os Os’ Ot BB’ HH/ 


因为 7 是 测 地 线 ，(D/63) (32/868) m0 对 t=0 成 立 ， 又 因为 变 分 是 
正 交 的 , 对 t=0 有 

(名 ,分 CL 
由 此 可 得 


7 D oh ah 
(0) =— 总 at 备 ( 匣 Bt’ Os cs, (5) 
式 中 的 被 积 画 数 在 ,0) 计 值 ， 


在 有 们 (区 中 的 术 上 更 方 交涉 式 首 
先 看 到 


3D MR Oh 
dt \Os 2 08 


总 Ka D 8% 
2 Os 0 


Bl’ 镶 . 
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_/D DD 9h 2 -( 寻 万 Bh Oh 
Bt Os 1’ 0s/ D Ot: i’' Os 
DD Bh hh\N ID Oh 
G8 21 Qi’ Os 朝 
另 一 方面 ， 由 于 7 是 测 地 线 ，(D/@8s) (8 有 /88) (s, 0) 一 0, 所 以 1=0 
时 有 


Dh 学)- -( 寺 也 D 到 Oh 


OH’ 人 人 直 谢 ， 
订 岂 ， ma 6 人 我 们 得 到 Wd i=0) 
D eh 的- ( 轩 卫 久久 
节 人 第 入: 信 部 分 :如 
Bh Oh 
-KO 名)^ 务 BB 
和 2 
一 一 下 | 严 (s) | 


把 上 面 的 值 代 入 等 式 (5) , 得 到 
ZoO-| (一 下 GIFG) + | 双 VG) |)m 


+ 于 部 ,名 ) 0 


Dh oh 
一 (元 婉 , 吾 )@, 0. 


最 后 ， 因 为 变 分 是 正常 的 (Op/ab (0 区 = (9h/8D) 人 划 =0, 


(0) -J (对 V (8) | -KIV (9) | )a. 


证 毕 ， 

注 3 (台式 称 为 ? 缴 长 的 第 二 变 分 公式 ， 我 们 看 到 , 它 仅 依 
赖 于 有 名 的 变 分 向 量 场 ， 而 与 变 分 有 本 身 无 关 ， 有 有 时候， 为 方便 超 
见 , 就 用 Ly(0) 的 记 法 来 指明 这 种 依赖 关系 . 

注 把 第 二 变 分 公式 (4) 作 如 下 改写 , 常常 是 较 有 用 的 : 


$5-4 弧 长 的 第 一 变 分 和 第 二 变 分 ; Bonnet 定 玲 [847] 


L"(0) -=— | 5 +EV, V )as. (48) 
注意 到 六 (0) = 人 GD 0, 以 及 


徊 (7 ’ = (各 -高 )+( 5) 


等 式 (4a) 可 由 等 式 \4) 推 得 ， 这 时 ， 


| | KV, V> )es 


TH 和 | =- 人 Cw +EKV,V) as 


耻 攻 的 第 一 台 分 从 直 是 用 来 证 明 本 节 开 头 提 到 的 Bonnet 
定理 关键 性 一 步 的 工具 ， 即 我 们 现在 已 可 证 明 
定理 CBonnet) 设 完备 曲面 8 的 Gauss 曲率 K 满足 条 件 
K>8>0, 
则 人 S 为 紧 致 曲面 , 且 S 的 直径 p 满足 不 等 式 
:< 再 
证 明 因为 8 是 党 备 曲面 ， 给 定 两 点 2，9E AS， 根 据 Hopf- 
Rinow 定理 ， 存 在 & 中 连接 p, 9 的 极 小 测 地 线 7。 我 们 将 证 明 ， 
这 条 测 地 线 的 长 度 1=a(p, 2) 满足 不 等 式 
I< 二 7. 
用 反 证 法 ， 先 假定 1>>m/ ES， 并 考 嵌 如 下 定义 的 测 地 线 7: 
[o, 如 -> 5 的 变 分 ， 设 wo 是 了 eol) 中 满足 seoo Y (0)>=0 的 单 
位 向 量 ， 并 设 妈 (s)，sE [0, 中 是 we 沿 7 的 平行 移动 。 显然 会 有 
ws) = 且 <wo(aj，7 90>=0 sE [0, 丰 .考虑 由 下 式 定义 的 
向 量 场 六 (s) 


V (8) =w(s)sin 了 s,sE [0, 刀 . 
由 于 了 (0) = 万 (=0, 并 且 《V (8), 7 (8)>=0， 向 量 场 六 (8@) 便 决 
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定 了 的 一 个 正常 的 正 交 变 分 ， 根 据 命题 4 
HB(0)=J (rT -下 GIFGP)as 
因为 人 是 平和 向量 声 
好 VO) = (Fcos Ts)w (9), 
于 是 , 四?>m/ 人 所 以 之 6>>mw3W, 我 们 就 有 
0 人 


下 :Ksin: as 


所 以 , 就 存在 使 天 (0) <0 的 y 的 一 个 变 分 ， 然而, 因为 7 是 
极 小 测 地 线 ， 它 的 长 度 应 小 于 或 等 于 任何 连接 2 9 曲线 的 长 度 . 
于 是 , 对 ?y 的 所 有 变 分 , 我 们 应 有 也 (0) =0, 且 (0)>0。， 因 此 
我 们 就 得 出 一 个 矛盾 , 这 便 证 明了 所 述 的 结论 ， 

i=d(p, 9) sr 人 EG. 

因为 a(p,，g) <w/V65 对 5S 的 任何 两 点 均 成 立 , 所 以 5S 是 有 
界 的 , 且 它 的 直径 pz/ MV 5， 进而 ,由 于 妨 完 备 且 有 界 , 所 以 8 
是 紧 致 曲面 。 证 毕 . 

注 5 ”如果 我 们 看 一 下 以 注 4 中 (4a) 的 形式 给 出 的 第 二 变 
分 ， 就 能 更 好 地 理解 为 什么 要 在 上 面 的 证 明 中 选取 矿 (9) 一 w(8) 
sin(w/D)s 作为 变 分 向 量 场 .因为 玉 >mz2/1a 所 以 


(0) =— -| 又 已 人 + 本 Pa- (FE- 备 )IY la 


<-[ 人 2 
现在 就 容易 猜 到 , 前 面 的 上 (9) 便 使 最 后 一 个 被 积 函 数 为 零 ; 因此 ， 
1 (0) <0. 
注 6 假定 >>6>>0 不 能 减弱 为 尺 >>90， 事实 上 , 抛物 面 
fo y, 2) E RS 2 一 好 十 9 
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的 Gauss 曲率 及 之 0, 而 且 它 是 完备 的 , 但 并 不 紧 致 ， 注意 当 点 
(w, y) ER? 与 原点 (0, 0) 的 距离 变 得 任意 大 时 ， 抛 物 面 的 曲率 趋 
于 零 (参见 下 面 的 注 8). 

注 7 Bonnet 定理 中 给 出 的 直径 估计 p<r/v/ 5 ,是 最 好 的 
可 能 估计 , 这 可 用 单位 球面 为 例 来 说 明 ; 太 夺 1, 而 p 一 x， 

注 8 上 述 定理 的 最 初 证 明 ， 是 由 .0O. Bonnet 得 到 的 ，“Sur 
quelqueg propriétés deg lignes géodésiques,” OU. R. Ac. So. 
Paris XL(1850), 1881, 以 及 “Note sur les ligres géodegiqties,” 
ibid. XILTI(L85 蕊 ，82， 对 该 定理 利用 完备 曲面 来 扫 纳 ; 可 在 上 节 
所 引 的 Hopf-Binow 的 一 篇 文章 中 找到 .， 其实， 天 有 正 下 界 的 
条 件 并 不 是 必要 的 ,只 要 它 趋 于 零 时 不 要 太 快 就 足够 了 ， 见 
RB. Calabi,“On Ricoi Qurvature and Geodesgiog,” Duke Math. J. 
34(1967)，667 必 676; 或 者 BR. Sehneider, “Konvexe Flichen 
mit langsam abnehmender Kriimmung,” Arohiv der Math. 


23(1972),，650 必 654( 也 可 参见 下 面 的 习题 2). 


习 题 


1.， Bonnet 定理 的 道 是 否 成 立 ; 即 , 若 8 紧 致 ,日 直 径 p<<m/w 5， 是 否 有 下 
>09 
*2. (Kazdan-Warner 的 注 、 参 见 $ 5-10, 习题 10) 设 S=is=f(x, 2 
人 zw; y) ER 民 中 是 完备 非 紧 致 的 正则 曲面 。 证 明 
Hm int Kle, HIE 
8. a. 不 假定 变 分 为 正常 ， 导 出 弧 长 的 第 
一 变 分 公式 . 
b. 设 S 是 完备 曲面 设 Y(s),sER 是 
妨 上 的 测 地 线 ， 并 设 2(s) 是 x(s) 到 
不 在 7 轨迹 上 的 点 268 的 距离 
ak7(s))2). 证明 ; 存在 点 seE 中, 使 得 
dlso) 志 (8) 对 一 切 sERR 成立, 并且 
存在 连接 2 和 ?Y(so) 的 测 地 线 二 它 
和 Yy 正 交 (图 5-14)， 
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2， 进 一 步 假定 3 同 胚 于 平面 , 且 dauss 曲率 <0. 
证 明 ，so( 因 此 , 让) 是 唯一 的 . 

4.《 变 分 法 .) 测 地 线 是 解 变 分 问题 的 特殊 情形 . 在 这 道 习题 中 ,我们 将 扼 
要 地 讨论 一 个 虽然 简单 , 却 非常 有 代表 意义 的 变 分 问题 .在 下 一 道 习 题 
中 ,将 对 这 里 提出 的 思想 作出 一 些 应 用 . 

设 Y=y(%), w€ [zi zz] 是 xy 平面 中 的 可 微 曲 线 ， 并 设 9 的 一 个 变 
分 由 可 微 映 照 % 一 %(z， 切 )EE( 一 6 68) 给 出 ， 这 里 ,yz 0) 一 y(%) 对 一 
切 YE kx， 2] 成 立 ， 而且 Vz 信 于 Y(21)，Y(%3， 们 二 维 29) 对 一 切 
iE 《一 8,，8) 成 立 ( 即 变 分 的 端点 是 固定 的 )，、 考 虑 积分 

I(D ~ | 网 F(w, go t); yo; 的 do tE C—8, 8), 

其 中 , F(z, y, Y) 是 三 个 变量 的 可 微 函 数 , 且 y =By/9z， 和 寻找 IQ) 的 临 
界 点 的 问题 , 就 称 作 关于 被 各 函数 到 的 变 分 问题. 
a. 候 定 曲线 y=y(z) 是 1G) 的 临界 点 ( 即 , t=0 时 dI/Qt=0)， 利用 分 

部 积分 法 得 到 (i =al/6t) 


. tpD= 上 全 Ca 人 +r )ar 


” Os 2 5 
Ov wa “a Oy 他 
[党 下 小 十 |。 如 党 人 nk ja 
然后 ,利用 边界 条 件 , 有 
0=100)= fo( BE Pe)d, Ce) 
这 里 的 m= COy/9 站 (sz, 0)，。( 函 数 7 对 应 于 Ylw, 从 的 变 分 向 如 


场 ). 
b， 证 明 ， 若 1(0) =0 对 端点 固定 的 一 切 变 分 《 即 对 C*) 中 满足 (zi = 
(wa) 一 0 的 一 切 7) 都 成 立 , 则 


FP, F,,—0, (ee) 


CT 
等 式 (sn) 称 作 关 于 被 积 函 数 下 的 变 分 问题 的 Euler-Lagrange 方 
程 . 
6. 证明: 车 五 不 显 含 变 量 % 即 了 =FCYy, Y), 这 时 ,对 yy 一 了 微分 ， 
并 利用 Case)， 则 可 得 到 
YFy 一 卫 二 常数 . 
5.《 变 分 法 ; 一 些 应 用 ，) 
a. 《面积 为 最 小 的 旋转 面 ，) 设 9 是 绕 x 轴 旋 转 曲线 y= 了 (Cw), vz € [my 
wj 得 到 的 旋转 面 。 假 设 在 所 有 由 连接 (zi f《w1)) 和 (zs， f(z9)) 的 曲 
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线 生成 的 旋转 面 中 ，8 具有 最 小 面积 ， 于 是 , 对 一 切 使 端点 VCzt)， 
yy《%2) 固定 的 y 的 变 分 yC%, 人 门 , y= 二 (2) 使 积分 
I= yi a 
达 极 小 值 (参见 8 2-5， 习 题 芽 )， 根据 习题 4 的 5, F(y,y) 一 yx 
Mi+ (3 满足 BlorTagrange 方程 (x*)。 利 用 习题 生 的 6 得 到 


1 
2 -707 0 


因此 ， 
y= coshCes+on), ci 一 常数 。 


结论 是 ;如果 存 在 以 最 小 面积 连接 两 个 已 知 平行 贺 周 的 正则 

旋转 面 , 那么 这 个 曲面 是 以 这 两 已 知 圆周 为 纬 线 的 晤 链 面 . 
b. 《旋转 面 的 测 地 线 . ) 设 
XW 轨 一 (Fo)cos wu, osint g 0) 
是 旋转 面 8 的 参数 表示 设 %=xGo) 是 如 的 测 地 线 方程 ， 它 既 不 是 
平行 环 , 也 不 是 子午 线 ， 这 时 ,uw 一 0) 是 弧 长 积分 (P=0) 
[VE ya B+FGAdv, 一 至 

的 临界 点 ， 因 为 召 一 户 ，G 一 (7 (9 2 我 们 看 到 , 这 个 变 分 问题 
的 卫 uler-Dagrange 方程 是 


古 一 关 Fm0, Pe Vf)TTCF +), 


注意 ,下 不 依赖 于 4% 从而, (8/42)Fw =0, 是 
wf 
C= 常数 二 也, VD tr Cg 7 
由 此 得 到 下 列 的 测 地 线 4 二 Ww(V) 的 方程 (参见 $44, 例 5): 
UV 一 e 下 入- AE Qv 十 常数 。 


$5-5 Jacobi 场 和 上 共 思 点 


在 这 一 节 ， 我 们 将 探讨 用 以 证 明 Bonnet 定理 的 变 分 技巧 的 
某 些 细节 . 

我 们 感 兴趣 的 ， 是 获得 有 关 给 定 测 地 线 ? 邻近 测 地 线 的 行为 
的 信息 ， 自 然 的 做 法 是 去 考察 满足 进 -- 步 条 件 的 7 的 种 种 变 分 ， 
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即使 变 分 曲 级 本 身世 是 测 地 线 ， 这 种 谈 分 的 变 分 向 量 场 ， 就 给 出 
了 测 地 线 在 > 邻近 分 布 得 世 密 程度 的 概念 . 

为 了 使 叙述 变 得 简单 , 假定 曲面 是 完备 的 .然而 , 作 进一步 研 
究 的 话 , 这 一 假定 可 以 去 掉 ， 记 号 7; [0, 中 一 仿 总 表示 完备 曲面 
S 上 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 . 

定义 1 设 7， [0, 可 一 5 是 5S 上 的 参数 测 地 线 , 并 设 [0， 
有 XxX( 一 8,，8) 一 5 是 7 的 变 分 ， 使 得 对 每 个 iE( 一 s, 6)， 坦 线 
hi(s) 二 h(s, 介 ，sE [0, 要 也 是 参数 测 地 线 ( 但 并 不 一 定 以 弧 长 为 参 
数 )， 变 分 向 量 场 (8h/8) (s, 0) 一 J (3) 称 作 沿 池 的 Jacohi 场 . 

Jacobi 场 的 平凡 例子 , 可 由 测 地 绥 7 的 切 向 量 场 7 (8)， 
sE [0, 站 给 出 。 事 实 上 , 取 h(s, 为 天 78 十 芒 , 我 们 有 

7TG -下 人 0 = 到. 

我 们 特别 感 兴趣 的 , 是 研究 x。[0, 如 一 5 邻近 ,也 从 ?7(0) 出 
发 的 测 地 线 的 行为 ， 于 是 , 我 们 将 考虑 满足 条 件 有 (0, 芒 =7(0)， 
iE (一 8， 8) 的 这 种 变 分 h.，[0, 如 x (一 6, 6) 一 5S.。 因此 ， 对 应 的 
Jacobi 场 满足 条 件 J(0) =0( 见 图 15). 


\ 


图 5-15 


在 给 出 一 个 非 平凡 的 Jacobi 场 例子 以 前 , 我 们 来 证 明 ， 这 种 
场 可 用 解析 条 件 来 描述 . 

命题 1, 设 J(8) 是 漆 Y，[0, 人 一 品 sE [0, 人 的 Jacobi 场 ， 
则 v 满足 所 谓 的 Jacobi 方程 


$5-5 Jacvbi 场 和 共 辑 总 [353] 


TOEQOYONO NYY -0 OD 


这 里 的 玉 (8) 是 8S 在 ?7(9) 处 的 Gauss 曲率 . 
证 明 根据 了 (9) 的 定义 , 存在 7 的 变 分 
h, [0, x (~e, s)—>8 
使 得 (81/68) (s, 0) =J(s)， 且 如 (s) 对 一 切 4 (一 8，8) 都 是 测 地 
线 ， 由 此 可 知 (D/8s) (ap/as) (s, ) 一 0 所 以 ， 


过 元 尼 G@ ty =0, (s, ECO, 1] x{—s, a). 


另 一 方面 , 利用 85-4 的 引 理 6, 我 们 有 


Di ds Os ”证 Ot Os 
s, ) (名 名) 部 
由 于 CD/88 (BF vs) = (D/9s) (84/4), 对 t=0, 我 们 就 得 册 
冯 辽 TO+EGO 国 ATGD)A7 国 -0. 
证 毕 . 

为 了 能 从 命题 1 推出 一 些 结果 ， 先 把 Jacobi 方程 (了 写成 更 
熟悉 的 形式 ， 为 此 , 设 ex(0) 和 esa(0) 蚌 切 平面 Tyco,《3) 中 的 单位 正 
交 向 量 , 并 设 ej(s) 和 ea(s) 分 别 是 eC0) 和 ea(0) 沿 7(s) 的 平行 移 
动 . 

假定 JT (8) = a (8)¢1(8) 十 oa(s)ea(s)， 

这 里 的 a1(s), 02(8) 是 某 些 函数 ， 这 时 ， 利 用 上 节 的 引 理 2, 并 为 
简化 记号 路 去 * 我 们 得 到 
妇 T 一 tert oes, 
DD 
Os Os 
另 一 方面 , 如 时 我 们 记 
~ (YN) NY = 601+ Nabay 


.J= 好 6 十 C2C3. 
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就 有 和 iel 十 ae 一 (7 人 (caei 十 Gaea)) A 
=a(y Nery toy Aes) 人 7 
所 以 , 车 令 《(y 人 e) 人 Ye 一 ow, 页 j 一 1，2, 我 们 得 到 
A = A101 T+ Ca0ia1, Na = W1019 十 Wa0eag, 
由 此 可 知 ,方程 (1) 可 写作 
ot K(ouGit aad) 一 0， 
+ KR (oaagi 十 aaaca) —0, (1a) 


式 中 出 现 的 一 切 元 素 都 是 8 的 函数 . 注意 ，(1la) 是 线性 二 阶 微分 
方程 组 这 种 方程 组 的 解 (a1(s), aa(s)) =J (8), 对 所 有 的 sE [0， 
门 均 有 定义 , 并 构成 一 个 向 量 空间 ， 而 且 ，(1a) (或 (1)) 的 解 7 (8) 
完全 由 初始 条 件 J(0)，(DJ /88) (0) 决 定 ， 因 而 解 空间 的 维 数 是 
2x2=4. 

我 们 能 证 明 ， 沿 测 地 线 7y，[0, 口 一 5 满足 方程 (I) 的 每 一 个 
向 量 场 J(s), 事实 上 是 Jaoobi 场 . 由 于 我 们 仅 对 满足 条 件 7(0) 
一 0 的 Jacopi 场 感 兴趣 ， 所 以 我 们 将 仅 对 这 一 特殊 情形 来 证 明 该 
命题 . 

我 们 将 采用 下 面 的 记 法 ， 设 T,(S), PES 是 8 在 2 点 的 切 
平面 用 (7Z,(5))。 表示 看 作 R* 中 一 张 曲面 的 了,《5) 在 % 处 的 切 
空间 ， 因 为 expy: 7T5(S) 一 六， 
所 以 

Gexzpp)u (Ta(3) )e 一 
了 evo) (S ) . 
我 们 还 频繁 地 使 用 有 些 混淆 的 
如 下 记 法 : 著 % wE TCS), 由 
expp 人 9 2 还 表示 由 w 出 发 , 经 平移 疝 
量 % 后 所 得 的 (25C09))。 中 的 
， 向 量 ( 见 图 5-16)， 这 也 等 价 
于 用 平移 向 量 % 的 方法 ， 把 空 
5-160 . 间 T,(5) 与 (Lp(S))。 相 重合 ， 


{d expp)y(w) 


$5-5 Jacobi 场 和 共 辆 点 [955 
引 理 1 设 pES, 取 % wETs(S), 使 |v1 一 1， 设 7: 50, 六 


一 S 是 S 上 由 下 式 给 出 的 测 地 线 
7 (8) =expp(sv), s€ [0, . 
那儿 了? 由 J (8) =s(ad expy) so(2W), SE [o， 如 ， 


给 出 的 沿 7 的 向 量 场 了 (s) 是 Jaoobi 场 ， 而 且 , 7(0) 一 0, (DJ/ 
ds) (0) 一 化 
证 明 设 i 一 2( 力 , iE (一 8, 8) 是 了 CS) 中 满足 2(0) ==%， 
(dw/aD) (0) =w 的 参数 曲线 。 (注意 ， 如 上 所 述 ， 我 们 已 在 混淆 含 
意 不 同 的 记号 了 。) 定义 ( 见 图 5-17) 
hls, PD) —expp(8%(t)), iE (~—s, 8), sE [0, 0 


exXpp 


5-17 
映照 显然 是 可 微 的 ， 并 且 ， 曲 线 s -> h(s) =h(s, 信 全 是 测 
地 线 s 一 expy(so 人)。 因此 , 的 变 分 向 量 场 是 沿 7 的 Jacobi 
场 . 
为 了 计算 变 分 向 量 场 (Bz/2t) (s, 0), 我 们 看 到 ,TsC5) 中 的 曲 
线 一 so， t= 二 由 二 > s09 (从 给 出 ， 并 且 这 条 曲线 在 1 一 0 点 的 切 问 
量 是 


dv 


80 本 (0) So0w, 
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由 此 可 知 ， By (Gs, 0) = (d expr) sw (ew) =s(d expy) wlo0). 


因此 , 向 量 场 J (83) =s(G expp)w(w) 是 Jacobi 场 . (0) 一 0 是 立即 
可 得 的 .为 了 验证 这 引 理 的 最 后 一 个 结论 ， 我 们 来 计算 上 式 的 协 
变 导 数 ( 参 见 § 5-4, 引 理 2) ,得 到 
如 sla expp) sw (0) ~— (dexpyp)so (Ww) 十 8 去 (d expp)so(20) ， 
因而 , 在 s=0 时 
-0 = (gexpon(o) =—w. 
证 毕 ， 
命题 2 设 J(s) 是 沿 7;; [0, 如 >, sE [0, 是 的 可 微 向 量 
场 , 它 满足 Jacobi 方程 ()， 且 7 (0) =0, 则 J(9) 是 沿 7 的 Jacobi 
场 . 
证 明 设 包 = (DJ/Jas) (0), 旦 v=Y(0)， 根 据 引 理 1， 存 在 
Jacobi 场 s(a expy) so (Ww) = (s), SE [0， 已， 它 满足 
DJ 
J(9 -0 (二 )0) =u. 


这 时 ,v 与 了 就 是 满足 方程 组 (1), 是 满足 同样 初始 条 件 的 两 个 向 
量 场 ， 根据 唯一 性 ,v (3) 一 J (s)，sE [10, 站; 因此 ,J 是 Jacobi 场 . 
证 毕 . 

现在 , 我 们 已 能 给 出 非 平凡 的 Jacobi 场 的 例子 . 

例 设 时 一 {Ge，9 芒 ER3 二 2 十 2 一 1} 是 单位 球面 ， 
马 (2, 9) 是 在 点 PE 5 附近 , 由 余 纬 度 9 和 经 度 gp 给 出 的 参数 表示 
( 见 $2-2, 例 1)，、 考 察 在 平行 环 9 一 x/2 上 , go 一 w/2 和 gp1=32/2 
之 间 的 一 段 弧 ， 这 段 弧 是 测 地 线 y, 我 们 假定 以 8 一 go 一 :为 参数 
把 它 表示 出 来 . 设 w(s) 是 满足 lw(0)|=1 和 <6w(0), 7 (0)>=0 
的 向 量 w(0) EP,《5S), 沿 的 平行 移动 ， 我 们 来 证 明 ;， 向 量 场 
( 见 图 5-18) 

J (6) ~ (gin 8) (8), s& [0, wr], 

是 沿 7 的 Jacobi 声 . 


§ 5-5 Jacobi 场 和 共 轩 点 [357] 


事实 上 , 因为 7(0) = 0, 所 以 只 要 验证 了 满足 方程 (1)、 利 用 
1 和 和 和» 是 平行 向 量 场 的 率 
实 , 我 们 相继 得 到 


2 = (C08 8) w (s), 


< = (—sin 3) wt(s), 


tO NAIAY 


人 sin s)w(s) 

图 5-18 球面 上 的 Jaeobi 场 + (sins)wt{s) =0, 
这 就 说 明 是 Jacobi 场 ， 注 意 , 这 时 还 有 7 (mm) =0. : 

定义 设 7: [0, 一 8 是 5S 上 满足 7(0) =p 的 测 地 线 ， 设 
点 9 一 7(s0), soE [0, 习 ， 如 果 存 在 不 恒 等 于 零 的 沿 7 的 Jacobi 场 
J (3) ,使 得 J 了 (0) =J (so) 一 0, 就 称 点 4 关于 测 地 线 ? 与 刀 共 斩 . 

在 上 例 中 我 们 已 看 到 ,给 出 单位 球面 入 上 的 一 点 PE 53, 它 
的 对 径 点 沿 从 wp 出 发 的 任何 测 地 线 , 都 是 与 2 共 移 的， 但 是 , 球面 
的 例子 并 不 具有 典型 性 .一般 说 来 , 在 曲面 8 上 给 定 一 点 p, 它 的 
“第 一 个 ” 共 统 点 9g， 是 随 经 过 Pp 的 测 地 线 的 方向 改变 而 变化 的 , 因 
而 描 出 一 条 参数 曲线 、 这 种 曲线 的 轨迹 ， 称 作 儿 的 共 轨 连 ， 并 记 
作 OCp). 

图 5-19 以 椭 球 画 为 例 说 明了 这 种 情 
况 , 它 具有 上 典型 意义 。 由 2 出 发 的 这 些 测 
地 线 是 以 如 下 的 方式 与 0(p) 相 切 的 ; 当 ? 
邻近 的 测 地 线 7 趋 近 于 > 时 ，? 与 ?的 交 
点 就 趋 近 于 p 关 于 7 的 共 思 点 g。， 这 一 情 
形 用 经 典 的 术语 曾 表 示 为 ， 共 轿 点 是 两 条 
“无 限 接近 的 ” 测 地 线 的 交点 . 

注 1 在 球面 态 中 , 每 一 点 PES? 的 
共 暂 轨迹 退化 为 单独 一 点 (%p 的 对 径 点 )， 5-19 情 球 面 的 共 上 轨 迹 
这 个 事实 是 例外 傅 况 ， 实际 上 可 以 证 明 , 球 画 是 仅 有 的 这 种 曲面 
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(参见 L. Green, “Aufwiedersehenfliohe,” Ann. Math. 78 
(1968), 289 ~300), 

注 2 一 般 桶 球面 的 共 开 轨 迹 ， 已 由 A. Braanmiihl 确定 ， 
“Geoditigehe Linien auf dreiaohsigen Flichen zweiten Grades,” 
Math. Ann. 20 (1882),，557 和 ~ 586., 也 可 比较 HH. Mangoldt， 
‘‘Geoditisohe Linien auf positiv gekriimmten Flichen,”Orelles 
Journ. 91(1881), 28~52. 

沿 7: [0, 如 一 5 的 Jacobi 场 J 有 一 个 有 用 的 性 质 : 当 (0) = 
了 一 0 时 ,对 一 切 sE [0, 吓 有 

《J (8), 7 > 一 0. 
事实 上 , 这 是 下 询 Jacobi 场 性 质 的 推论 . 

命题 3 设 Ji(s) 和 vaks) 是 沿 7Y: [0, 本 一 9 s€ [0, 习 的 

Jacobi 场 ， 则 


Di DJ y 
(J) 一 J) -2 -常数 ， 
证 明 只 要 对 记述 等 式 的 左 端 微分 ， 并 利用 命题 1( 为 方便 起 
见 ,已 略 去 9)， 


如 | 
D DI , 73)- (2 Da 


Gs ds 0s ds 
+( 了 0 DN Ds ) 一 2 1 .DTs ) 
Cs ” ds 


EEC AJD AY, < 入 va) 人 7 J1}=0. 
证 毕 . 
命题 设 沿 ?7: [0, 如 一 5S 的 Jacobi 场 了 (s) 满 足 
CT (81), Y (50)> = (82), 7 (82)>—0, s1, ss€ [0, HD], siF8s. 
则 对 一 切 5€ [0, 器 ,都 有 
《J G8), 7 (3)> =0. 
证 明 在 上 一 命题 中 , 取 J1(s) =J (8), J3(3) = (8) ( 它 也 是 
Jaqobi 场 ), 我 们 得 到 


中 5-5 Jacobi 场 和 共 罗 点 [359] 
. J  _， , 
(2 -4 


因此 ， TYG>-( 6) )-4; 
所 以 《J (8), 7' (3)>= yp 
这 里 的 互 是 常数 ， 因 为 线性 表达 式 4s 十 B 对 81, ss€ [0, 阅 ,$1 灾 8 
是 零 , 所 以 它 就 恒 等 于 零 . 

推论 设 J(s) 是 沿 7Y: [0, 如 一 8S 的 Jacobi 场 ， 满 足 条 件 
J(0) -了 GD 一 0 则 《J (8), y'()>=0, s& [0, D. 

现在 , 我 们 来 说 明 , 天 二 点 可 用 指数 映照 的 行为 来 描述 .回忆 
一 下 , 当 wo: Sa -> Ss 是 正则 曲面 Ss 到 正则 曲面 55 的 可 微 映 照 时 ， 
点 PE Bs 称 作 9 的 临界 点 , 如果 线 性 映照 

Gp: TS3)—> 了 pn (Ss) 

是 奇异 的 , 也 就 是 , 存在 vE TpC51), 9 天 0, 使 得 pp(2) 一 0. 

命题 5 设 p, 9E5 是 5S 上 的 两 点 , 并 设 7， [0, 避 一 5S 是 连 
接 p 一 7(0), 9=exppCy (0)) 的 测 地 线 ， 刚 9 为 2 关于 ?的 共 斩 
点 的 充 要 条 件 是 v=1'(0) 为 expp: Ts《38)-> 8 的 临界 点 . 

证 明 在 引 理 1 中 己 看 到 ， 对 每 个 wET,(5) (已 将 它 与 
《7',0S))。 相 重 合 ), 有 沿 7 的 Jacobi 场 7 (8), 它 满足 

J (0) =0, 
(0 -ww 


并 是 TD =H(dexps) (0)}. 

车 %ET,(S) 是 exps 的 临界 点 ， 就 存在 wE (Tp(5))o, 也 鸣 0， 
使 得 (dexpp)。v(w) =0. 这 蕴涵 上 面 的 向 量 场 v (9 不 恒 等 于 零 ， 并 
满足 7 了 (0) =J =0 也 就 是 说 , 7) 关 于 与 7(0) 共 圈 . 

反 过 来 ,车 g=7(0) 关 于 7 与 p 一 7(0) 共 思 e, 就 存在 满足 了 (0) 
一 J (1) 一 0， 且 不 恒 等 于 零 的 Jacobi 场 了 (8)， 记 (DJ/ds) (0) = 
w0. 如 上 ,用 名 构 造 一 个 Jacobi 场 7(s), 根据 唯一 性 , 我 们 就 
有 (8) 一 J (s)， 由 于 

TD idexps)e Cw)} = I D0, 
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我 们 就 有 (dG expp)o(w) 一 0， wz0 的 结论 .所 以 v 是 exps 的 临界 
Jacobi 场 的 方程 (了 含有 人 的 Gauss 曲率 五 这 件 事 说 明 ， 由 
点 2ERS 出 发 的 测 地 线 的 “和 营 布 ”情况 , 与 5 上 的 曲率 分 布 是 紧密 
相关 的 (参见 8 4-6, 注 2)， 大 家 知道 , 由 点 PE BS 出 发 的 两 条 相 邻 
的 测 地 线 , 最 初 是 相 分 离 的 .在 球面 或 椭 球 面 的 情形 (K>>5>0)， 
它们 又 相互 接近 ， 并 分 草 与 共 且 轨 迹 Op) 祖 切 ， 在 平面 的 情形 ， 
它们 就 再 也 不 靠近 下面 的 定理 说 明 , 平面 情形 的 “无 穷 小 说 法 ” 
在 负 曲 率 或 零 曲率 曲面 上 ， 同 样 要 发 生 ( 见 本 定理 证 明 后 面 的 注 
3). 
定理 ”假定 曲面 S 的 Gauss 曲率 下 满足 条 件 <0、， 则 对 
每 一 点 pE5，p 的 共 罗 e 轨 迹 是 空 集 ， 简 言 之 , 有 曲率 玉 <<0 的 曲面 
没有 共 固 点 . 
证 明 设 pES， 上 且 设 7 [0, 一 5 是 8S 中 满足 7(0) =p 的 
测 地 线 . 假定 有 满足 J 了 (0) =J GD) =0, 上 且 不 恒 等 于 零 的 Jacobi 场 
.J (3), 我 们 将 证 明 这 会 导出 了 矛盾. 
事实 上 , 因为 7(s) 是 Jaoobi 场 , 且 7 (0) 一 JQ) 0, 根 据 命题 
4 的 推论 , 我 们 就 有 《J (8), 7 (8)>=0, sE€ [0, 可 .所 以 ， 
万 DJ 


i 十 KJ =0， 
冯 人 ， 7)= — KJ, D>0, 
最 后 一 式 是 由 于 KK<0， 
由 此 可 知 
d ZI， /万 Dr, Dy ZX 
ds\ ds 7)- AN- ds ’ a) 20 


所 以 , 函数 ya J> 在 区 间 ma 中 地 因为 这 机 下 在 
3 一 0 和 5s 一 ! 时 为 零 , 所 以 我 们 推 得 


(Be, Ts) )—0, s€ [0, 1]. 
最 后 , 注意 到 | 


4 5-5 Jacobi 场 和 共 斩 点 L381) 


于, J>= 2 六- 0， 


我 们 就 有 | 了 1?= 常 数 。 由 于 J(0) =0, 所 以 17C8)|=0 对 一 切 
sE [0, 蚊 成 立 ; 也 就 是 说 , 了 在 [0, 习 中 恒 等 于 零 ， 这 是 一 个 矛盾 . 
证 毕 。 

注 3 这 条 定理 并 没有 说 从 已 知 点 出 发 的 两 条 测 地 线 一 定 不 
再 相交 ， 实 际 上 , 这 是 不 对 的 , 这 可 用 曲率 为 零 的 柱 面 上 的 闭 测 地 
线 来 说 明 。 即 使 我 们 只 考虑 从 已 知 点 沿 “ 邻 近 方 向 ”出 发 的 测 地 
线 ,这 种 说 法 仍然 不 成 立 ， 这 只 要 考察 柱 面 的 一 条 子午 线 就 足够 
了 , 我 们 看 到 ,其 方向 与 该 子午 线 的 方向 邻近 的 那些 螺旋 线 , 与 这 
条 子午 线 是 重新 相交 的 ， 命 题 所 叙述 的 是 这 么 一 回 事 : 当 两 条 “ 邻 
近 的 ” 测 地 线 相 互 趋 近 时 ,它们 的 交点 趋 于 “无 穷 远 处 ”( 柱 面 寺 发 
生 的 正 是 这 种 情况 )， 利 用 经 典 的 术语 , 我 们 可 以 说 , 两 条 “无 限 接 
近 的 ” 测 地 线 决 不 再 相交 。 就 这 种 意义 上 说 , 本 定理 是 平面 上 情况 
的 无 穷 小 说 法 。 

下 面 的 推论 是 命 顾 巨 ”上面 的 定理 以 及 反 函 数 定理 的 直接 结 
果 . 

推论 ”假定 5S 的 Gauss 曲率 及 <0， 则 对 每 一 点 PES, 映照 

expy: Ts(S)—> 5 

是 局 部 微分 同 胚 . 

以 后 我 们 要 用 到 下 面 的 引 理 , 它 推广 了 如 下 的 事实 : 在 2 点 的 
法 邻 域 中 , 测 地 圆 与 径 向 测 地 线 正 交 ( 见 8 4-6 的 命题 3 和 注 了 

引 理 2(Gauss) 设 pES 是 (完备 ) 曲面 8 上 的 一 点 ， 并 设 
uEZo(S) twE (T,(S))。, 那么 

Cu, w= &(d expe) su), (doxps) uw)>, 

这 里 , 我 们 已 利用 了 重合 Ts(S) = (75(S))s. 

证 明 设 1=|w|, 2=w/|w|, 并 设 . [0, 有 一 5 是 8 上 由 

7(s) 一 exps(su)，sE [0, 站， 

给 出 的 测 地 线 ， 这 时 , y'(0) = v。 而 且 , 如 果 考 虑 了 r(S) 中 的 曲线 
5 一 si 它 在 3 一 ! 时 经 过 w 并 以 。 为 切 向 量 ( 免 图 所 -20), 我 们 得 到 
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YD = Cexps so)|, ,~ (dexpo)s(o). 
现在 考虑 由 了 (0) 
~0, (DJ/ds) (0) = ww 
| Pp 给 出 的 沿 > 的 Jaoobi 
(qd expp ju(w) 场 J 了 (参见 引 理 1， 这 
一 一 时 ， 由 于 y(s) 为 测 地 
jy 


,> 
z 20 -人 r@, 全 》 
并 且 ,因为 了 是 Jacobi 场 ,所 以 
(yO), 47 ) 
由 此 可 知 ， 


向 GTG>-( 人 7 四， 全 )= 常 数 =0， (2) 
因此 (由 于 (0) -0)， 
人， T (I=08, (8) 
为 了 确定 常数 O, 在 等 式 (3) 中 令 等 于 1 根据 引 理 1， 
J (WD) ~1(G exps) uw). 
所 以 ， Ol=<y'(D), J (D> = Xd exps) ey), L(G expr) eww)>, 
由 等 式 (2), 我 们 得 到 


(YD, 20- 了 Dr 0 ko, 0), 


利用 所 得 的 O 值 ， 从 上 上 面 的 表达 式 可 得 
Ci, W> = (dexpp)u (Wu), (dexpy) uC)Y 


(qd expp)u(’) 


证 毕 。 


习 题 


1. a. 设 [0, 门 > 8 是 曲面 8 上 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 ， 并 设 了 (3) 是 沿 


3. 


3. 


$5-5 Jacobi 场 和 共 罗 点 £63] 


yy 的 Jacobi 场 ,满足 (0) 二 0， (7 (0)，7(0)7> 一 0， 证 明 《y(s) ,YY 
(8)》 ~0 对 一 切 se [0, 成 立 : 


b. 进一步 假定 |7 (0o)|=1 把 ek9) 一 YC0) 和 ea(0)=J7C0) 沿 y 作 平 


行 移动 ， 从 而 得 到 所 有 TxwCS)，s € [0, 站 上 的 标准 正 交 基 {et(s)， 
ea(s)}， 根 据 a, 存在 函数 w=w(s), 使 J(s) 一 w(s)esls)。 证 明 ; 了 的 
Jacobi 方程 可 写作 


2 (8) + KCs)us) 一 0 


初始 条 件 是 WO0) 一 0 w(0) =1. 

证 明 : 抛物 面 ?一 22 十 妨 上 的 点 pC0, 0 0), 没有 关于 满足 y(0) 一 p 的 
测 地 线 Y(9) 的 共 轿 点 . | 
《比较 定理 ) 设 S 与 5 是 完备 曲面 ， 设 pE8,%E 8S， 并 选取 线性 等 距 对 

应 Tp(5)->TyC3). 设 y. [0, w=)> 5 是 偏 上 满足 7(0) 一 p, |y'C0)| 
一 1 的 测 地 线 ， 并 设 JC(s) 是 沿 7 的 Jacobi 场 ， 满 足 7C(0) 一 0, 《J'(0)， 
7《0)) =0, |7'(0)| 一 4， 利用 线性 等 距 对 应 i, 作 满 足 了 (0) =P, (0)= 
认 y (0)) 的 测 地 线 节 [0, co 3, 和 满足 7 了 C0) 一 0, 77(0) 一 放 J'C0)) 的 
沿 证 的 Jacobi 场 了 (图 5-21)。， 下 面 我 们 要 叙述 两 条 定理 (本 质 上 说 , 它 
们 是 经 典 的 Bturn 比较 定理 的 几何 解释 ), 有 了 这 两 条 定理 , 我 们 能 从 对 
仿 和 仿 的 曲率 “比较 的 假定 条 件 ” 出 发 , 对 Jacobi 场 J 和 7 了 进行 比较 ， 


图 21 
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“6， 


a, 利用 习题 1 证明 ; J《s) 一 0《8)ea(3), I《s) 一 v《s)5a(8), 这 里 移 w 一 (3)， 
2=2(s) 是 可 微 函 数 ， 并 且 ea(s) (或 03(s)) 是 J'A0)( 或 70)) 涪 7 
《或 和 的 平行 移动 ， 证 明 ; J 和 的 Jacobi 方程 分 别 是 
v'(s) + Vs) =0, 90) =0, v0) =1, 
w''(s) + 人 RC(s)u(s) =0, wl0) =0, «(0) =1, 
式 中 的 玉 和 食 表 示 昼 入 的 Glauss 曲率 . 
“b， 假定 下 (3) 专人 廊 (s), s E [0, we)， 证 明 . 


o=|. {uv + Ko) ~v(w' + Rw Yas 
一 [uvw — vw' j++ Ke 一 估 )wwvds. (Ce 


推出 如 下 绪论， 如 果 4 是 ! 在 (0, =) 中 的 第 一 个 零点 ( 即 wa) = 
0, 而 在 (0, 四 中 ws)>0),5 是 在 (0, oo) 中 的 第 一 个 零点 , 则 bz>a。 
于 是 , 车 对 一 切 9 瓦 (9)< 储 (3 那么, Pp 关于 的 第 一 个 共 轿 点 ,不 
会 早 于 疙 关于 多 的 第 一 个 共 斩 点 而 出 现 ， 这 岂 第 一 比较 定理 。 

*e .假定 五 (9) 委 仿 (s), se [0, g). 利 用 ( 或 和 几 在 (0, o) 中 为 正 的 事 
实 推出 [ww' 一 we' 了 >>0， 利用 这 个 不 等 式 证 明 ，w(s) >w(s) 对 一 切 
sc (0, q) 成 立 。 从 而 , 车 对 也 的 第 一 个 共 轿 点 以 前 的 一 切 s 有 
下 (s) 志 食 (s), 则 对 所 有 这 种 s, 成 立 |JCs) | 之 17 Cs)|， 这 果 第 二 比较 

定理 (当然 ， 它 以 第 一 比较 定理 作为 特例 ; 我 们 把 第 一 种 情形 分 离 出 
来 , 是 因为 它 比较 容易 , 而 且 也 因为 它 是 我 们 用 得 更 多 的 一 个 ). 

4. 证 明 ，c 中 的 等 式 C3) 一 w(s) 对 一 切 se [0, aq) 成 立 的 充 要 条 件 是 
K(s) 一 食 (s)， s€[0,a). 


. 设 8 是 Gauss 曲率 玉 < 下 ,的 完备 曲面 ， 这 里 的 玉 。 是 个 正常 数 . 把 8 


与 曲率 是 玉 。 的 球面 83( 下 0) 作 比较 (也 就 是 , 令 习 题 3 中 的 B=52(K0)， 
并 利用 习题 3, 5 中 的 第 一 比较 定理 )， 推 出 ，S 上 的 任何 测 地 线 7 Do, 
co)~> 忆 在 区 间 (0,，r/V 豆 o) 中 没有 点 与 y(07 共 斩 . 


. 设 完备 曲面 8 的 Gauss 曲率 五 满足 尽 >> 开 ;>0， 这 里 的 豆 1 是 常数 .证 


明 . 每 一 条 测 地 线 y: [0, co)-> 8 在 区 间 (0, mw/VRK1 ] 中 有 点 与 yY(0) 共 
斩 . 

(Starm 振荡 定理 ，) 第 一 比较 定理 (习题 3,b) 的 下 列强 小 的 推广 , 时常 
是 有 用 的 ， 设 5 是 完备 曲面 ,Y: [0, w) 一品 是 3 中 的 测 地 红 ， 设 VC) 
是 满足 J 了 (0)=J(s0) =0, see (0，o0) 和 了 Ce) 交 0 se(0，so) 的 沿 7 的 
Jacobi 场 ， 从 而 , J(s) 是 法 向 量 场 (命题 和 的 推论 ;。 因此 可 得 J(s) 一 
vs)ea(3), 这 里 的 v5) 是 


"8. 


$5-6 闭 盖 空间 ;Hadamard 定理 [£365] 


V8) + RS)VC) =0, s €E [0, ~) 
的 解 , 而 exC8) 是 了 xo)C5) 中 与 70) 正 交 的 单 仿 向 量 的 平行 移动 。 假 定 
信 的 Gauss 曲率 及 (s) 满 足 尺 (8) 专 (s), 其 中 , 工 是 [0, cc") 上 的 可 微 函 
数 ， 证 明 : 方程 

Ws) +L(s)uls) =0, s ELO, -~) 
的 任何 解 , 在 区 间 (0, so] 中 有 零点 ( 即 存在 s1 € (0, so], 使 得 w(s1) 一 0)， 


“《 共 示 点 的 长 neser 判别 准则 )》 设 咏 是 完备 曲面 ， 并 设 % [0, ?一 品 是 


S 上 满足 7Y(0) 一 2 的 测 地 线 ， 设 玉 G) 是 8 沿 Y 的 Gauss 曲率 . 假定 
积分 


KOs ri zt 对 一 切 3z>0 Co) 
收敛 , 并 有 所 指出 的 界 . 
&， 定义 
1 
uc 下 EG)dst+ Zein >0 


并 证 明 : Ww (+ wt) < EK. 
b， 对 jz 这 0, 令 wD 十 Cw()?= 一 (0)( 所 以 I( 引 所 民 ( 引 ) 并 定义 


v(t) =exp (f ws)ds), i>0., 


证 明 ， v=0,.00)=1, 90)=0., 

c， 注 意 到 v( 力 >0， 并 利用 Sturm 振荡 定理 《习题 6) 证 明 ， 不 存在 满 
足 J(0) 一 0 且 JCs0) 一 0 so€ 《0, =) 的 沿 7(s) 的 Jacobi 场 Js), 
从 而 ,如果 (*) 式 成 立 , 沿 就 没有 点 与 p 共 思 . 

设 7: [0, > 8 是 完备 曲面 8 上 的 测 地 线 , 并 假定 yY(D) 与 y〈0) 不 共 斩 . 

设 wo € Txo《5S)，wi € 了 x1,《S)， 证 明 ， 存 在 唯一 的 沿 Y 的 Jacobi 场 

J(s), 和 使 得 J 了 (0) 一 wo, JQ)=w1. 


， 设 了 (8) 是 沿 测 地 线 y: [0, > 5 的 Jacobi 场 , 使 得 《7(0), y'《0))=0， 


且 了 (0)=0，、 和 证 明 ; 《J (8), (5)) ==0 对 一 切 3€ [0, 纪 成 立 ， 


8 5-6 覆盖 空间 ; Hadamard 定理 


在 前 面 一 节 里 , 我 们 看 到 : 如 有 果 一 个 完备 曲面 S 的 曲率 下 满 


足 条 件 区 <<0, 那么 映照 exzpe Tp(5) 人 一心 PES, 是 一 个 局 部 微分 
同 胚 ， 自然 地 要 问 何 时 这 个 局 部 微分 局 坚 是 一 个 整体 微分 同 有 嘎 . 
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把 这 一 问题 置 于 更 一 般 的 背景 之 中 来 提 将 是 适宜 的 ， 这 需要 履 盖 
空间 的 概念 . 


A， 和 神 盖 空间 
定义 1 设 部 和 了 是 如 的 子 集 ， 我 们 称 到 下 B 为 站 盖 
映照, 如果 
1,，w 是 连续 映照 且 ww(B) =B; 
2. 每 一 点 PEB 有 B 中 的 一 个 邻 域 U0( 称 为 p 的 煌 定 银 域 )， 
使 得 
mi -UP 
其 中 Vs 是 两 两 不 相交 的 开 集 ， 而 天 在 每 一 了 。 上 的 限制 是 下- 到 
U 上 的 同 胚 . 
这 时 , 六 称 为 巨 的 准 半 空间 . 
例 工 设 PCR? 是 RR 的 一 张 平 面 ， 取 定 一 点 9oEP 了 以 及 以 
go 为 起 点 的 两 个 正 交 单位 向 量 e1, es€ 了 ,于 是 每 一 点 gE€EP 了 可 以 
用 由 
g— qo0= We ves. 
决定 的 坐标 刻 划 ; (vw, V) 一 gq， 现在 设 S={(w, y, 2 ER 十 纺 = 
二 是 以 xs 轴 为 轴 的 直 圆 柱 面 , x: 了 一 是 如 下 定义 的 映照 
or (u, V) = (coswu, sin w, V) 
(这 个 映照 的 几何 意义 是 把 平面 卫 无 限 多 次 地 包 绕 在 柱 面 S 上; 
见 图 5-22). 


45-6 覆盖 空间 ; 互 adamard 定 理 [367] 


我 们 将 证 明 是 覆盖 映照 . 我 们 首先 观察 到 ， 当 (wo，?o) EP 
时 , 限制 于 带 形 
R= {(%, v) EP; wo— mu<uot mr} 
的 映照 x 完全 覆盖 SS， 实际 上 ，w 限制 于 王 的 内 部 是 总 的 一 个 参 
数 表示 , 它 的 坐标 邻 域 覆盖 去 掉 一 条 母线 的 咏 ， 由 此 导出 是 连 
续 的 (实际 上 是 可 微 的 ) 映 照 , 而 且 wx(P) =5, 于 是 证 实 了 条 件 1， 
为 了 证 实 条 件 2, 设 pPES, US 一 r, 这 里 ”是 在 通过 Pp 的 母 
线 对 面 的 母线 . 我们 将 证 明 U 是 Pp 的 特定 邻 域 . 
设 wo， vo) EP 使 得 ww Go, v0) 一 2， 取 带 形 六 ; 为 
Vm {Cw%, 2) EP; wot Qn—1)rw < (nt 1)w}, 
n= 二 0, 土 1 ,， 土 2,…-. 


3 一 2 


可 直接 证 明 , 车 wm, 则 VANVm= 名 以 及 Vw ”(U)， 而 
且 , 由 最 初 的 观察 还 可 知道 , 限制 于 任何 一 个 上 的 w 是 到 UV 上 
的 同 胚 ， 因 此 UV 是 p 的 一 个 特定 邻 域 ， 这 就 证 明了 条 件 2, 因而 
平面 卫 是 柱 面 5 的 一 个 独 盖 空间 . 

例 2 设 互 是 螺旋 线 

H={(%, y, ¢) ER w=008t, y=sint, z= bt, tCER} 
并 设 六 一 [To y, 0) ER + =1} 
是 单位 图，z: 互 ->9 如 下 定义 
ww, 包 芒 一 (人 纺 0), 

我 们 来 证 明 w 是 覆盖 映照 ( 见 图 5-28). 1 

显然 wm 是 连续 的 且 w( 及 ) = 对， 这 证 实 条 


件 1. 
为 证 实 条 件 2, 设 PES+， 我 们 将 证 明 0 一 
S51 一 {g}, 这 里 gE61 是 p 的 对 称 点 , 是 p 的 一 。 | 
个 特定 邻 域 ， 事 实 上 , 设 toE 民 使 得 
ww (Cos to, Sin to, bto) =%, 上 
我 们 取 螺 旋 线 上 对 点 于 区 间 图 5-23 


tot (2%— nm, tot+ (rt Dw) CCR, 克 一 0， 士 1 + … 


£363] 第 五 意 ”整体 微分 几何 学 


的 弧 为 六 ,于 是 容易 证 明 mx(7) Us, 而 且 这 些 六, 是 两 两 不 
相交 的 ，w 限制 于 ,是 到 Z 上 的 同 胚 。 这 证 实 了 条 件 2， 从 而 
断定 本 例 正确 

现在 设 w; 了 >B 是 一 个 覆盖 映照 ， 由 于 w(B) ~ 了 ,对 每 一 点 
PEEB, 总 有 某 个 PE B 使 得 PEw-1(p)。 于 是 , 存在 %p 的 一 个 邻 域 
Vs, 使 得 w 限 制 于 六 。 是 一 个 同 肽 由 此 可 知 w 是 一 个 局 部 同 胚 . 
然而 下 面 的 例子 说 明 , 存在 不 是 黎 盖 映照 的 局 部 同 肛 . 

在 举 出 这 种 例子 之 前 应 该 注意 到 , 若 避 是 2 的 一 个 特定 邻 域 ， 
那么 bp 的 任 一 满足 DCU 的 邻 域 吕 也 是 p 的 一 个 特定 邻 域 .， 因 
为 w(D)C Us 而 了 。 是 两 两 不 相交 的 , 我 们 有 

wi1(U) UW,, 


这 里 集合 玉 。=w-1(0) NT 仍然 满足 定义 1 中 的 不 相交 性 条 件 2. 
由 于 这 个 事实 , 在 处 理 特 定 邻 域 时 , 我 们 可 限于 讨论 那些 “小 ”的 邻 
域 . 

例 3 在 例 2 中 考察 螺旋 线 五 上 对 应 于 区 间 (wm, 4m) CR 的 
一 段 弧 应 ， 显 然 , 在 螺旋 线 的 这 段 开 弧 上 的 限制 元 ， 仍 是 ~. 个 
局 部 同 胚 , 而 且 元 (应 ) =S1， 然 而 , 对 于 点 

mr (COs Bo, sin 8, b3m) 一 (一 1 0, 0) 一 DEASTL， 


Pp 前 任何 邻 域 都 不 是 特定 邻 域 ， 事 实 上 , 取 避 充分 小 就 有 7-1(U) 
一 VUVs, 这 里 Vs 是 螺旋 线 上 对 应 于 te (m, mr 十 6) 的 弧 , 『: 是 对 
应 于 36E (3 一 e 3 十 6 的 弧 . 但 5 限制 于 -Fa 不 是 到 C 上 的 同 古 ， 
因为 元 (7 其 至 不 包含 2 点 ， 由 此 导出 x, 百 一 3 是 一 个 到 S+ 上 
的 局 部 同 胚 , 但 不 是 覆盖 映照 ， 

现在 我 们 可 以 用 下 面 更 一 般 的 形式 来 重新 叙述 在 本 章 开始 时 
提出 的 问题 ; 在 什么 条 件 下 局 部 微分 同 胚 是 整体 微分 同 胚 ? 

覆盖 空间 的 概念 使 我 们 可 以 将 这 个 问题 分 开 为 下 面 的 两 个 问 
题 ; 

1. 在 什么 条 伞 下 局 部 同 胚 是 覆盖 映照 ? 

2. 在 什么 条 件 下 覆盖 映照 是 整体 问 肚 ? 
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下 面 的 命题 是 对 问题 1 的 一 个 简单 回答 ， 

命题 1 设 w->B 是 局 部 同 卜 , 良 紧 致 且 B 连通 , 则 mw 是 复 
六 映照 。 

证 明 由 于 w 是 局 部 同 胚 ,w (8)CB 是 8 中 开 集 . 

更 进一步 , 由 于 w 的 连续 性 , (名 ) 是 紧 致 的 , 因此 是 B 中 的 闭 集 . 
由 于 w(B)cCB 是 连通 集 B 中 的 既 开 又 闭 的 集 ， x ( 访 ) =B， 于 是 
定义 工 中 的 条 件 工 得 证 . 

为 证 实 条 件 2, 设 5EB， 那 么 w+(5)cCB 必 是 有 限 集 否则 
w-1(5) 将 有 一 极限 点 5E 序 而 这 与 w; 亡 -> 卫 是 局 部 同 胚 的 事实 
子 盾 .于 是 可 记 ww1(b) 一 {61 2 

设 栈 ,是 妨 65=1,…, 有 的 邻 域 ， 使 得 w 在 村, 上 的 限制 是 
同 胚 (w 是 局 部 同 胚 )， 由 于 w-1(6) 是 有 限 的 , 因此 可 以 将 这 些 画 ， 
选 得 充分 小 , 使 得 它们 两 两 不 相交 ， 显 然 存在 3 的 一 个 邻 域 0, 使 
得 UCN eCWD) ( 见 图 524)， 纪 
令 互 =w~1(D) 几 WW 我 们 就 有 ~ 

TO av 
而 且 这 些 VV 是 两 两 不 相交 的 .x "> 
在 六 :上 的 限制 明显 地 是 到 UL 上 


的 同 肽 ， 由 此 可 见 , 是 p 的 一 1 7 
个 特定 邻 域 ， 这 就 证 实 了 条 件 2 A 
并 完成 证 明 . 8 A 


当 访 不 是 紧 致 时 , 几乎 没有 
什么 有 用 的 法 则 能 断定 一 个 局 部 5-24 
同 胚 是否 为 覆盖 喘 照 ,一 个 特殊 的 场合 将 在 后 面 处 理 . 为 处 理 问 
题 2 和 这 一 特殊 场合 , 我 们 需要 回 到 覆盖 空间 . 

覆盖 映照 的 最 重要 的 性 质 是 能 够 将 B 中 的 连续 曲线 “提升 ” 
到 翁 中 ， 为 更 精确 化 起 见 ,我 们 引入 下 面 的 术语 . 

设 B8CR3， 回忆 一 下 连续 映照 &: [0, 妨 -> B, [0, 中 CR, 称 
为 BB 中 的 一 条 弧 ( 见 第 五 章 的 附录 , 定义 8)， 现 在 , 设 人 和 B 是 
R* 的 子 集 ， 设 w: BB 是 连续 映照 ,a: [0, 杂 一 B 是 B 中 的 一 
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条 弧 ， 如 果 存 在 全 中 的 一 条 弧 
a. [0, ~—> 从 ， 
育 ”使 得 row 一 o 那么 & 被 称 为 是 w 以,a(0) EB 
7 ||， 为 起 点 的 提升 。 这 种 情况 可 用 下 面 的 图 来 描 
,1 3 
“ 使 用 上 面 的 术语 ， 下 面 的 存在 性 和 唯 
一 性 命题 表达 了 覆盖 空间 的 一 个 基本 人 性质， 

命题 设 w; 访 ~>B 是 覆盖 映照 ,a; [0, 有 一 B 是 B 中 一 条 
弧 ， po EB 是 人 的 一 个 点 , 使 得 npo) =&(0) 二 po， 于 是 ， 存在 a 
以 po 为 起 点 , 即 4&(0) 一 和 的 ， 唯 一 的 提升 w [0, 人 一 万 

证 明 首先 证 明 唯一 性 ， 设 & BB. [0, 如一 名 是 a 以 po 为 起 
点 的 两 个 提升 ， 设 4C [0, 杂 是 满足 a 人 一 让 (的 的 点 5E [0, 如 的 
集合 ，4 非 空 而 且 显 然 是 [0, 如 的 闭 集 ， 

我 们 将 证 明 4 在 [0, 如 中 是 开 的 . 假定 &( 鸭 一 店 (2 考 
虑 各 的 一 个 邻 域 站 ， 在 其 上 是 同 胚 .由 于 & 和 后 是 连续 喘 
照 ， 因 此 存在 包含 +4 的 一 个 开 区 间 到 C [0, 习 使 得 &(10) CCV, 
IDCVF， 由 于 wo&=wo, 而 在 了 上 是 同 胚 ， 所 以 在 I: 上 
6 一 局 于 是 4 是 开 集 . 这 就 导出 4= [0, 习 , 对 任何 4E [0, 中 这 
两 个 提升 重合 . 

现在 来 证 明 存 在 性 ， 由 于 a 是 连续 的 , 对 每 一 «(EB 存在 
一 个 包含 二 的 区 间 到 C [0, 习 , 使 得 ol 了 属于 aQ) 的 一 个 特定 邻 
域 ， 族 I1,1€ [0, 如 ,构成 [0, 如 的 一 个 开 覆 盖 ， 由 [0, 中 的 紧 臻 
性 , 这 个 开 覆盖 有 一 个 有 限 子 履 盖 , 比如 说 , T0,，…, 荆 . 

假定 0ETo( 如 果 不 是 这 样 , 我 们 可 以 改变 这 些 区 间 的 编号 ) 
由 于 a(Io) 属于 的 一 个 特定 邻 域 Vo, 因此 存在 po 的 一 个 邻 域 
Vo, 使 得 在 To 上 的 限制 mo 是 到 Uo 上 的 同 且 ， 对 3E To 我 们 
定义 ( 见 图 5-25) 

HOR LEAL 
这 里 rr: 是 同 肛 ro 在 Ue 上 欧 逆 喘 照 ， 显 然 有 
&(0) 一 Do 
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zo0it) =o(t), 1E Io. 

假设 石 人 6o 关 3 (否则 
我 们 可 再 改变 这 些 区 间 的 
编 号) 设 女 Enzo， 由 
于 xz) 属于 wa) 的 一 个 等 
定 邻 域 01, 因此 我 们 可 以 定 
义 w 在 五 中 以 a( 刀 ) 为 起 点 
的 一 个 提升 ， 由 唯一 性 , 这 
个 骤 与 & 在 TN 7o 中 重合 ， 
因此 它 是 a 在 ToU 上 的 
延 折 ， 按 这 个 方式 继续 进 
行 ， 我 们 就 构造 出 一 条 弧 
a [0， 中-> 广 使 得 a(0) = 
Po roa(t) =a(t), ti€ [0, 0. 

覆盖 映照 mx， 六-> 卫 的 继 提 升 人 性 质 的 一 个 有 趣 结果 是 ， 当 如 
是 道路 连通 时 ， 存在 着 集合 w+(PD) 与 m+(9) 之 间 的 11 对 应 , 这 
里 2 和 9 是 妃 的 任意 两 点 ， 事 实 上 , 车 B 是 道路 连通 的 , 那么 存 
在 弧 a [0, 如 >B 使 得 a(0) 一 p, a(D) =g， 对 每 一 点 PEm 1(p)， 
有 一 提升 w: [0, 如 一 也 使 4p(0) =p。 现 在 定义 p: m1(p) 一 
m1(g) 为 p(P) 二 &p(D); 也 就 是 说 ,p(2) 是 a 以 2 为 起 点 的 提升 的 
终点 .由 提升 的 唯一 性 , 2 是 如 所 言 的 一 个 1- 的 对 应 . 

由 此 导出 当 B 是 道路 连通 时 x 1(p) (PpE B) 的 点 的 “个 数 ” 与 
2 无关， 如 果 这 个 数 是 有 限 的 ， 它 称 为 这 个 覆盖 的 叶 数 .如果 
ro) 不 是 有 限 的 ,我 们 说 这 个 覆盖 是 无 限 的 . 例 工 和 例 2 是 无 
限 履 盖 ， 注 意 当 访 是 紧 致 时 覆盖 总 是 有 限 的 ， 

例 和 4 设 

Si={(%, y) ER w= 008t, y=sint, tcER} 
是 单位 圆 , 映照 x; 57 一 NS? 如 下 定义 
mw (C0gt, sint) = (cog ht, sin 2), 


这 里 是 一 个 正 整 数 , iE 民 ， 由 反 函数 定理 , w 是 局 部 微分 同 肥 ， 


图 5-25 


[372] 第 五 章 ”整体 微分 几何 学 


因此 是 局 部 同 胚 ， 由 于 51 是 紧 臻 的， 可 以 应 用 命题 二 所 以 ,zt 
S1 一 全: 是 一 个 覆盖 映照 ， 

几何 上 来 说 , w 将 第 一 个 5: 在 第 二 个 5+ 上 绕 了 次 ， 注意 
一 个 点 PES! 的 递 象 恰恰 包含 个 点 , 因此 , ww 是 81 的 一 个 和 -时 
覆盖 . 

为 了 处 理 问 题 2， 我 们 还 需要 将 下 面 的 讨论 中 产生 的 直观 的 
想法 加 以 精确 化 ， 一 个 覆盖 映照 m 部 -> 好 是 同 胚 的 充分 条 件 为 
它 是 1-1 的 映照 ， 所 以 我 们 必须 找到 一 个 条 件 能 保证 当 名 的 两 个 
点 如 ,fa 被 ez 投影 到 B 的 同一 点 

P= (pi) = (Pa) 

时 , 就 成 立 全 =Js。 我 们 将 假定 名 是 道路 连通 的 ,人 中 一 条 连接 
Ps 和 Ds 的 缴 & 被 投影 到 中 连接 wp 和 的 闭 弧 a 上 ( 见 图 5-26). 
如 果 五 没有 “孔洞 ”( 它 的 意义 将 需 精确 化 )， 于 是 就 可 能 “将 w“ 连 
续 地 变形 为 点 2”。 也 就 是 说 , 存在 一 族 驮 o, 它 关 于 上 连续 ， 
iE [0, 1], 并 且 ao=a 而 os 等 于 常 值 弧 p。 由 于 8 是 a 的 提升 ， 
因此 很 自然 地 希望 这 些 弧 ox 也 能 被 提升 为 一 族 弧 %, 它 关 于 t 连 
续 ,1E [0, 刁 , 而 =& 这 样 就 得 出 是 常 值 弧 2 的 提升 从 而 退 
化 为 一 个 点 ， 另 一 方面 , 连接 pa 和 入,, 因此 可 有 断定 2 一 D2. 


5-26 


要 将 上 面 的 启发 性 的 论证 严格 化 , 我 们 还 必须 定义 “连接 两 条 
给 定 弧 的 弧 的 连续 族 “ 并 证 明 这 个 族 可 以 被 “提升 ” 

定义 2 设 BCRS, ow [0, 如 一 再 oa: [0, 杂 一 8 是 BB 的 两 
条 弧 , 连接 两 点 2 一 (0) 一 ox《0) 和 gg 一 oo(D) 一 4()， 如 果 存 在 连 
续 映 照 瑟 ; [0, 中 x [0, 1] >B 使 得 

1, Hs, 0) =aoo0(s), H(s, 1) =0(8), s€ [0, 0]: 
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2. HCO, =p, HQ, t=9,tE [0, 1, 
那么 称 m 和 oi 是 同 伦 的 , 觅 照 五 称 为 wo 和 ow 的 一 个 同 伦 . 

对 每 一 4E [0, 和 ,由 ols) 一 五 (8, 马 给 定 的 红 os: [0, 如一 B 
称 为 同 伦 瑟 的 一 条 弧 .， 因 此， 同 伦 是 一 族 弧 or, i€ [0, 1, 它 构 
成 um 到 ma 的 一 个 连续 变形 ( 见 图 527),， 在 变形 过 程 中 弧 om 的 两 
个 端点 2 和 9 保持 不 动 (条 件 2)， 


图 5527 


同 伦 的 提升 的 概念 完全 类 似 于 弧 的 提升 的 概念 ， 设 wm 六 ->B 
是 连续 映照 , 并 设 oo, oa: [0, 如 一 了 是 中 连接 p 和 g 两 点 的 两 
条 匠 ， 设 五 ; [0, 如 x [0, 如 >B 是 oo 和 ow 之 间 的 一 个 同 伦 。， 如 
果 存 在 连续 映照 

所 [o HxT[0, 要- 一季 

使 得 名 ~ 五， 我 们 称 应 是 同 伦 互 的 一 个 以 应 (0, 0) =pEB 
为 起 点 的 提升 . 

我 们 现在 证 明 覆 盖 映 照 具 有 提升 同 伦 的 性 质 ， 实 际 上 , 我们 
将 证 明 一 个 更 一 般 的 命题 。， 注意 , 覆盖 映照 w: 了 B->B 是 局 部 同 是 
而 且 互 的 每 条 弧 总 可 提升 为 部 的 弧 .， 下 面 的 命题 3.4 和 5 的 证 
明 也 只 用 到 覆盖 了 映照 的 这 两 个 性 质 ， 因 此 , 为 了 今后 的 应 用 , 我 们 
将 在 这 种 一 般 意 义 上 来 叙述 这 些 命题 ， 于 是 , 当 怪 的 每 条 弧 总 可 
被 提升 时 , 我 们 就 称 连续 映照 w; ->B 具有 搬 萝 狐 的 性 质 。 注 意 ， 
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这 意味 着 严 把 方 映 到 了 上 . 

命题 3 设 r: 和 ->B 是 具有 提升 弧 性 质 的 局 部 同 胚 ，ao, os 

[0, 一 B 是 中 连接 点 和 g 的 两 条 弧 . 设 

H. [0, 1 x10, 1]—B 
是 oo 和 ai 之 间 的 一 个 同 伦 ,PE 是 切中 使 得 wp) 一 p 的 点 ， 那 
么 存在 瑟 以 PF 为 起 点 的 唯一 的 提升 入. 

证 明 ”唯一 性 的 证 明 与 弧 的 提升 的 唯一 性 的 证 明 完 全 类 似 ， 
设 序 , 和 记 , 是 互 的 两 个 提升 并 满足 应 :(0,， 0) = 及 (0, 0) 一 和， 
这 时 由 满足 应 (es 及 = 站 ss, 引 的 点 (s, 引 E[0, 如 x [0, =Q 
组 成 的 集合 4 是 @ 中 的 非 空 闭 集 . 由 于 入 和 详 , 是 连续 的 ， 
是 局 部 同 胚 , 因此 4 也 是 @ 中 开 集 . 从 Q@ 的 连通 性 可 得 4， 
因此 , 久 = 应，. 

为 了 证 明 存 在 性 , 设 m(s) = 五 (s, 为 是 同 伦 五 的 一 条 弧 . 定 
义 生 为 

Hl(s, t) =&(s), s€ [0, H, t€ [0, 11, 
这 里 多 是 wm 以 PF 为 起 点 的 提升 ， 显然 有 
wofils, t=) = Hs, t), s€ [00, 1, iE 0, 1], 
a 《0， 0) 一 0o (0) =P. 

现在 我 们 来 证 明 全 是 连续 的 . 设 (so, to) E [0, 有 ] x [0, 如 . 
由 于 w 是 局 部 同 胚 , 因此 存在 互 (so, 如 ) 的 一 个 邻 域 六 , 使 得 wv 在 
广 上 的 限制 wo 是 六 到 吾 (so, to) 的 一 个 邻 域 U 上 的 同 胚 ， 设 Qo 
C 五 (DCrIo 习 x [0, 1] 是 如 下 给 定 的 开 正 方形 

8 一 6E<3<<so 十 E， 加 一 6E<1<< 加 十 <， 
为 了 断定 入 在 (sw 如) 处 连续 , 只 要 证 明 详 限制 在 Q 上 能 写成 
往 -mlo 互 就 足够 了 , 由 于 (so, 如 ) 是 任意 的 ,于 是 象 所 期 望 的 那 
样 , 应 在 整个 [0, 呈 x [0, 直上 是 连续 的 ， 

为 此 , 我 们 注意 到 

zolCH (so0, )), t€E (to—e, tote), 
是 弧 豆 (so, 芭 通过 点 及 (so, 如 ) 的 一 个 提升 。 由 唯一 性 ，wa1( 吾 
(su 信 ) 一 五 (so 广 由 于 Qo 是 一 个 正方 形 , 因此 , 对 每 一 点 (81, 好 ) 
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EQo， 在 在 UU 中 的 弧 末 (s ,8E (80 一 €, S60 十 @) ,与 弧 H (80, 及 
相交 ， 由 于 wa7( 玉 (so, 刀 )) == 身 (so, 绍 ， 因 此 红 wo1( 有 (Gs, 妃 ) 是 
吾 (s, 刀 ) 通过 点 身 (s0, 三 ) 的 提升 ， 由 唯一 性 ，rra1(H(s, 4)) = 
Ho, 妇 )。， 因此, wo (H (8 1)) = 和 (8&, 寻 )， 由 于 (8 为 ) EQ0 的 
任意 性 , 我 们 断定 wii( 五 (s, 四 ) = 生 (s, 引 ,，(s, 人 ) EQo, 这 就 完成 
了 证 明 . 证 毕 . 

命题 3 的 一 个 结果 是 这 样 的 事实 : 如 果 w: 了 一 B 是 覆盖 映 
照 , 那么 B 中 辐 伦 的 弧 被 提升 为 多 中 同 伦 的 矣 ， 这 个 事实 可 以 用 
下 面 的 更 一 般 和 精确 的 方式 来 表达 . 

命题 4 设 w; 人 一 B 是 具有 提升 缴 性 质 的 局 部 同 胚 ， 设 
oo, ou: [0, 如 ->B 是 B 中 连接 两 点 p 和 g 的 两 条 弧 , 取 PEB 使 
得 wD) 一 p， 如 果 oo 和 oi 是 同 伦 的 , 那么 oo 和 on 各自 以 P 为 起 
点 的 提升 和 名 也 是 同 伦 的 . 

证 明 设 吾 是 co 和 om 之 间 的 同 伦 ， 冰 是 互 以 方 为 起 点 的 
提升 ， 我 们 将 证 明 应 是 i 和 如 之 间 的 同 伦 ( 见 图 所 -28) . 

事实 上 , 由 弧 的 提升 的 唯一 性 ， 

FH(s, 0) =a0(s), Hls, 1) =&%(s), s€ LO, , 

这 证 实 了 定义 2 中 的 条 件 1， 此 外 ,六 (0, 引 是 “ 常 值 ” 弧 五 (0, 入 
一 PD 以 PD 为 起 点 的 提升 ， 由 唯一 性 ， 
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fF(0,D -=p, te [0, 1. 
类 似 地 , 全 (4, 力 是 五 Q, gq 以 ao(D) =9 为 起 点 的 提升 ; 因此 , - 
FQ, =9=a0), t€ [0, 1].， 

于 是 , 定义 2 中 条 件 2 得 证 , 这 说 明 应 是 m 和 所 之 间 的 同 伦 ， 证 
毕 . 

回 到 引导 我 们 考虑 同 伦 概念 的 那 段 有 启发 性 的 论述 ， 我 们 看 
到 所 谓 没 有 “孔洞 ”的 空间 的 意义 仍 有 待 于 解释 . 当然 , 我 们 将 用 
作 这 种 空间 定义 的 恰恰 是 在 启发 性 论述 中 用 过 的 那个 性 质 ， 

定义 3 一 个 道路 连通 集 BC gs 称 为 是 单 连通 的 ， 如 果 任 意 
给 定 两 点 p, 9g€B 和 两 条 连接 2 和 7 的 ao: [0, >B, om: [0， 
各 -> B， 在 B 中 总 存在 ow 和 ow 之 闻 的 同 伦 ， 特 别 地 ，B 中 任何 
闭 弧 a，[0, 刀 一 卫 ( 半 意味 着 w(0) 一 a(D) 一 p) 同 伦 于 “ 常 值 ” 弧 
a(s) 一 p, 5E 50, 如 (习题 5 表明 后 面 这 个 性 质 实际 上 等 价 于 第 一 
个 性 质 ). 

直观 上 ， 如 果 道 路 连通 集 B 中 的 每 条 闭 弧 能 连续 变形 为 一 
点 , 那么 B 是 单 连 通 的 ， 可 以 证 明 平 面 和 球面 是 单 连通 的 而 柱 面 
和 环 面 不 是 单 连通 的 (见习 题 5)， 

现在 我 们 可 氢 述 和 证 明 对 本 节 问 题 2 的 一 个 回答 ， 它 其 实 是 
下 面 命题 的 一 个 推论 . 

命题 5 设 w; 入 一 B 是 具有 提升 弧 性 质 的 局 部 同 且 . 设 名 
道路 连通 , B 单 连通 ， 那 么 严 是 同 胚 . 

证 明 证 明 实 质 上 与 在 启发 性 论述 中 提出 的 证 明 是 相同 的 . 

我 们 需要 证 明和 是 1-1 的 ， 为 此 , 设 加 和 Ps 是 各 的 两 点 ， 
nr (DJ) 一 w (Pps) 一 p， 由 于 站 道路 连通 ， 因 此 多 中 存在 连接 ps 和 
Ps 的 弧 ze， 于 是 meio=m 是 刀 的 一 条 闭 弧 . 由 于 BB 是 单 连通 
的 ， 因此 oo 和 常 值 弧 m(s) 一 p, sE [0, 如], 是 同 伦 的 ， 由 命题 4， 
zo 和 a 以 各 为 起 点 的 提升 i 是 同 伦 的 ， 而 各 是 连接 各 和 .ps 的 
常 值 弧 , 因此 我 们 断定 和 = 2a， 证 毕 . 

推论 设 w: 久 -> B 是 覆盖 映照 ,道路 连通 , B 单 连通 ， 那 
么 丈 是 同 肪 . 
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我 们 已 经 在 比 原来 需要 的 更 一 般 的 情况 下 证 明了 命题 8.4 和 

一 事实 允许 我 们 对 问题 1 给 出 如 下 所 述 的 另 一 个 回答 ， 

设 w: 训 一 BB 是 具 提 升 弧 性 质 的 局 部 同 有 卡 ， 假 定 上 和 B 是 
局 部 地 “性 质 良 好 的 ”( 此 意义 有 待 精确 化 ), 那么 实际 上 是 覆盖 
映照 . 

所 和 需要 的 局 部 性 质 可 描述 如 下 。， 回 忆 一 下 ，BCR? 称 为 局 部 
道路 连通 , 如 果 每 一 点 的 任意 邻 域 都 包含 一 个 道路 连通 的 邻 城 ( 见 
第 五 章 附录 定义 12). 

定义 4 如 果 B 中 每 一 点 的 任意 邻 域 都 包含 一 个 单 连通 的 邻 
域 , 称 B 是 局 部 单 连通 的 . 

换言之 ,如 果 召 的 每 一 点 有 任意 小 的 单 连通 邻 域 ， 那 么 已 是 
局 部 单 连通 的 . 显然, 如果 如 是 局 部 单 连通 的 ， 那 么 是 局 部 道 
路 连通 的 . 

我 们 指出 正则 曲面 S 是 局 部 单 连 通 的 ， 这 是 因为 pS S 有 任 
意 小 的 同 私 于 平面 中 圆 盘 内 部 的 邻 域 . 

在 下 面 命题 的 证 明 中 ,我 们 将 需要 局 部 道路 连通 集 BCR 的 
下 列 性 质 ( 见 第 五 章 附录 部 分 D)、B 中 包 合 一 点 PE BB 的 所 有 道 
路 连通 子 集 的 并 集 4 显然 是 一 个 道路 连通 集 , 称 为 B 的 包含 点 
的 道路 连通 分 支 ， 由 于 B 是 局 部 道路 连通 的 ， 所 以 4 是 B 的 开 
集 ， 于 是 , B 可 以 写成 它 的 道路 连通 分 支 du 的 并 集 B 一 js4。, 这 
些 4。 是 开 集 而 且 两 两 不 相交 . 

我 们 再 指出 , 正则 曲面 是 局 部 道路 连通 的 ， 因 此 , 在 下 面 的 命 
题 中 , 当 广 和 B 都 是 正则 曲面 时 , 加 在 名 和 B 上 的 假设 都 被 满 
足 . 

命题 6 设 7w;B 了 一 B 是 具 提 升 弧 性 质 的 局 部 同 胚 。 假定 8 
局 部 单 连通 而 下 局 部 道路 连通 , 那么 zw 是 覆盖 映照 . 

证 明 设 pE B, 玉 是 2 在 好 中 的 一 个 单 连通 邻 域 。 集合 
mw-1( 耻 ) 是 它 的 道路 连通 分 支 的 并 集 , 亦 即 


wi(V) = Uy 六 
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这 里 了 PF。 是 开 的 , 道路 连通 的 且 两 两 不 相交 的 集合 ， 考 察 限制 映照 
wz: 了 >V， 如果 我 们 证 明 严 是 六。 到 了 上 的 同 胚 ,那么 严 将 满足 
覆盖 映照 定义 中 的 所 有 条 件 . 

我 们 首先 证 明 上 (7 = 广 ， 事实 上 , (六 CCF， 假 如 有 一 点 
PETV, 而 jp 生 w( 了 )， 那 么 , 由 于 下 是 道路 连通 的 ,就 存在 一 条 屋 
a， [a, 0] 一 VV 连接 点 gE mw (Pw) 和 2DP。 由 于 六 是 珠 前 弧 连 通 分 
支 , 因此 a 以 9EP。, 这 里 w(9) 一 g, 为 起 点 的 提升 是 信 。 中 的 弧 ， 
于 是 ， 

ma(0)) =pE mV,), 
这 是 一 个 了 矛盾， 所 以 w (P= 了. 

搂 下 来 我 们 看 到 ， 由 于 这。 是 开 的 ， 因 此 m: 了 >V 仍 是 一 个 
局 部 同 且 ， 由 上 面 的 论证 进一步 可 得 到 mm， 六 一 大 仍 具 有 提升 弧 
性 质 ， 因 此 , 命题 5 的 条 件 得 到 满足 , 从 而 wz 是 一 个 同 胚 ， 证 毕 ， 


,五 adamard 定理 

现在 我 们 将 回 到 本 节 一 开始 提出 的 问题 ， 即 在 什么 条 件 下 局 
部 微分 同 胚 expp: T0659) 一 5 是 Tpk5) 到 S 上 的 整体 微分 同 胚 ， 这 
里 是 曲率 下 <&0 的 完备 曲面 Ss 上 的 一 点 ， 下 面 的 命题 将 上 述 问 
题 分 解 为 问题 1 和 问题 2 从 而 对 它 提供 了 解答 . 

我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 1 设 S 是 曲率 <0 的 完备 曲面 。 那么 expp: Tp(5) 
一 S, pE ,是 增加 长 度 的 , 即 荐 WwETp(5), 则 成 立 

<(d expy)u (WwW), (d expy)u(W)> > Ww, WY>, . 

这 里 ， 稼 通常 那样 ，w 震 示 ( 了 5C69))s 中 一 个 将 % 平 移 w 后 得 到 的 
问 量 . 

证 明 车 w=0， 那 么 等 号 的 成 立 是 平凡 的 ， 因 此 ， 设 v= 
w/w|, ww 下 0, 并 设 7: [0, 可 SS, 1= |w|, 是 测 地 线 

7y(s) 一 expysu,sE [0, 中. 

由 Gauss 引 理 ， 我 们 可 假定 <w, 人 吵 =0， 设 (8) 一 s(dexpp)sv (2w) 
是 由 $5-5 引 理 1 给 出 的 沿 7Y 的 Jacobi 场 ， 我 们 知道 7 (0) 一 0， 
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(DJ /ds) (0) 一 岂 而 且 4 人 7，7 9)> 一 0,sE [0, 0. 


a /; DI\_ /DI 27 1(y Ds/ \ 


ds\v’ ds/ \d’ ds/ ’ Rs / 
TD ys 
-| 人 | -KI7l>0. 
、 3 DJ 。 
这 蕴涵 着 (J, 人 >0 
因此 ， 
d /DJ DJ\_ /DT DI\N_  。 /DT 从 
ds 《过 ”ds/ <\ ds ” ds ) 2K\ ds ” 7)>0. 
(1) 
由 此 导出 
DT DTN /DI DT /0 Cj 2 
Qs 3 cs />\ Os (0)， Cs (0)) C0, WY O; (2) 
因此 ， 


da Dy DI\. D27 
pbk 7D-2X ds ” ds ) 2 Cs82 》 
DJ DJ 
> 入 )>20. 3) 
积分 上 面 的 不 等 式 的 两 边 ,我 们 得 到 
d d 
-人 人， 17>20s+ (5 J, .> ) 


一 2Cs+3 (0), 7(0) )=20%, 

再 积分 一 次 就 有 

CT, T0884 C70), J (0)>— O08. 
在 这 个 表达 式 中 置 s=L, 并 注意 到 CO= 《ww, w》, 我 们 得 到 

TD, J DIL, wy. 
由 于 J (人 ) =1(d expyg)w(w) ,最 后 得 到 
dexpe) ww), (dexp)w (WwW) > LCw, Ww, 证 毕 . 

为 了 后 画 的 应 用 , 建立 下 面 的 结果 是 有 益 的 , 这 个 结果 可 从 上 面 的 
证 明 中 得 出 ， 
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《证 明 的 ) 推 论 设 下 二 0。 则 expy: Ts(5) 一 5S, pES, 是 局 
部 等 距 . 

只 要 注意 到 车 玉 二 0, 那么 可 以 在 上 面 的 证 明 中 用 “三 0” 代 雹 
式 子 (1)，(2) 和 (3) 中 的 “>0”, 于 是 推论 成 立 . 

命题 7 设 S 是 Gauss 曲率 五福 0 的 完备 曲面 ， 那 么 映照 
sxps: Tp)—> 5, 2EA, 是 覆盖 上 映照. 

证 明 ”由于 已 经 知道 exps 是 一 个 局 部 微分 同 胚 , 因此 , (由 命 
题 6) 只 要 再 证 明 exp* 具 提 升 浙 性 质 就 行 了 . 

设 w [0, 呈 一 5 是 5 中 的 一 条 弧 ，vETg(S) 满足 exppv~ 
%(0)， 由 于 仿 是 完备 的 , 所 以 这 样 的 2 存在 .由 于 expy 是 一 个 局 
部 微分 同 胚 , 因此 在 7,CS) 中 存在 % 的 一 个 邻 域 0 使 得 exps 限制 
于 UU 时 是 微分 同 肛 。 于 是 利用 exps(0) 中 的 expz 可 以 在 0 的 一 
个 邻 域内 定义 a 

现在 设 4 是 使 得 & 在 [0, 并 上 有 定义 的 4E [0, 站 的 集合 ，4 
不 是 空 集 , 而 且 如 果 ca(t 如 ) 有 定义 , 那么 & 在 如 的 一 个 邻 域内 也 有 
定义 ， 也 就 是 说 ,是 [0, 如 中 的 开 集 ， 一 当 我 们 再 证 明 4 也 是 
[0, 妖 中 的 闭 集 , 那么 由 [0, 习 的 连通 性 我 们 就 有 4= Lo, 妇 , 因而 
% 可 以 整个 被 提升 . 

因此 证 明 的 关键 在 于 说 明 4 是 [0, 如 中 的 闵 集 ， 为 此 ， 设 
toE [0, 习 是 4 的 一 个 率 点 , {如 是 一 个 序列 , {ty 刀 , 刀 EE A4, % 一 
1，2, .…， 我 们 将 首先 证 明 a( 纪 ) 有 一 个 聚 点 . 

假定 &C) 在 全,(s) 中 没有 率 点 。 那么 在 Tpls) 中 任意 给 定 一 
个 中 心 在 (0) 的 闭 圆 盘 D， 就 有 一 个 mo 使 得 a(t,) 全 DD， 这 样 一 
来 就 得 出 在 To(S) 中 从 &(0) 到 wa( 如 ) 的 距离 可 以 任意 大 。 由 引 理 
1,，expp， 了 Tp(S)->S 增加 向 量 的 长 嵌 ， 因 此 显然 可 兄 在 中 从 
wa(0) 到 (如 ) 的 内 区 距离 也 可 任意 大 ， 但 是 这 个 结论 与 从 w(0) 到 
olto) -lm ai) 的 内 草 距 离 是 有 限 的 事实 示 盾 ， 这 证 实 了 我 们 的 
断 育 . 

我 们 用 9 表示 (6,) 的 一 个 聚 点 . 
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现在 设 广 是 g 在 了 ,CS) 中 的 邻 域 ， 使 得 exps 限制 于 站 上 是 
微分 同 胚 . 由 于 9 是 {a(tn)} 的 除 点 , 因此 存在 入 使 得 (ts,) EV. 
此 外 ， 因 为 a 是 连续 的 ， 所 以 存在 开 区 间 TC [0, 如 ,好 EI, 使 得 
ol 了 )C exps(V)~U， 利 用 expy! 在 U 上 的 限制 可 以 定义 a 在 了 
上 以 a(t) 为 起 点 的 提升 。 由 于 expy 是 局 部 微分 同 胚 , 这 个 提升 
与 a 在 [0, to) 了 中 重合 ,因而 是 4 到 一 个 包含 如 的 区 闻 上 的 延 
拓 ， 因 此 , 集合 4 是 闭 的 , 这 就 完成 了 命题 7 的 证 明 、 证 毕 . 

注 1 应 该 注意 曲率 条 件 下 <0 仅 用 来 保证 expy: To(S) 一 全 
为 增加 长 度 的 局 部 微分 同 胚 . 因此 ， 实 际 上 我 们 已 经 证 明 : 如 果 
29: Si1 悦 Sa 是 完备 曲面 3x 到 曲面 5。 上 增加 长 度 的 局 部 微分 同 
胚 , 则 9 是 一 覆盖 映照 . 

以 下 的 命题 称 为 Hadamard 定理 ， 它 描述 了 曲率 KK<0 的 完 
备 曲 面 的 拓扑 结构 ， 

定理 1 (Hadamard) 设 8 为 一 个 Gauss 曲率 下 <0 的 单 
连通 完备 曲面 ， 则 expy: T(S) 一 8 PE S， 是 微分 同 胚 ， 即 S 微 
分 同 胚 于 一 个 平面 . 

证 明 由 命题 7, exp,: 7,(S) 一 5 是 覆盖 映照 。 而 由 命题 5 
的 推论 ，exps 是 同 凸 . 由 于 exp* 是 局 部 微分 同 胚 , 因而 它 的 逆 映 
照 是 可 微 的 , 所 以 expy 是 微分 同 胚 ， 证 毕 . 

我 们 现在 要 提 及 覆盖 空间 的 另 一 个 几何 应 用 ， 它 也 称 为 
Hadamard 定理 . 回想 一 下 ,Glauss 曲率 及 >0 的 连通 紧 致 正则 
有 曲面 称 为 卵 形 面 (参见 $5-2 的 注 1)， | 

定理 2 (Hadamard) 设 5 是 一 卵 形 面 ， 则 Gauss 映照 
NS 一 S53 是 微分 同 胚 ， 因 而 5 微分 同 胚 于 球面 ， 

证 明 ”由 于 对 每 一 个 PE 8, S 的 Gauss 曲率 KK =det(aN,) 
是 正 的 ,所 以 W 是 局 部 微分 同 肪 .出 命题 1, W 是 覆盖 映照 . 由 于 
球面 S3 是 单 连通 的 , 我 们 从 命题 5 的 推论 中 推断 出 W:S 一 和 ”> 是 
S 到 单位 球面 83 上 的 同 胚 ， 由 于 放 是 局 部 微分 同 胚 , 所 以 它 的 
逆 映 照 是 可 微 的 , 因此 六 是 微分 同上 肽 .证 毕 ， 

注 2& 实际 上 我 们 已 经 证 明 的 结论 比 这 个 还 要 多 ， 由 于 
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Banss 映照 六 是 微分 同 胚 ， 所 以 民 ? 的 每 一 个 单位 向 量 " 作为 8 
的 单位 法 向 量 恰 好 出 现 一 次 ， 取 一 个 垂直 于 v 而 与 襄 不 相交 的 
平面 , 然后 将 此 平面 平行 于 本 上身 移动 直至 与 曲面 S 相遇 .我们 得 
到 结论 :8 位 于 它 的 每 个 切 平面 的 一 侧 . 这 个 结论 可 以 表达 为 : 外 
形 面 S 基 局 部 目的 ， 由 此 可 以 证 明 沪 确实 是 一 个 是 集 的 边界 ( 凸 
集 是 指 这 样 的 集合 CR 使 得 连结 任意 两 点 2p, 9€ 下 的 线段 完 
全 属于 K). 
注 3 8S. SOhern 和 及 .区 ,Lashof 将 玉 >>8 的 紧 致 曲面 同 且 - 

于 球面 这 样 一 个 事实 推广 到 玉 关 0 的 紧 致 曲面 (On the Total 
Ourvature of Immersed Manifolds,” Michigan Math. J. 5 
(1958), 5~12)， 对 完备 曲面 的 推广 是 J. J. Stoker 首先 得 到 的 
(‘‘Ober die Gestalt der positiv gekriimnten offenen Fliiche”, 
Compositio Math. 3(1986), 58~59)， 他 证 明了 到 >>0 的 完备 曲 
面 同 胚 于 球面 或 平面 , 同时 他 还 证 明了 其 它 一 些 结 果 ， 他 的 这 个 
结果 对 玉 之 0 也 是 成 立 的 , 只 要 假定 在 某 点 >>0 (有 关 这 个 问题 
的 证 明和 评论 请 看 M. do Garmo and EB. Lima, “Tsometrie 
Immersions with Non-negative Seotional Curvatures,”Boletim 
da Soo. Brag. Mat. 2(1971), 9~22). 


习 题 


1. 证 明 : 由 w() 一 《eost，sint), t€ 民 给 定 的 映照 x: R 一 S1={(z, DER 
v2 十 久 7 一直 是 一 个 覆盖 映照 

3. 证明: 由 mo 的 一 (一 所 22y)，(z, 妨 E R3, 给 定 的 肌 腿 mw; R? 一 {0, 0} 
-Ra-- {0, 0} 是 一 个 双 叶 覆盖 映照 . 

3. 设 8 是 由 螺旋 线 (cos 加 sin bt) 的 主 法 线 生成 的 正 螺 面 ， 以 表示 s 
畏 , 令 w: 8 一 >R? 一 {0，0} 为 投影 wz) yz) 二 (%, y)， 证 明 w 是 一 覆 
盖 映 照 

4， 熟悉 复 变 函数 的 人 会 注意 到 , 习题 2 中 的 映照 "就 是 从 C-{0 到 C-{0} 
的 映照 x(s) = 这 里 是 复 平 而 , se C， 试 作 一 推广 ; 证 明 由 wC2)= 
?给 定 的 映照 x; C-{0} -> C_{0} 是 % 叶 覆盖 映照 


CT 
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， 设 加 CR? 是 一 道路 连通 集 ， 证 明 以 下 的 两 个 性 质 是 等 价 的 (参见 定义 

3): 

1. 对 任何 一 对 点 p, 9€ B 和 任何 一 对 弧 ao: [0, D> B, ol [0, 门 一 忆 ， 
存在 五 中 连接 oo 和 oa 的 一 个 同 伦 . 

2. 对 任何 p€ B 和 任何 弧 &: [0, 一 B, a(0)=a(1)=p( 即 a 是 一 闭 
弧 ， 以 #8 为 起 始点 和 终点 )， 存 在 连接 a 和 常 喀 弧 oCs) 一 p, 5E€ 
[0, 妇 的 同 伦 . 

， 国 定 一 个 点 po ER?2 并 gi(p)=tjpo 十 (1 一 人 PD, 2E 民 定义 一 族 了 映照 

ps RR >R?, 1E [0, 1]， 注意 qo(p) 王 2p, 91C(Pp) 一 po。 因而 gs 是 连续 的 

映照 族 , 它 开 始 于 恒 等 映照 , 结束 于 常 值 瑞 照 pp。 应 用 这 些 想法 证 明 2 

是 单 连通 的 ， 

. a. 应 用 球 极 射影 和 习题 6 证 明 : 球面 5* 上 任何 一 条 闭 弧 若 其 象 集 至 少 
略 去 S53 的 一 个 点 , 则 必 同 伦 于 一 常 值 弧 . 

b. 证 明 ， A .上 的 任何 一 条 闭 张 同 伦 于 5? 中 一 个 象 集 至 少 略 去 心 " 的 一 
个 点 的 闭 弧 ， 

c. 出 a 和 5 推断 5 是 单 连通 的 。 为 什么 58 是 必需 的 ? 

(Klingenberg 引 理 ) 设 ScR? 是 Gauss 曲 率 正 < 到 的 完备 曲面 , 这 

里 Ks 是 一 非 负 常数 。 设 p, 9€ 5S, 并 设 Yo 和 Yi 是 连结 p、 gq 的 两 条 不 

同 的 测 地 线 ,Ky?yo 志 AY1); 这 里 区 ) 表 示 相 应 曲线 的 长 度 .假设 Yo 同 伦 

于 71 即 存 在 一 个 连续 的 曲 

线 族 Cly 1€ [Lo, 1]， 连接 多 

和 9, 且 使 go 二 Yo old 一 ?1 

本 习题 的 自 的 是 证 阴 存 在 

to€ [0, 了 使 得 

x+KaoDs < 

0 


《因此 ,这 个 同 伦 必须 通过 一 

条 “长 "曲线 , 见 图 5-29) 假 定 
1Cy0) < /VEo 

《否则 就 没有 什么 要 证 明 的 

了 )， 然 后 按 以 下 步骤 来 进 

行 ; 

a， 利用 第 一 比较 定理 (85-5 
习题 3) 证 明 . exp。: 了 
(SS) 一 5 在 p 阅 围 的 一 图 5.29 XIingenberg 引 理 
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个 半径 为 wf/VEo 的 开盘 万 内 没有 临界 点 . 

b， 证 明 , 对 较 小 的 记 可 以 把 曲线 w 提升 到 切 平面 了 “3) 中 ; 即 存在 连 
按 ezpzl(2) 一 0 和 expil(a)=2 的 曲线 荔 使 得 exzpoo 入 一 or 

6. 证 明 本 题 b 中 的 提升 不 能 对 所 有 的 #E [0, 了 定义 .推断 对 任何 s>>0, 
存在 人 es》 使 得 cxe 能 被 提升 到 Buxw 0 且 Gxt) 包含 离 B 的 边界 的 距离 
<ée 的 点 . 碳 此 ， 


iy0) tere) > 一 3c. 


4. 在 本 题 。 中 选取 e 的 一 序列 {fen} 一 0 并 考虑 长 (es 的 一 个 收 仇 子 序 
列 . 推断 存在 曲线 ww 加 E [0, 十， 使 得 


Cy0) tan)> 庆 - 


9. a. 利用 Klingenberg 引 理 证 明 ; 如 果 心 是 完备 的 单 连通 曲面 且 K<0， 
则 expp: TpK9) 一 9 是 41-1 的. 

b. 利用 本 题 a 给 出 了 Hadamard 定理 (定理 1) 的 一 个 简单 证 明 . 
*1i0, 《Synge 引 理 ) 我 们 回忆 一 下 , 曲面 S 上 可 微 闭 曲 线 是 指 一 个 可 微 映 
照 w% [0 如 > 38, 使 得 a 及 它 的 所 有 导数 在 0 和 1 处 相同 ， 两 条 可 微 闭 
划 线 是 自由 同 伦 的 ,如 时 存在 一 连续 映照 有 孔 ， [0 悦 x [0, 二 一 5 使 得 
五 (s, 0)==aoCs), 耳 (s, 1) 二 a1i(s), s€ [0, 如。 映照 互 称 为 oo 和 1 之 
闻 的 一 个 自由 同 伦 ( 端 点 不 国定 )， 假 定 8 是 可 定向 的 并 具 正 Gauss 曲 
率 .证 明 ;S. 上 的 任何 简单 闭 测 地 线 自 由 同 伦 于 一 条 长 度 较 短 的 闭 曲 线 . 
1. 设 仿 为 完备 曲面 ， 点 jE5 称 为 一 个 极点 , 如 果 每 条 满足 7Y(0) 二 p 的 
测 地 线 7: [0，c) 一 全 都 不 包含 关于 ?7 与 2 共 辐 的 点 。 运 用 Klingen~ 
berg 引 理 (习题 8) 的 技巧 证 明 : 如 果 号 是 单 连通 的 ， 且 具有 .一 个 极点 

2D, 则 exzp: Zp《S)-> 是 微分 同 胚 。 
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在 这 一 节 , 我 们 将 对 闭 曲 线 给 出 一 些 整 体 性 的 定理 . 这 里 所 
用 的 主要 工具 ,是 贺 周 的 连续 映照 的 度数 理论 。 为 了 引进 度数 的 
概念 , 将 用 到 5-6 中 建立 起 来 的 覆盖 映照 的 一 些 性 质 . 
设 太 一 {o ER wo 二 =1l}, 并 设 w; 民 一 5+ 是 由 
NP) = (C0s w, sin %), wvER 


给 出 的 实 直线 民 对 旋 的 覆盖 设 9 人 一 人 是 连续 映照 ， 9 的 
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度数 定义 如 下 。 上 映照 p: S' -> S51 中 的 第 一 个 人,， 可 以 看 成 是 其 端 
点 0 和 了 相 重 合 的 闭 区 间 [0, 有 .于 是 ，9 便 可 当 作 连续 映照 8: 
[0, 如 ->51, 满足 gC0)=p00 =pE SY， 这 样 一 来 ，p 是 S51 中 zp 处 
的 一 条 闭 绝 , 根据 $5-6 的 命题 2, 就 能 在 满足 上 (oo) =2 的 2 处 ,只 
一 地 提升 为 一 条 从 zx 出 发 的 弧 [0, 如 一 民 ， 因 为 xw(8(0)) 一 
xz(Y(D), 差 值 Y 人 一 950) 应 是 2m 的 整数 们 。 由 下 式 给 定 的 整数 
degy, 
用 (人 ) 一 和 (0) 一 (degp) 2n, 

称 作 9 的 度数 . 

直观 上 说 ，degyp 是 9: [0, 如 一 8S! 把 [0, 习 绕 5 的 “包围 ”次 
数 (图 5-30). 注意 , 函数 9: [0, 中 一 民 就 是 连续 确定 由 固定 向 量 
p(0) 一 0 与 p 人 的 一 DO 决定 的 正 角 , 这 里 的 4E [0, 有 , 0= (0, 0). 
例如 ,8 5-6 部 分 4 中 的 例 4 所 叙述 的 映照 xw: SI 一 >S- 就 具有 度数 
k. 


HD) 


f 3 全 
一 pa p=¢(0) 
0 及 St 
图 5-30 


我 们 必须 说 明 , 度数 的 定义 与 p 及 4 的 选取 无 关 . 

首先 ，dego 与 的 选取 无 关 ， 事 实 上 , 设 zi>z 是 RR 中 满足 
w (wi) 一 Pp 的 一点， 并 设 拓 ( 旨 =9 提 十 (2 一 2), EE [0, 如 。 因为 
v4-w 是 2 的 整数 倍 , 所 以 由 是 p 从 人 导出 发 的 一 种 提升 . 根据 
§ 5-6 命题 2 的 唯一 性 部 分 , 下 确 是 p 从 作出 发 的 提升 ， 因 为 

G1D — G0) 一 GD — (0) = (deg p)2n, 

所 以 无 论 是 关于 ”或 是 关于 必 计算 ,yp 的 度数 都 是 相同 的 . 

其 次 , deg pg 与 DER 的 选取 无 关 ， 事 实 上 , 除了 的 对 径 点 


f 


[386] 第 五 章 整体 微分 几何 学 


以 外 , 每 一 点 寻 ES1 均 属于 wp 的 特定 邻 域 Ui， 在 w-1(UD) 含 v 的 
连通 分 支 中 选取 v1, 使 得 5 (201) 一 pz, 并 设 Pi 是 
g: [0, 1 > 5, g(0) 一 入 

从 vi 出 发 的 提升 ， 显然 ， 181C0) 一 8(0) | 二 2w。 由 构造 提升 的 一 
步 步 过 程 可 以 推出 (参见 $5-6, 命题 2 的 证 明 )。 | 外 一 900 | 
达 2m， 因为 两 个 差 值 $0) 一 C0),， Bi 0) 一 徊 (0) 都 必须 是 2x 的 
整数 倍 , 它们 的 值 实际 上 是 相等 的 .根据 连续 性 , 这 结论 对 p 的 对 
径 点 也 成 立 , 所 以 也 就 证 明了 我 们 的 断言 . 

度数 的 最 重要 的 性 质 ， 是 它 在 同 伦 之 下 的 不 变性 ， 说 得 更 精 
确 一 些 , 设 pi gs: S1 一 全: 是 连续 上 映照， 固定 点 PE SS， 从 而 得 到 
2 点 的 两 条 闭 弧 pi, ga [0, 如一 5，p1(0) 一 pa(0) 一 p。 如 果 gz 
与 wa 同 伦 , 则 deg pi 一 deg wa。 这 可 直接 由 如 下 的 事实 推出 (8 5- 
6, 命题 4; gp: 和 pa 从 固定 点 zxE 民 出 发 的 提升 也 是 同 伦 的 ， 因 
而 有 相同 的 终点 . 

应 该 指出 ， 如 果 p: [0, 杂 一 5S! 可 微 , 按 p( 及 一 (人 区 ，8 信 ) 
就 决定 了 两 个 可 微 症 数 4==a(t), 5 一 560 它们 满足 条 件 wm? 十 52 
一 ]， 这 时 , 由 Yo=z 出 发 的 提升 多 正好 是 可 微 函 数 (参见 8 4-4， 
引 理 1) 


ed md t 严 了 
FC =—Got+| ab’ ba) dt. 


这 件 事 可 由 提升 的 唯一 性 ， 以 及 cos (外 一 a，sin 多 (人) 一 0() 和 
8(0) = 的 事实 推出 ， 于 是 , 在 可 微 的 情形 ，g 的 度数 能 用 积分 
表示 
degp= 翅 | a 

度数 的 概念 ， 已 以 后 一 形式 在 本 书 中 反复 出 现 过 ， 例如 ， 当 
v.UCR? -> R’, 1 过 39, 是 向 量 场 , 而 (0, 0) 是 其 仅 有 的 奇 点 时 ,4 
在 (0, 0) 的 指标 (参见 § 45, 应 用 5 可 以 解释 为 由 gp(p) =vCp)/ 
sp)1, PE 中 给 出 的 映照 p: S1 一 51 的 度数 。 

在 讨论 进一步 的 例子 之 前 , 我 们 来 回忆 一 下 , 所 谓 (可 微 ) 闭 曲 
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线 是 指 可 微 映 照 a [0, 如一 R? (或 R%, 如 果 它 是 平面 曲线 的 话 》， 
使 得 a 的 分 量 , 以 及 a 的 各 阶 导 数 , 在 0 与 1 处 相等 ,车 w (的 关 ， 
对 一 切 tE [0, 习 成 立 , 曲线 w 便 是 正则 的 ; 车 只 要 入 天 to, 机 ,和 
[0, 六 ,就 有 olH) 关 alis), 曲线 a 便 是 简单 的 .有 时 候 , 较 适 宜 上 ; 
是 仅仅 假定 a 连续 ; 这 时 , 我 们 就 直接 说 明 , w“ 是 一 条 连续 闭 曲线 . 
例 1( 曲 线 的 环绕 数 ) 设 a [0, 如 一 R? 是 平面 上 的 连续 闭 旧 
线 ， 选 取 点 po& 民 *, 使 得 po 持 a([0, 阅 ), 并 设 9; [0, 如 一 全 由 


oa(t) 一 0 
oD) = Ta pT’ te [0 有， 


给 定 . 显然 ,p(0) 一 p(), 故 g 可 看 作 S7 到 57 的 映照 ; 它 称 作 “ 
关于 po 的 位 置 映照 。9 的 度数 叫做 曲线 w 关于 po 的 环绕 数 ( 或 指 
标 ) (图 5-31) 

注意 , 如 果 河 与 w([0, 悦 ) 不 相交 的 弧 有 移动 po, 则 环绕 数 你 
持 不 变 ， 其 实 , a 关于 B 上 任意 两 点 的 位 置 映照 , 显然 可 用 一 个 辐 
伦 连 接 . 由 些 可 知 , 当 g 在 R? 一 a([0, 刀 ) 的 连通 分 文中 变化 时 ， 
a 关于 9 的 环绕 数 保持 不 变 . 


on 8 


al) 一 Po 
fatr) -zeo| 


图 5-31 


例 2&( 曲 线 的 旋转 指标 ) ” 设 a [0, 如 一 R? 是 正则 平面 闭 曲 
线 , 并 设 p: [0, 如 -> 5" 为 


PO -ST te [0, 9. 
显然 , p 是 可 微 的 , 且 gC(0) =p(DD)，、9 称 做 ww 的 切 映 照 , 而 9 的 度 
数 则 称 作 a 的 旋转 指标 ”在 直观 上 , 闲 曲 线 的 旋转 指标 是 沿 曲 庆 
的 切 向 量 场 转动 的 整 周 数 ( 兄 8 二 7 图 1-27). 
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旋转 指标 的 概念 ， 利 用 顶点 处 的 交角 ( 见 $ 4-5), 可 推广 到 分 
段 正则 曲线 的 情形 ,并 能 证 明 分 段 正 则 的 简单 闭 曲 线 , 它 的 旋转 
指标 是 土 1( 切 线 回转 定理 )， 这 个 事实 已 在 Gauss-Bonnet 定理 
的 证 明 中 用 到 过 .在 本 节 的 后 面部 分 ,我 们 将 证 明 切 线 回转 定理 
的 可 微 说 法 . 

我 们 的 第 一 个 整体 性 定理 , 就 是 所 请 Jordan 曲线 定理 的 可 微 
说 法 .在 证 明 中 , 我 们 将 假定 读者 已 熟悉 § 2-7 的 内 容 . 

定理 工 (可 微分 的 Jordan 曲线 定理 ) ” 设 a [0, 中 一 民 : 是 
平面 正则 简单 闭 归 线 ， 则 民 : 一 xc([o0, 习 ) 恰 有 两 个 连通 分 支 , 且 以 
al[0, 如 ) 为 它们 的 公共 边界 ， 

证 明 设 Wo 是 al([0, 如) 的 管状 邻 域 ， 它 的 构造 方法 , 与 
紧 致 曲面 的 管状 邻 域 的 构造 方法 相同 (参见 § 2-7) ， 我 们 来 回忆 
一 下 ，We(o) 是 以 ol 如 为 中 心 , 长 度 为 2s 的 开 法 线段 7,( 四 的 并 
集 . 显然 , we(o) 一 a([0, 习 ) 有 两 个 连通 分 支 Ti 和 Ta， 用 ww(Pp) 
表示 a 关于 pE R? 一 a([0, 如 ) 的 环绕 数 . 证 明 的 关键 点 在 于 说 
明 : 如 果 罗 与 ps 属于 Ne(o 一 上 a([0, 引 ) 的 不 同 连通 分 支 ,但 属于 
同一 个 了 (加 )， 加 E [0, ,Ww pi) — Ww (ps) 二 土 1, 符号 依赖 于 a 
的 定向 . 

选取 邻近 于 a(to) 的 点 4=a() 和 D=a (a), 本 < 近 如 < 二， 使 
得 a 上 的 4D 绝 ， 能 够 同 伦 地 形变 到 图 5-32 的 多 边 形 4BCD 上 
去 . 这 里 , BO 是 a(to) 处 的 切线 段 ， 而 B4 与 OD 则 平行 于 a(to) 
处 的 法 线 . 

设 8， [0, 为 一 民 表示 用 多 边 形 4BOD 代 换 m 上 的 4D 弧 
后 所 得 的 项 线 , 且 我 们 假定 8(0) =B6(D) 4, 而 B(is) = D， 显 然 ， 
Ww(P2) 与 ww(psa) 保 持 人 不 变 . 

设 由 ,px [0, 门 -> 有 分别 是 B 关 于 Pi, ps 的 位 置 映照 (参见 
例 1) ,并 设 Fi， Bs: [0, 站 是 它们 从 一 个 园 定点 , 比如 0€ 民 , 出 发 的 
提升 、 为 方便 计 , 我 们 假定 的 定向 如 图 5-32 所 给 定 . 

首先 注意 , 车 iE [ts, 站, 则 (办 到 入 和 2 的 上 距离， 都 以 一 个 
与 无 关 的 数 作 为 下 界 , 这 个 数 就 是 两 个 距离 dist(pl，BGWN (oo ) 
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A=a(ti) = BO) 


5-3$2 


和 dist( pa BCLNe(ao) ) 中 最 小 的 一 个 .由 此 可 知 , 当 pi 趋 于 ps 时， 
a 人 的 一 由 与 wx 的 一 2a 的 交角 在 [ts， 人 站 中 一 致 趋 于 零 . 
现在 就 很 清楚 , 能 把 和 n 和 ps 选取 得 充分 接近 , 使 得 91Cis) 一 
1(0) = — 81 alts) — 20) 二 一 (w 十 8a)， 这 里 的 &41 和 8， 小 于 
wm/3.。 而 且 ， 
2 (WP) — pa) = (BD — (0)) — (Gal) — G30)) 
~ {(P1— 92) (DD 一 ($1— $a) (ts)} 
+{(P1— Ha) (te) — (81— $2) (0)}. 
根据 上 述 的 注意 ， 当 9 充分 接近 于 ps 时, 第 一 项 可 以 任意 小 , 比 
如 等 于 es<m/3， 于 是 
2 (2 (PD1) — WPa)) = 88+ NA— 861 
—(—5—82)—27+8, 
其 中 的 二 zx， 如 果 pi 充分 接近 于 ps 的 话 ， 由 此 推出 wp 一 
w(ps) 一 1, 符合 我 们 的 断言 ， 
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要 完成 证 明 现 在 就 比较 容易 了 .因为 w(P) 在 只? 一 wx([0, 吕 ) 
一 W 的 每 个 连通 分 支 上 是 常数 , 由 上 可 知 , 玉 中 至 少 有 两 个 连通 
分 支 、 我们 来 说 明 这 种 分 支 恰好 有 两 个 ， 

事实 上 , 设 C 是 丈 的 连通 分 支 ， 显 然 , BdO# 他 , 且 BdOC 
a([0, 如 )， 另 一 方面 ， 若 pE a([0, 如 ), p 就 有 一 邻 域 , 它 只 含 
ol([0, 如) .Ti 和 Ts 中 的 点 (Ti 与 Ts 是 和 Nslw) 一 a([0, 习 ) 的 连通 
分 支 )。 从 而 , 或 者 71, 或 者 Ta, 总 要 和 O 相交 ,由 于 O 是 连通 分 
支 , CDT1 或 者 CT 所以, WW 至 多 只 有 两 个 (因此 , 恰好 是 两 
个 ) 连 通 分 支 。 把 它们 记 作 Os 和 OCs。 上 面 的 论证 也 说 明 BdOj = 
m《[0, 品 ) = Bd0s. 证 上 毕 . 

定理 1 给 出 的 两 个 连通 分 支 是 容易 区 分 的 .首先 我 们 看 到 ， 
如 果 po 在 包含 a([0, 习 ) 的 闭 圆 盘 D( 因 为 [0, 品 紧 致 ， 这 种 加 嚼 
存在 ) 的 外 部 , 则 a 关于 po 的 环绕 数 是 零 ， 这 是 由 如 下 的 事实 推 
出 的 : 连接 po 和 <( 轧 ,3 [0, 口 的 直线 ， 都 落 在 由 po 到 圆周 BaD 
的 两 条 切线 所 限定 的 、 包 含 DD 的 一 个 区 域内 、 这 样 一 来 ,环线 数 
为 零 的 连通 分 支 是 无 界 的 ， 且 包含 茶 一 确定 圆 盘 外 的 所 有 点 。 很 
清楚 , 余下 的 连通 分 支 的 环线 数 为 土 1, 且 为 有 界 ， 通常 分 别 把 它 
们 称 做 a 的 外 部 和 a 的 内 部 ， 

注 1 在 Gauss-Bonnet 定理 的 应 用 ($4-5) 中 己 用 过 的 ， 上 
述 定理 的 一 个 有 用 前 补充 是 : a 的 内 部 同 胚 于 一 个 开 圆 盘 ， 它 的 
证 明 能 在 了 J. Stoker，Differential Geometry, Wiley-Inter- 
soience, New York, 1969, 43~45 中 找到 。 

我 们 现在 来 证 明 切 线 回转 定理 的 可 微 说 法 ， 

定理 2 设 8: [0, 如 一 R? 是 平面 正则 简单 闲 曲 线 . 则 BB 的 
旋转 指标 是 土 1 符号 取决 于 B6 的 定向 ). 

证 明 ”考虑 一 条 与 该 曲线 不 相交 的 直线 ， 平行 移动 这 条 直线 ， 
直至 它 和 这 条 曲线 相 切 .这 时 的 直线 位 置 记 为 六 曲线 与 工 的 切 点 
则 记 为 Z， 显 然 , 整 条 曲线 洲 在 1 的 一 边 (图 5-883)。 选取 这 条 曲 
线 的 一 个 新 的 参数 表示 a: [0, 如 一 R”, 使 得 «(0) 一 p， 现 在 , 设 

T={(, ta) € [0, Dx [0, HH;0Rei < 
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为 三 角形 区 域 , 并 定义 “ 割 线 映照 ” 炒 了 一 SI? 为 


(to)—0(t) 
(th, ta) [a(#s) —o(t1)T’ tk (ti, ts) ET {00, DD)}, 


bl D = ST 0 D = — ERT. 


因为 a 正则 , 容易 看 出 小 是 连续 的 ， 设 4=(0, 0), B= (0, 
站, 0 一 (1, 了 D 是 三 角形 全 的 顶点 ， 注 意 , 少 限 制 到 40 边 上 时 , 是 
a 的 切 上 映照, 它 的 度数 是 “ 的 旋转 指标 ， 显然 (图 5-33), 这 个 切 
映照 与 业 在 其 余 两 边 4B 和 BO 上 的 限制 同 伦 、 这 样 一 来 , 问题 
就 化 为 证 明 后 一 映照 的 度数 是 土 1. 


= 


图 5-33 


假定 平面 和 曲线 的 定向 取得 使 (0) 到 一 a (0) 的 有 淘 角 为 
.这 时 ,由 在 4B 上 的 限制 按 正 方向 覆盖 了 半 个 全 ,而 外 在 BC 
上 的 限制 , 也 按 正 方向 覆盖 了 5S? 余下 的 一 半 ( 图 5-33)， 于 是 , 山 
在 48 与 BO 上 的 限制 的 度数 是 +1， 把 定向 倒 过 来 , 这 个 度数 就 
是 一 1, 从 而 完成 了 证 明 . 证 毕 , 

切线 回转 定理 能 用 来 给 出 一 类 重要 的 曲线 ， 即 凸 曲线 的 特 
征 . 

设 a [0, 如 > 民 是 平面 正则 闭 曲线 ， 如 果 对 每 个 4 [0, 由， 
这 条 曲线 总 落 在 由 圭 处 的 切线 决定 的 某 一 闵 半 平面 中 ， “就 称 为 
西 曲线 (图 5-34 也 可 参见 8 1-7)、 如 果 % 是 简单 曲线 ， 凸 性 就 可 
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OU 


凸 曲线 非 凸 曲线 
图 5-34 


用 曲率 来 表示 ， 回 亿 一 下 , 对 平面 曲线 , 曲率 总 是 指 带 符号 的 有 曲率 
(§ 1-5, 注 1). 

命题 1 平面 正则 闭 曲 线 为 凸 曲 线 的 充 要 条 件 是 ， 它 为 简单 
曲线 , 且 其 曲率 不 变 号 . 

证 明 设 9: [0, 如 -> 5 是 a 的 切 映照 ,上 且 $. [0, 如->R 是 gp 
的 从 0ER 出 发 的 提升 ， 首先 指出 , 有 不 变 号 的 条 件 与 2 为 单调 
(5 之 0 时 非 递 减 ,8<0 时 非 递 增 ) 的 条 件 等 价 . 

现在 假设 a 为 简单 曲线 , 且 * 不 变 号 . 我 们 可 把 曲线 所 在 平面 
的 定 疝 取得 使 4 关 0、 假 定 w 不 是 凸 曲线 .这 时 就 存在 jE [0, 站 ， 
使 得 在 x( 如 ) 处 的 切线 全 的 两 边 , 均 能 找到 al[0, 如 ) 中 的 点 ， 设 
n 一 n(to) 是 如 处 的 法 向 量 , 并 令 

hb) = Kalb) —a to), >, t€ [0, 0]. 

因为 [0, 品 紧 致 , 且 了 了 的 两 边 都 有 曲线 上 的 点 , 所 以 “高 度 函 数 ”h。 
就 在 太 到 如 有 最 大 值 , 在 ts 如 有 最 小 值 ，o, 页 ,， 妇 处 的 切 向 量 都 
是 平行 的 ， 所 以 其 中 有 两 个 ， 比 如 a (to) ，w: (各 ) 就 具有 相同 的 方 
向 。 因 此 ,g(to) 一 gp(#), 而 且 , 根据 定理 2(a 为 简单 曲线 ),， $9 (to) 
一 Z(t) 。 让 我 们 假定 刀 >>， 根据 前 面 指出 的 事实 , 单调 非 递 
减 ， 因 此 在 [to, 雪上 为 常 值 。 这 件 事 意味 着 a([to, 纪 )C7T， 但 
这 与 的 选取 是 了 矛盾 的 , 所 以 就 证 明了 = 是 凸 曲线 ， 

反 过 来 , 假定 wx 是 凸 曲线 。 作 为 习题 我 们 让 读者 证 明 ; 如 果 
不 是 简单 曲线 ， 则 在 自身 的 交点 (图 5-35 (6)), 或 在 其 附近 (图 5- 
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(a) 《b) 
5-35 


35(5)), 山 性 就 要 受到 破坏 ， 所 以 , o 是 简单 曲线 

现在 我 们 假定 “ 是 凸 曲线 , 但 大 在 [0, 如 中 变 号 ， 这 时 就 存在 
两 点 妇 , 妇 E [0, 习 , 二 << 轻 使 得 多 (如 ) 一 Z(ty, 但 $B 在 [ 纪 , 纠 中 不 
取 常 值 . 

我 们 来 说 明 这 会 导致 矛盾 , 从 而 也 就 完成 证 明 . 根据 定理 2， 
存在 如 E [0, DD 使 得 p(s) 一 一 9 (各 )， 根据 凸 性 ,在 c( 直 )，a( 纪 )， 
alts) 处 的 三 条 平行 切线 中 , 有 两 条 必须 重合 ， 假定 重合 的 两 切线 
切 点 是 oa( 刀 ) 一 p，a(ts) 一 9， 轨 > 页， 我 们 说 , a 在 wp 与 9 之 间 的 一 
段 浙 必定 是 直线 段 pq. 

事实 上 ， 假 定 +<+& 是 这 段 弧 为 直线 段 的 最 后 一 点 (r 可 能 与 
p 重合 )， 因 为 这 条 曲线 落 在 直线 pq 的 同一 边 , 容易 看 出 , 在 p 附 
近 有 一 条 切线 了 将 在 一 个 内 点 穿 过 线段 pg (图 586). 这 时 jp 与 
g 就 落 在 了 的 不 同 的 两 边 。 这 是 矛盾 的 ， 因 而 证 明了 我 们 的 断 


1 


由 此 可 知 , 重合 的 切线 有 相同 的 方向 ; 也 就 是 说 ， 它 们 确实 十 
a( 纪 各 alts) 处 的 切线 。 从 而 ,9 在 外 , 坷 中 取 常 值 ， 这 个 韦 盾 就 
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证 实 了 大 在 [0, 六 中 不 变 号 ， 证 毕 . 

注 2 如 图 5-344o) 的 曲线 例子 所 示 , o 为 简单 曲线 的 条 件 对 
这 命题 是 不 可 少 的 . 

注 3 应 该 把 这 个 命题 与 8 5-6 的 注 2 和 注 3 作 比较 ; 那儿 说 
的 是 对 曲面 也 有 类 似 的 情况 ， 要 注意 的 是 , 在 曲面 的 情形 , 目 身 相 
交 的 不 存在 并 不 是 假定 , 而 是 结论 . 

注 4 可 以 证 明 : 下 面 正则 闭 曲线 为 凸 曲线 的 充 村 条 件 是 ， 它 
的 内 部 为 凸 集 太 CR? (参见 习题 各. 

现在 , 我 们 将 把 注意 力 转向 空间 曲线 . 以 后 曲线 这 个 词 将 意 
侏 着 以 弧 长 * 为 参数 的 正则 参数 曲线 a。[0, 如 一 R?， 车 a 是 平 
面 曲线 , 曲率 和 Cs) 是 指 a 带 符号 的 曲率 (人 参见 8 1-5); 否则 , (8) 就 
假定 为 对 一 切 s€ [0, 如 都 是 正 的 .把 积分 


| |b(s) ds 


称 为 a 的 全 曲率 是 较 合 适 的 . 
关于 空间 曲线 最 著名 的 整体 性 定理 ， 可 能 要 算是 所 谓 的 
Fenchel 定理 了 . 
定理 3(Eenchel 定理 ) 简单 闭 曲 线 的 全 曲率 总 是 之 2m, 等 
号 在 且 仅 在 曲线 为 平面 凸 井 线 时 成 立 . 
在 开始 证 明 以 前 , 我 们 来 引进 一 张 辅助 曲面 , 它 在 证 明定 理 4 
时 也 是 有 用 的 ， 
围绕 曲线 a 的 半径 为 7 的 管道 , 是 指 参 数 曲 面 
XX(s, 0) =a(s)+r(n cosvt+bsinv), se [0, 0 , vE€ [0，2r]， 
这 里 的 mn=n(s) 和 5=8(s), 分 别 是 0 的 主 法 向 量 和 从 法 向 量 。 容 
易 验 证 ” 
[人 X= EG F=7?(1— rk cos vo)’. 
我 们 假定 ” 充分 小 , 使 得 rio<1, 这 里 的 一 max|k(s) |，sE& [0， 
纪 ， 这 时 z 便 为 正则 , 而 且 道 过 直接 计算 有 
N= — (ncoswv+b sinv), 
人 人 =r -7k cos wv)N, 
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NANo=—=kcosv nocosvi+o sinv) = —kNoosy 
ss vy) A 
由 此 可 知 , 这 个 管道 的 Gauss 曲率 下 = 下 (8, 是 
Kl, =— ra v)° 
注意 , 互 的 轨迹 了 可 能 会 自身 相交 .、 但是， 如 果 o 为 简单 曲 
线 , 就 可 以 把 了 取得 足够 小 , 使 得 这 种 情况 不 会 发 生 ; 我 们 可 利用 
[0, 如 的 紧 致 性 ， 如 同 § 2-7 中 构造 管状 令 域 的 情形 那样 ， 来 做 到 
这 一 点 ， 另 外， 如果 & 是 闭 上 曲线, 全 就 是 同 有 是 于 环 面 的 正则 曲面 ， 
也 称 做 围绕 wa 的 管道 以下, 我们 总 假定 是 这 种 情形 . 
定理 3 的 证 明 设 了 了 是 围绕 @ 的 管道 ， 设 EcT 是 了 中 
Gausg 曲率 非 负 的 区 域 ， 一 方面 ， 


| Kao -||KVEG- Hds oy 


i 总 


1 3o/2 1 
-| xas| COS de 一 引 kls)as., 
0 三 /3 0 


另 一 方面 ,过 Rs 原点 的 每 条 半 直 线 工 ,至少 可 作为 及 上 的 一 
个 法 方向 ， 这 是 因为 如 迷 我 们 了 到 垂直 于 工 的 平面 PP, 使 得 PN 
一 条 ， 并 将 尸 朝 了 平行 移动 (图 5-37)， 在 它 最 初 与 全 相遇 的 点 
上 ,就 及 之 0. 

由 此 可 知 ， 瑟 的 Gauss 映照 访 把 整个 单位 球面 3? 至 少 覆 盖 


一 次 ;因而 | 人 as>>4m， 所 以 a 的 全 曲率 >2m, 我 们 已 经 证 明了 


定理 3 的 第 一 部 分 

我 们 看 到 ，Gauss 映照 W 限制 到 每 个 圆周 s 一 常数 上 是 11 
的 , 而 且 它 的 象 是 大 图 TsCS*， 我 们 将 用 TtCI, 来 表示 对 应 于 
>0 点 的 闭 半 圆周 . 

假定 a 是 平面 凸 曲线 。 这 时 ,所 有 的 了 就 有 相同 的 端点 也 
2&， 而 且 ， 根 据 廿 性 ， 对 sis su saE [0, 六 有 《站 《es 一 OU 
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{9}. 由 定理 的 第 一 部 分 推出 , | | do ~ 4 因此 ，a 的 全 曲率 等 


检 


于 27, 
5-37 
现在 假定 wx 的 全 曲率 等 于 2xw， 由 定理 的 第 一 部 分 知 ，, 
人 ac-4z. 


B 


我 们 说 , 这 时 所 有 的 :就 有 相同 的 端点 加 和 各 g， 不 然 的 话 , 就 存 
在 两 个 不 同 的 大 回 Ts 和 了。, sz 任意 接近 于 ss, 它 们 在 不 属于 
以 (RNQ) 的 两 个 对 径 点 相交 ， 这 里 的 @ 是 T 了 中 具有 非 正 曲率 的 
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点 集 ， 由 此 可 知 , 存在 两 个 正 曲率 的 点 , 它们 被 六 映 成 5 中 的 单 
独 一 点 ,因为 六 在 这 种 点 上 是 局 部 微分 同 胚 , 并 且 S? 中 的 每 一 点 


至 少 是 眉 中 一 个 点 的 象 我 们 就 得 到 | | Kdo>>4r, 这 是 矛盾 的 ， 


由 于 我 们 看 到 ， 了 了 中 Gauss 曲率 为 零 的 点 是 wx 的 从 法 线 与 了 
的 交点 ， 所 以 wa 的 从 法 向 量 就 与 直线 pg 平行。 这样 一 来 , o 就 落 
在 与 这 条 直线 垂直 的 平面 上 . 

最 后 我 们 来 证 明 w 是 凸 曲线 ， 我 们 可 假定 a 的 定向 取得 使 它 它 
的 旋转 指标 为 正 ， 因 为 “的 全 曲率 是 2 所 以 有 


i i 
2n=| lzlas>| hds. 
0 0 


另 一 方面 ， j kds> 27, 


这 里 的 了 = fsE [0, 习 ;(s) 之 0}， 这 个 不 等 式 对 任何 平面 闭 有 曲线 
都 是 成 立 的 ， 它 可 以 用 本 证 明 开头 时 对 RCT 用 过 的 完全 类 似 的 
论证 办 法 推 得 ， 这 样 一 来 ， 

[ie=- llds— 2r. 
所 以 ,b>0, 因而 a 是 平面 止 曲线 ， 证 毕 . 

注 名 不 难看 出 ， 即 使 "不 是 简单 曲线 ， 证 明 还 是 通 得 过 的 ， 
这 时 的 管道 将 有 自身 交点 ， 但 这 对 证 明 是 没有 关系 的 .在 证 明 的 
最 后 一 步 (a 的 凸 性 )， 必 须 看 到 , 我 们 实际 上 已 经 证 明 a 是 非 负 地 
弯曲 的 , 并 且 它 的 旋转 指标 等 于 1 回顾 命题 1 证 明 的 第 一 部 分 , 
容易 看 出 , 这 就 蕴涵 了 a 是 凸 曲 线 . 

我 们 要 利用 证 明 Fenehel 定理 的 方法 得 到 更 强 的 结果 ， 如 果 
空间 曲线 是 打 结 曲线 (马上 要 定义 的 一 个 概念 )， 那 么 其 全 曲率 事 
实 上 大 于 或 等 于 x. 

一 条 简单 闭 的 连续 曲线 OCRs 称 作 不 打 结 的 曲线 ,如果 存 在 
同 伦 且 ， StxI~-> RRS, 了 工 = [0, 1], 和 使 得 

.Hx {0}) = 8B, 
Hx {1})= ef 
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且 五 (Six{ 丹 ) 一 CiCRa 
对 一 切 1€ [0, 二 与 8 同 胚 .在 直观 上 , 这 意味 着 O 能 连续 地 和 形 
变 到 圆周 8 上 去 ,使 得 每 一 个 中 间 位 置 都 与 全 同 豚 ， 这 种 同 伦 
称 为 合 痕 ; 于 是 不 打 结 曲线 与 S° 合 痕 不 然 的 话 ，O 就 称 作 打 结 
曲线 (图 5-38) . 


名 ( 史 


不 打 结 的 曲线 打 结 的 曲线 
图 5-38 

定理 4(Fary-Milnor) 打 结 简单 半身 线 的 全 曲率 大 于 等 于 
4 | 

证 明 设 C=a([0, 站 )， 全 是 围绕 “的 管道 , 并 设 RcCT 是 
了 中 下 之 0 的 区 域 。 设 5=b(9) 是 a 的 从 法 向 量 ,并 设 v& 民 :是 单 
位 向 量 , 对 一 切 sE [0, 习 满足 v5(s)。， 设 如: [0, 可 RR 是 a 党 
4 方向 的 高 度 函数 ; 也 就 是 及 (8) =<a(s) 一 0, o>,sE [0, 如 。 很 清 
楚 ，s 为 ho 的 临界 点 的 充 要 条 件 是 4 垂直 于 als) 处 的 切线 ,而 且 ， 
在 临界 点 有 


(ho) = (EE ,v= hkn, oO 0, 


这 是 因为 对 一 切 s, v5(s) 且 h>0。 于 是 ,加 的 临界 点 就 或 者 是 
极 天 值 点 , 或 者 是 极 小 值 点 . 
现在 , 假定 a 的 全 糊 率 小 于 4r， 这 便 意味 着 


| [Kao ~ 2 pas < 8, 
Ek. 


我 们 断言 , 对 某 个 vo 持 5([0, 六) ， 和 ,恰好 有 两 个 临界 点 (因为 [0， 
品 紧 致 , 这 两 点 就 对 应 于 h。, 的 最 大 值 点 和 最 小 值 点 )， 不 然 的 话 ， 
这 时 对 每 个 " 皇 [0, 如 )， 知 就 至 少 有 三 个 临界 点 . 我 们 将 假定 
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其 中 有 两 点 s 和 sa 是 极 小 值 点 , 极 大 值 点 的 情形 可 类 似 处 理 ， 
考虑 与 9 垂直 , 且 卫 门卫 一 他 的 平面 P, 将 它 朝 了 平行 移动 
这 时 有 两 种 情形 ; 或 者 是 如 (sz) = 加 (sa) ,或 者 是 , 比如 说 , hb81) 过 
hss)， 在 第 一 种 情形 , 了 在 两 点 9i 关 ga 处 与 们 相遇, 并且 由 于 。， 
疆 5([0, 为)， 五 (9 和 天 (9 为 正 ， 在 第 二 种 情形 ，P 在 过 到 
as 之 前 ， 将 与 了 在 满足 区 (gi) >>0 的 点 和 处 相 过 .考虑 另 一 
张 平面 P, 它 与 了 平行 , 且 在 呈 上 方 相距 7 的 地 方 (r 是 管道 了 的 
半径 )， 将 了 进一步 往 上 移 , 直至 它 到 达 a(ss) 处 ; 这 时 卫 就 在 点 
49 基 91 处 与 了 相遇 〈 图 589)， 因 为 ss 是 极 小 值 点 ， 且 v 持 5([0, 
如 ), 所 以 牙 (g2) >>0， 于 是 无 论 在 何 种 情形 , 在 了 中 总 有 使 及 >0 
的 两 个 不 同 点 ， 并 且 访 将 它们 映 成 S53 中 的 单独 一 点 ， 这 与 


| { 玉 do 二 8x 的 事实 是 相 矛 盾 的 , 因而 证 实 了 我 们 的 断言 ， 


hy(s2) 


by) 
图 5-839 

设 红 和 ss 是 有 ,的 临界 点， 并 设 PP 和 了 是 与 垂直 , 且 
分 别 经 过 a(sn) 和 a(sa) 的 两 张 平面 。 与 wm 平行 且 在 Pi 与 Ps 之 
间 的 每 一 张 乎 面 , 与 O 将 怡 好 交 于 两 点 ， 用 直线 段 把 这 些 点 对 连 
楼 起 来 , 就 生成 一 张 以 0 为 边界 的 曲面 , 容易 看 出 它 与 圆 盘 是 同 且 
的 ， 这 样 一 来 ，O 便 是 不 打 结 曲 线 ,这 个 耶 盾 就 完成 了 定理 的 证 
明 ， 证 毕 ， 和 
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1， 决定 图 5-40 中 曲线 (4)，(5),，(e) 和 (4) 的 旋转 指标 , 


(a) 

: (oj 

(9) 2 
(9) 


图 5-40 


2. 设 a(hD=(x(GD， 5y(C0)，tE [0 是 可 微 于 面 闭 曲线 设 po 一 (zo yo) 
<&2 (wo, yo) 儿 aC[L0, 站 ), 并 定义 函数 


ot) — wo 
0 Tp mi Cy 


p01) = OY 
{w(to) —%0) 二 (YF CO— so) 人 12 * 
a， 利 用 64 的 引 理工 证 明 : 可 微 函数 
Ga 


op 人 一 po 十 [ CL 一 2 六 一 人 

测定 了 z 轴 与 位 置 向 量 (a(t) 一 一 po)/190) 一 加 | 的 交角 . 
. 利用 a 证 明 : 当 a 是 可 微 平 面 闭 曲 线 时 ,a 关于 po 的 环绕 数 是 积分 
w= 于- 上 (ab 一 Da' CE 本 加 


3. 设 [0, 器 一 民 与 6， [0, 如 > Rs 是 两 条 可 短 平 面 团 旧 线 ， 并 设 点 
ro ER? 满足 Po 拓 a《[0, 习 ) 和 po 持 B([0, 仆 )， 假定 ， 对 每 个 fe [0 中， 
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a(t) 和 BC 的 这 两 点 的 距离 比 <( 鸭 和 po 这 两 点 的 距离 近 ; 即 
lo) -BO | 天 cp — pol. 
利用 习题 2 证明; a 关于 po 的 环绕 数 等 于 6 关于 po 的 环绕 数 . 
，a， 设 正则 平面 闭 曲线 C 是 凸 曲线 ,， 因为 6 为 简单 曲线 ， 根 据 Jordan 
曲线 定理 , 它 就 决定 一 个 内 部 区 域 CR?， 证明: 及 是 凸 集 ( 即 ， 给 
定 p,9& ,直线 段 p49 仍 包含 在 下 中 ; 参见 因 -~7, 习题 9) ， 
b. 反之 ， 设 0 是 正则 平面 曲线 (不 一 定 是 闭 的 ), 并 假定 0 是 凸 区 城 的 
边界 ， 证 明 ; C 是 凸 曲线 ， 
， 设 C 是 正则 平面 凸 闭 曲 线 ， 根据 习题 4, C 的 内 部 下 是 凸 集 ， 设 
po EK, po¥F0. 
a&a， 证 明 : 连接 po 和 和 任意 点 9E0 的 直线 ,在 4g 点 不 与 0 相 切 . 
pb. 由 a 推出 ,0 的 旋转 指标 等 于 C 关于 po 的 环绕 数 . 
c， 由 bb 推出 下 列 事实 的 一 种 简单 证 明 ; 凸 闭 曲 线 的 旋转 指标 等 于 土 1. 
. 设 w [0, 辣 > RR? 是 以 弧 长 为 参数 的 正则 闭 曲 线 ， 假 定 对 一 切 s€ [0, 汪 ， 
0 |%(s) | <1 证明. 1 之 4m, 有 ?二 2%w 时 a 为 平面 凸 曲线 . 
，( 平 面 曲 线 的 Sehur 定理 ) 设 a [0, 站->R? 和 怨 [0, 站 -xR? 是 两 条 以 
弧 长 作 参 数 的 平面 是 曲线， 两 者 具有 相同 的 长 度 1， 分 别 用 和 来 记 
& 和 名 的 曲率 , 并 分 别 用 4 和 记 a 和 名 的 弦 长 ; 即 ， 
dCs)=|a(s) —a0)|, As) = 126s) —0)), 
假定 Cs) >XCs),，s € [0, 如 ， 我 们 要 证 明 dLs)<94Cs),s& [0, 如 (也 就 
是 , 若 我 们 把 曲线 拉 直 , 它 的 驴 就 要 变 长 ), 并 且 等 号 对 任 *E [0, 可 成 立 
的 充 要 条 件 是 , 这 两 条 曲线 相差 一 个 刚体 运动 。 我 们 指出 , 这 条 定理 能 
推广 到 芯 是 空间 曲线 的 情形 , 它 还 有 许多 应 用 。 比较 8. 8. Chern [10]. 
下 列 的 纲要 或 许 会 有 帮助 . 
a8. 固定 点 s= st 把 两 条 曲线 aC(3)= (zs), yCs)), (3)=(Z(s), 


0 *(0) x(s1) 元 (0) X(s1) x 


as0) 
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4(s)) 都 放 到 下 半 平 面 y<0 中 去 ， 使 得 C0), als1), &(0) 和 人 &Cs1) 
落 在 2 办 上 ,并 且 x(Cs1)>>x(0), XZ(s1) >4C0)( 见 图 5-41)， 设 so€ 
[0， sz] 能 使 mC《s0) 与 3 轴 平 行 。 选 取消 数 6(s)， 它 可 微 地 测定 了 z 
加 和 a'Cs) 的 交角 , 并 有 0(so) = 二 0， 横 据 西 性 证 明 . -mw<0<x. 
b. 设 多 s), 8(so) 二 0 是 4 轴 与 名 (s) 所 成 角度 的 一 种 可 微分 的 测定 方 
式 . 《注意 , 名 (so) 可 以 不 平行 于 四，) 证 朋 : 多 es 过 9(s)， 并 箱 用 
6 得 出 
zsD= 人 cog ecsyas < cos Gs)ads <als1). 
等 式 的 情形 ， 只 要 把 你 的 证 明 步 骤 倒 回去 ， 并 且 利 用 平面 曲线 的 唯 


一 性 定理 . 
8. (平面 曲线 的 Stoker 定理 ) 设 必 民 一 民 是 以 弧 长 为 参数 的 正则 平面 
曲线 , 假定 “ 满足 下 面 的 条 件 ; 


1. a 的 曲率 严格 为 正 , 
2. lim |x(s)| 一 ;也 就 是 曲线 沿 两 个 方向 都 向 无 穷 远 延伸 ， 


3. & 自身 不 相交 . 
这 道 题 的 目的 是 证 明 : a 的 全 曲率 <x. 
下 面 的 提示 可 能 会 有 助 于 证 明 . 假定 全 曲率 > 而 % 自身 不 相交 。 
用 下 列 的 步 又 来 导出 矛盾 : 
a， 证 明 : 存在 两 点 , 比如 是 p=&C0),g = 二 als1)，s1> 0, 使 得 分 别 在 点 p， 
4 的 切线 Ze，7a 相互 平行 , 而 且 在 强 w((0，s1)) 中 不 存在 平行 七 Ye 
的 切线 . 


§5-8 Gauss 曲率 为 零 的 曲面 [403] 
b. 证 易 ; 当 s 增加 时 , a(s) 在 一 点 , 比如 7 ,与 To 相交 (图 5 437). 
06. 弧 a( 一 0, 0)) 必 定 与 Tp 在 8p 与 ?之 间 的 一 点 二 相交 , 
4， 用 一 条 自身 处 交 的 弧 B 连接 7, t， 从 而 使 中 的 弧 fpq ?成 为 一 条 
闭 曲线 CGC. 说明 C 的 旋转 指标 >2. 证 明 ， 这 件 事 蔓 洱 a 自身 相交 ， 
从 而 是 个 矛盾 . 
“9. 设 [0, 有 > 6? 是 球面 583={《x Yj 8) ER3; 人 十 多 十 只 = 二 上 的 正则 
闵 曲 线 。 假定 «以 强 长 为 参数 ,并 且 其 曲率 XCs) 处 处 非 零 ， 证 明 
人 re?as-o 


《上 述 积分 ， 实 际 上 是 非 平面 曲线 落 在 球面 上 的 一 个 充分 条 件 ， 这 部 分 
内 容 和 有 关 的 结果 , 见 互 . Geppert, “Sopra Una caractteri22za2ione 
drlla sfera,” Ann. di Mat. Puraed App. XX(1941), 59~66;PI 及 B. 
Segre, “Una nuova caracterizazzione della sfera,” Atti Accad, Naz., 
dei Dinoei 3 (1947), 420~ 423.» 
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我 们 已 经 看 到 (§ 4-6), Gauss 曲率 恒 等 于 零 的 正则 曲面 与 平 
面 局 部 等 距 ， 在 这 一 节 , 我 们 将 从 它们 在 Rs 中 的 位 置 这 一 观点 来 
看 这 些 曲 面 , 并 证 明 下 列 的 整体 性 定理 

定理 设 SCR? 是 Gauss 曲率 为 零 的 完备 曲面 ， 则 5S 为 柱 
面 , 或 是 平面 . 

根据 定义 , 柱 面 是 这 样 的 一 种 正则 曲面 5, 过 每 一 点 2E 5S, 都 
有 了 唯一 的 直线 王 (2)C8 (过 Pp 的 母线 ) 经 过 ， 使 得 gp 时 ， 直 线 
(Pp) 与 R(9) 或 者 平行 ,或 者 重合 . 

在 微分 几何 历史 上 的 一 个 奇怪 的 事实 是 , 在 其 发 展 过 程 中 , 上 
述 定理 却 是 较 晚 才 得 到 证 明 的 . 最 初 的 证 明 是 作为 P. Hartman 
和 工 . Nirenberg 的 一 个 定理 的 推论 给 出 的 (“On Spherical Ima- 
ges Whose Jacobiang Do Not Change Signs”, Amer. J. Math. 
81(1959)，901~920), 他 们 处 理 的 是 远 比 我 们 的 情形 更 为 一 般 的 
情况 后 来 ，W. S. Massey (‘Surfaces of Gaussian Ourvyature 
Zero in Buolidean Space” Tohoku Math. J. 14(1962), 738~79) 
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A#J. J.Stoker (“Developable Surfaces in the Large,” Qomm. 
Pure and Appl. Matk, 1i4 (1961)，627 ~635) 分 别 得 出 了 这 条 定 
理 的 初等 且 直 接 的 证 明 .， 我 们 在 这 里 给 出 的 , 是 经 修改 的 Massey 
的 证 明 。 应 该 指出 ， 在 Stoker 的 文章 中 还 有 一 条 稍 作 推广 的 定 
理 . . 

作为 开始 , 我 们 先 来 研究 零 曲 率 曲 面 的 一 些 局 部 性 质 . 

设 SCR3 是 Gauss 曲率 玉 志 0 的 正则 曲面 。 因为 及 = kiks, 
这 里 的 如 和 是 主 曲 率 ,所 以 S 中 的 点 或 者 是 抛物 点 , 或 者 是 平 
点 ， 我们 用 卫 来 记 人 5S 中 平 点 的 集合 , 而 用 US 一 卫 来 记 中 擅 
物 点 的 集合 . 


P 是 S 中 的 闭 集 ， 事 实 上 , PP 中 的 点 满足 平均 曲率 互 - 亏 


x (kz 十 a) 为 零 的 条 件 ， 根 据 互 的 连续 性 , 书 的 聚 点 也 具有 堆 平 
均 曲 率 ; 因此 , 它 也 属于 P， 由 此 可 知 0U=S- 卫 是 5 中 的 开 集 . 

集合 P 与 上 之 间 关 系 的 一 个 有 益 的 实例 , 在 下 面 的 例子 中 给 
出 . 

例 1 考虑 开 的 三 角形 4BO， 且 在 其 每 一 边 上 加 一 张 母线 与 
给 定 边 平行 的 柱 面 ( 见 图 5-48)， 可 以 有 一 种 方法 ,使 这 样 构造 出 
来 的 曲面 是 正则 曲面 ， 例 
如 ， 为 了 确保 沿 开 线 段 BO 
的 正则 性 ， 只 要 使 带 状 柱 面 
BODE 被 垂直 于 BO 的 平面 
截 得 的 鹤 线 PG, 具有 形式 


exp(- 言 ) 
就 足 够 了 . 注意 , 三 角形 的 顶 
点 4 B, O 和 这 些 带 状 柱 面 
图 543 的 边 BB,OD 等 等 ,不 属于 S 
用 这 种 方法 构造 出 来 的 曲 曾 S$S, 其 有 曲 康 下 =0.、 集合 P 了 由 . 
去 掉 顶 点 的 闭 三 角形 4BO 组 成 ， 注 意 , 了 是 S 中 的 所 集 ， 但 是 ， 
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它 不 是 R? 中 的 闭 集 ， 和 集合 U 由 这 些 带 状 柱 面 的 内 点 组 成 ， 过 也 
中 的 每 一 点 , 总 有 唯一 的 、 与 卫 决 不 相交 的 一 条 直线 通过 ， 卫 的 
边界 由 开 线 段 4B，BO 和 04 构成 . 

下 面 我 们 将 证 明 ， 这 个 例子 中 的 有 关 性 质 在 一 般 情形 中 也 会 
出 现 . 

首先 , 设 pPEU.， 因为 六 是 抛物 点 ， 儿 点 的 主 方向 中 有 一 个 是 
渐 近 方向 , 而 且 在 2 点 再 也 没有 其 他 渐 近 方向 ， 我 们 要 证 明 ， 经 过 
2 的 唯一 的 渐 近 但 线 是 直线 段 ， 

命题 1 设 曲面 & 的 曲率 瓦 拓 0. 那么 ， 经 过 独 物 点 pEUcCS 
的 唯一 渐 近 线 , 是 S 中 的 ( 开 ) 直 线段 . 

证 明 因为 pw 不 是 脐 点 , 可 以 用 了 (ww, 2) = 了 来 袁 示 p 的 一 个 
邻 域 了 CU, 使 得 坐标 曲线 是 曲率 线 .假设 v= 常数 是 浙 近 曲线 ; 
也 就 是 ， 它 的 法 曲率 为 零 ， 然后 , 根据 0linde Rodrigues 定理 
(8 8-2， 合 题名, 党 %= 常 数 有 入 ,一 0。 因为 过 邻 域 六 中 的 每 一 
点 ， 有 曲线 0= 常 数 通 过 ， 所 以 关系 式 We=0 对 了 中 的 所 有 点 成 
立 . 

由 此 可 知 在 六 中 

<, Neo=— Ha, NSD+ LF, No =0, 


因此 ， 
《X, N> =9(%), (DD 
这 里 的 pg() 是 仅 人 省 2 的 可 微 函 数 ， 将 (DD 式 关于 wv 微分 ,有 
《¥, No = (0). (2) 


在 另 一 方面 , Ne 与 娘 垂直 , 且 由 于 下 中 点 为 抛物 点 , Ws 不 为 
零 . 所 以 ， 六 入 ,是 线性 独立 的 . 而 且 ， 在 六 中 有 Nw 一 和 Nw 一 
0 

现在 我 们 看 到 , 沿 曲线 "一 常数 一 rm， 向 量 六 GO 一 wo 且 WW。 
(GO = (Vowo= 常 值 ， 这 样 一 来 ， 等 式 ( 力 就 草 涵 曲线 下， wo) 落 
在 与 常 值 向 量 Wo 垂直 的 平 本 上， 而 等 式 (2) 则 说 明 这 条 有 曲线 属于 
正 交 于 常 值 向 量 (No)o 的 平面 ， 所 以 , 这 条 曲线 就 含 在 两 张 平 面 
的 交集 中 (这 个 交集 存在 是 因为 入。 和 《NN。)o 线性 独立 ); 因此 , 它 
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是 一 条 直线 段 ， 证 毕 。 

注 三 0 的 条 件 , 对 上 命题 来 说 是 不 可 少 的 ， 例如, 旋转 环 
面 的 顶部 平行 环 , 是 由 抛物 点 组 成 的 渐 近 曲线 ,但 它 不 是 直线 段 . 

现在 我 们 米 看 看 ， 当 延 拓 这 条 线段 时 会 发 生 些 什么 和 情况， 下 
面 的 命题 说 明 ( 参 见 例 1), 延 拓 线 与 集合 卫 不 相交 ; 或 者 它 终止 
在 信 的 边界 点 上 , 或 者 它 不 定 地 留 在 7 中 ， 

为 方便 起 见 , 采用 下 面 的 术语 ， 过 点 PE8 的 一 条 渐 近 曲 弘 称 
为 极 大 渐 近 线 , 如 果 它 不 是 某 一 条 经 过 史 的 渐 近 线 的 真子 集 . 

命题 82(Massey， 见 上 面 的 引文 ) 设 曲 面 S 的 曲率 KK==0, 7 
是 经 过 抛物 点 PEVCS 的 极 大 渐 近 线 , 并 设 PCS 是 5 中 平 点 的 
集合 , 则 站 卫 = 好 . 

命题 2 的 证 明 依 束 于 下 面 的 局 部 性 引 理 ， 为 此 要 用 到 
Mainardi-Codazszi 方程 (会 见 8 4-3) . 

引 理 1 设 曲 面 8 的 曲率 为 零 ，9 是 8 的 抛物 点 。 设 * 是 经 
过 沁 的 渐 近 曲线 的 红 长 ,， 并 设 互 = 互 (9 是 沿 这 条 上 蜂 线 的 平均 曲 
率 ， 那 么 , 在 VU 中 成 立 

9 
杂 ( 动 -0 


引 理 1 的 证 明 在 2 的 邻 域 CU 中 引入 坐标 系 (w, ?)， 使 
得 坐标 曲线 是 曲率 线 , 并 使 曲线 b= 常数 是 六 中 的 渐 近 曲线 ， 设 
e, f，9 是 这 种 参数 表示 下 的 第 二 基本 形式 的 系数 . 因为 f=0, 且 
曲线 0 一 常数 ,ww 一 wu(s) 必须 满足 渐 近 曲线 的 微分 方程 


[( 晤 本 要 te( 人 -9 


我 们 得 到 ee 一 0， 在 这 些 条 件 下 , 平均 曲率 瑟 就 为 


BB a. 
把 =f=e=0 的 值 代入 Marans Coaaa 方程 (8 4-1， 等 
式 (7) 和 (7a)), 我 们 得 到 


-4 -LL 
0 9 
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由 (名 的 第 一 式 可 知 , B=0。 于 是 吾 = 召 (w) 仅 是 “的 函数 。 所 
以 , 可 作 参 数 变 换 ， 
VD=%, z= {VEC aw. 
我 们 仍 用 w, v 来 记 新 参数 ， 现 在 就 度量 了 沿 曲 线 。4 一 常数 的 红 
长 ， 从 而 E=l. 
在 新 的 参数 表示 下 (7=0, 卫 =1),，Gauss 曲 率 的 表达 式 为 
， 1 - 加 
K=— THEN D0. 
所 以 ， 
VG =0V) w+), (5) 
式 中 的 ct(o) 和 calv) 仅 是 4 的 函数 . 
男 一 方面 , (4 中 的 第 二 个 方程 可 写成 (9 了 0) 


因而 ， g=cs(V) VG, 《6) 
这 里 的 cs\o) 是 9 的 函数 ， 把 等 式 (5) 和 (6) 代 入 (3) , 我 们 得 到 
Hom cd) MG_1 CA) 


最 后 , 回忆 起 %=s, 并 对 上 式 关 于 8 微分 , 就 有 结论 
-55-( 三 ) =-0. 
ads? \H 

证 毕 . 


命题 2 的 证 明 假定 经 过 2 点 、 以 弧 长 为 参数 的 极 大 渐 近 线 
2 含有 点 9E 了 . 因为 "连通 ,U 为 开 集 , 所 以 就 有 7 上 的 点 zo 它 
对 应 于 so 使 得 poE 卫 , 且 r 上 满足 s<so 的 点 均 属于 TU, 

另外 , 由 引 理 1 我 们 已 知道 , 沿 7 当 ss6 时 有 


H(s)=— i 3 


式 电 的 & 与 2 是 常数 ， 因 为 平均 曲率 在 四 中 的 点 上 为 零 , 我 们 得 
到 - i . 
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H(p) =0=1im H()= lim 


这 个 矛盾 就 证 明了 命题 . 证 毕 . 

现在 设 Bd(D) 是 UU 在 5S 中 的 边界 ， 也 就 是 说 ，Bd (UV) 是 点 
PES 的 集合 ， 使 得 p 在 SS 中 的 每 个 邻 域 都 含有 UU 中 的 点 入 一 
UP 中 的 点 .因为 口 是 5 中 的 开 集 ,所 以 Ba(0)CP， 而 且 , 由 
于 边界 点 的 定义 关于 U 和 卫 是 对 称 的 , 我 们 便 有 

Bd(U) = BaP). 

下 面 的 命题 说 明 (《 恰 好 与 例 1 中 一样 ), 集合 Ba4(V) =Bd(P) 
是 由 直线 段 组 成 的 ; 

命题 3(Massey) 设 曲面 5S 的 曲率 K=0, PE BdU) C8 
是 这 个 曲面 的 抛物 点 集合 U 的 边界 点 . 那么 必 有 唯一 的 开 直 线 
段 O() CS 通过 Pp 点 ， 而 且 ,0《p) CSBa(U); 即 ,0 的 边界 由 直线 
段 构 成 , 

证 明 设 pE Bd(U)， 因 为 p 是 U0 的 极限 点 ,所 以 能 选 到 序 
列 {p}, 2,E0, 使 lm pp。 对 每 个 ps, 设 OCpw) 是 经 过 po 的 唯 


一 极 大 渐 近 曲线 ( 开 直 线段 ) (参见 命题 1)。 我 们 将 证 明 ， 当 mw 
co 时 , CO (pw) 的 方向 趋向 于 一 个 不 依赖 序列 {ps} 选择 的 确定 方向 . 

事实 上 ， 设 了 CR 是 p 附 近 充 分 小 的 球面 。 因为 球面 2 紧 
致 , CO (ps) 和 的 交点 {qn} 至 少 有 一 个 率 点 gE 3, 这 时 9 的 对 经 点 
也 同样 是 聚 点 。 如 果 除了 4 和 它 的 对 径 点 以 外 ， 存 在 另 一 个 聚 点 
7, 这 时 经 过 任意 接近 的 两 点 和 Znm， 就 会 有 渐 近 线 OU 和 
0O(pm) 通过 ， 它 们 的 交角 会 大 于 


0 一 地 角度 (pg, pr7). 


这 与 渐 近 线 的 连续 性 是 矛盾 的 . 由 此 可 知 ,直线 0(p,) 有 极限 方 
向 ， 用 类 似 的 论述 方法 可 证 明 ， 这 个 极限 方向 ， 如 前 所 述 ， 与 使 
lim pp 的 序列 {po} 的 选择 无 关 ， 


因为 C(o) 的 方向 收敛 , 且 2 一 2 所 以 开 直线 段 O(pn) 就 收 
敛 于 通过 Pp 的 线段 OC(p) CS 线段 0(p) 本 身 不 会 :退化 成 2 点 。 


1 
Qs+b’ 
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不 然 的 话 ， 因为 OCp。) 是 极 大 浙 近 线 ，pE 5 就 会 是 不 属于 5 的 
0(pw) 的 端点 的 紊 点 (参见 命题 3、 根据 相同 的 理由 , 线段 O(%) 
不 合 它 的 端点 
最 后 , 我 们 将 证 明 0(p) CBd(U)。 事实 上 , 着 gE 0(p), 就 存 
在 序列 
{qr} ,gn€E 0(pr) CD 使 得 lim 9g, 一 g. 


这 时 , gEUU Bd(0)， 假定 g 盾 Bd(U), 则 gEU, 并 且 由 渐 近 方 
向 的 连续 性 知 , 0《P) 是 经 过 g 的 唯一 浙 近 线 ， 根 据 命题 2, 这 就 区 
涵 pEU 这 个 矛盾 的 结论 ， 因 此 ，gE€ Bd(U0)， 也 就 是 , OC (2D) CS 
Bd(z) ,从 而 完成 了 证 明 。 证 毕 . 

现在 我 们 已 能 证 明 本 节 开 头 所 述 的 整体 结果 , 

定理 的 证 明 ”假设 5 不 是 平面 , 则 (8 3-2, 命题 四 5S 就 含 抛物 
点 .。 设 区 是 如 中 抛物 点 的 ( 开 ) 集 合 , P 是 5S 中 平 点 的 ( 闭 ) 集 合 . 
我 们 将 用 int 也 来 宕 示 了 的 内 部 , 即 具 有 整个 落 在 卫 中 令 域 的 点 
构成 的 集合 。，int P 是 S 中 仅 食 平 点 的 开 集 ， 所 以 , int 了 的 每 个 
连通 分 支 就 落 在 一 张 平面 中 (8 3-2, 命题 是. 

我 们 先 来 证 明 ， 如 果 g€E€5S 且 g4 intP,， 则 有 唯一 的 直线 
R(g) cS 经 过 g 点 ,而 且 两 条 这 种 直线 或 者 重合 , 或 者 不 相交 . 

事实 上 ， 当 gEU 时 ， 就 有 唯一 的 级 大 渐 近 线 了 经 过 9..7 是 
直线 段 (从 而 是 测 地 线 ) 且 Yn 忆 = 所 (参见 会 题 二 和 命题 2)， 把 
统 长 取 作 * 的 参数 , 我 们 看 到 ”不 是 有 限 线段 ， 不 然 的 话 , 就 有 一 
条 不 能 对 一 切 参数 值 均 能 延 拓 的 测 地 线 ， 这 此 8 的 完备 性 是 矛盾 
的 。 所 以 , 7 是 整 条 直线 RR(g), 并 由 于 rN PP 一 名， 故 玉 (gq) SU. 
由 此 可 知 , 当 名 为 中 的 另 一 点 ,， 且 p 全 BR(g) 时 , 有 RCp) 门 在 (g) 
一 人， 否则 的 话 , 在 交点 处 就 会 有 两 条 渐 近 线 通 过 , 这 与 已 述 的 唯 
一 性 是 矛盾 的 . 

另 一 方面 ， 若 g€ Bd(U) 一 Bd(P)， 则 (参见 命题 3) 有 含 在 
Bd (D0) 中 的 唯一 开 直 线段 经 过 g 点 ，: 报 据 上 面 的 论证 方法 ， 这 个 
-线段 能 延 拓 为 整 条 直线 尼 ( 人 二 Bd() : 状 且 如 果 p&Bd(0)， 
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pF R(g), 则 BR(p) NR(g) = 8. 

显然 , 因为 U 是 开 集 ,如果 gE 口 而 wpE Bd(D),， 那么 ROD 中 
(gq) 一 人 名， 这 样 一 来 , 在 Sint PUU Bd(0) 的 每 一 点 ， 就 有 
唯一 的 一 条 落 在 5 一 int 了 中 的 直线 通过 , 而 且 任 何 两 条 这 样 的 直 
线 或 者 相同 , 或 者 不 相交 ， 如 果 我 们 能 证 明 这 些 直线 平行 , 那么 我 
们 就 有 Bd(0)(=Bd(P)) 由 平行 直线 组 成 ， 以 及 intP 的 每 个 连 
遂 分 支 是 由 两 条 平行 线 界 定 的 平面 中 开 集 的 结论 。 这 样 一 来 , 经 
过 每 一 点 t€intP， 和 就 有 平行 于 公共 方向 的 唯一 直线 R(DCintP 
和 通过， 由 此 可 知 , 在 5 的 每 一 点 , 都 有 了 唯一 的 母线 通过 , 且 这 些 母 
线 互相 平行 , 也 就 是 说 , 如 我 们 所 希望 的 , 8 是 柱 面 . 

为 了 证 明 经 过 UU Bd(0) 中 点 的 那些 直线 平行 ， 我 们 的 做 法 
如 下 . 设 gEUUB4(DU), 而 pwEUV. 因为 8S 连通 ， 存 在 弧 a [0， 
有 一 5, 使 得 a(0) =p, a(D) gg， 映照 expr: 和 (CS) 一 人 是 覆盖 映 
照 (8 5-6, 命题 7), 并 且 是 局 部 等 距 ($5-6, 引 理 1 的 推论 )， 设 
a: [0, 如一 了 了 P,(5) 是 a 的 以 原点 0ET,(5) 为 起 点 的 提升 ， 对 满足 
exps& (四 一 alt) EUU Ba(D) 的 每 个 4( 介 , 设 vt 是 以 z(t) 为 起 点 
的 RCa()) 的 提升 因为 exps 是 局 部 等 距 , 7; 便 是 人 TT,(S) 中 的 直 
线 ， 

我 们 来 证 明 当 &( 右 ) 天 a(t2), 二 ts€ 10, 征 时 , 直线 六 和 
平行 ， 龙 实 上 ， 车 有 VE Nn 人 ty 则 

exps (2) E Ra(t)) NN BRC(t,)), 
这 是 矛盾 的 ， 

到 目前 为 止 ， 当 c(9 Eint 了 时， 我 们 还 没 定义 过 RR(c 人 GO). 
-现在 就 来 做 这 件 事 ， 当 a( 力 满足 exps 4( =a(t) Eint 卫 时, 在 
TP,《8) 中 ， 我 们 过 “(9 务 一 条 平行 于 刚才 得 到 的 公共 方向 的 直线 
7， 显 然 有 exps(7) 忆 int P, 并且 ,由 于 expp(7) 是 测 地 线 ,expg(7) 
便 是 含 在 S 中 的 整 条 直线 、 这 样 , 对 每 个 4E [0, 站 , 直线 已 (cGb) 
都 有 定义 ，- ' . 

我 们 现在 来 证 明 , 直线 RCatt)), iE [0, 本 全 是 平行 线 ， 实际 

上 , 由 通常 紧 致 性 的 论证 方法 , 可 找到 有 限 个 开 区 间 五 , …, 工 来 


$5-9 Jacobi 定 理 [4113 


覆盖 区 间 [0, 如 , 使 得 5(IT) 包含 在 2( 雪 ，#E I 的 邻 域 六 ,中 ， 朋 
expy 在 普 上 的 限制 是 等 距 。 现在 看 到 ， 当 刀 九 ET; 而 a(t 革 
Q(ta) 时 , BR(a(H)) 与 Bla( 纪 )) 平 行 ， 事实 上 , 因为 六 与 x 平行 ， 
和 且 expy 是 中 的 等 距 ， 所 以 开 线 段 expp(14, 几 TD) 就 与 exp， 
(nm 站 平行 ; 这 说 明 直 线 expyrs, 一 BR(a(tiy 和 expyors, = Rt)) 
有 平行 的 开 线段 。 因 丽 是 平行 的 ， 然后， 把 [0, 如 分 解 为 I …， 
T,, 我们 能 一 步 步 地 证 明 直线 玉 (a() ) 全 是 平行 的 ， 

特别 地 有 , 直线 R(q) 平 行 于 R(p)， 车 s 是 UUBd(D) 中 的 
另 一 点 ， 则 用 同样 的 论述 方法 知 ， 有 G3) 与 RCP) 平行 ， 因 此 也 与 
RR(g) 平 行 ， 这 样 一 来, 已 经 证 明 经 过 UUBd(D) 的 所 有 直线 都 是 
平行 的 , 因而 也 就 完成 了 定理 的 证 明 . 证 毕 , 


$5-9 Jacobi 定 理 


测 地 线 7 的 基本 性 质 ($ 4-6 性 质 约 是 : 当 y 上 的 二 点 p 和 g 
充分 接近 时 ,那么 y 使 p 和 g 之 间 的 弧 长 极 小 化 ， 这 意味 着 pp 和 
9 之 间 的 绝 长 小 于 或 等 于 连结 p 到 gg 的 任何 曲线 的 弧 长 .现在 
假定 我 们 沿 着 从 一 点 2 出 发 的 测 地 线 y 走 ， 那 么 很 自然 地 会 问 ， 
在 多 长 的 范围 内 测 地 线 能 使 弧 长 极 小 化 ， 各 在 球面 的 情形 ， 从 
一 点 2 出 发 的 测 地 线 ( 经 线 ) 一 直到 
Pp 点 关于 ?> 的 第 一 共 辆 点 都 是 最 短 
曲线 ( 即 直 到 pp 的 对 径 点 )}， 过 了 对 
径 点 ， 正 像 我 们 可 以 直观 地 从 下 列 
考虑 看 到 的 ， 测 地 线 就 不 青 是 最 短 
曲线 . 

球面 上 连结 两 点 p 和 g 的 测 地 
线 可 被 想象 成 连结 球面 上 给 定 两 点 
的 弹性 线 . 当 度 p9 小 于 半径 线 且 “ 图 5-44 
反 2 和 9 保持 固定 ， 那么 不 增加 其 长 度 就 不 可 能 移动 这 条 线 . 另 
一 方面 ， 当 弧 pg 大 于 半径 线 肘 ， "这 条 线 的 微小 移动 (p 和 4g 均 固 
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定 ) 就 会 “放松 ”这 条 线 ( 见 图 5-44)， 换 句 话 说 ， 当 g 超过 wp 的 对 
径 点 时 , 就 可 能 得 到 连结 到 9 的 一 些 有 曲线 ,它们 接近 于 测 地 线 弧 
反 并 且 比 这 弧 更 短 ， 显 然 , 这 远 不 是 数学 证 明 . 

本 节 中 我 们 将 开始 研究 这 个 问题 ， 并 且 证 明 Jaoobi 的 一 个 结 
果 , 它 可 大 致 描述 如 下 . 从 一 点 Pp 出 发 的 测 地 线 y , 相对 于 > 的 “ 邻 
近 ” 曲 线 , 只 到 2 关于 7 的 “第 一 ” 共 罗 点 才 是 最 短 的 (更 严格 的 叙 
述 将 在 后 面 给 出 ; 见 定理 工程 2. 

为 简单 起 见 ， 本 节 中 所 论 的 曲面 都 假定 为 完备 曲面 并 且 测 地 
线 都 以 弧 长 为 参数 ， 

我 们 需要 一 些 预 备 的 结果 . 

下 列 引 理 说明 TC8) 中 以 0ET,(《S) 为 原点 的 一 线段 在 指数 
映照 expp: T,《5)->5 下 的 象 (从 p 出 发 的 测 地 线 ) 相 对 于 工 ,(5) 中 
连结 上 述 线段 端点 的 曲线 在 exps 下 的 象 是 最 短 的 。 

更 细致 地 说 , 设 

PES, ET,S), l= |w| 0,. 

和 且 设 条 [0, 如一 Ts(5) 是 TbS) 中 的 直线 ,定义 是 


FC) 一 80，8 [0， ]， v= TT 
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设 % [0, 习 一 T, (5S) 是 T,(S) 的 可 微 参 数 曲 线 , 满足 &(0) =0,&(DD 
一 uw 若 s 类 0, a(s) 关 0、 而 且 , 设 (图 5- 和 5) 
a(s) expra (8) 及 7(8) —expyy (8). 

引 理 1 在 上 述 记 号 下 , 我 们 有 

1. la) 之 1(Y), 其 中 1 ) 表 示 对 应 曲线 的 弧 长 . 

加 之 , 车 a(8) 不 是 expy 的 临界 点 , SE [0, 妖 , 且 若 w 和 Y> 的 轨 
迹 是 不 相同 的 , 那么 

2. Lm) >1(Y). 

证 明 设 4(3)/1&(s)| 一 r, 且 设 %w 是 7T,(5) 的 单位 向 量 , 满足 
人 咏 一 0 在 了,(S) 的 基 {y, 中 下 我 们 能 记 (《 图 5-45) 

a’ (8) 一 ar 十 bo 
其 中 6 一 42' (38), 7>, 
8 一 人 (9)， 人 2。 
根据 定义 。 (3) = (d expy)as) (0 (8)) 
一 (dexpp)acy (7) + bdexpy) ccs) (mn) 
所 以 , 利用 Gauss 引 理 ( 见 85-5 引 理 2) 我 们 得 到 
Ce (8), (8)> = to, 

其 中 02=b?| (d expy) cw Co) [2 
由 此 得 . CAORAOPEA 

另 一 方面 ， 


名 .vv ~ 1/2 。 《Ke' (s), a(s)> = CR ee 
18 《a (8)， a(s)> / as), a (8) > . < (9), 人 4. 
所 以 ， 


t I 
8).= | <e (8), & (8) >)? ds>| a as 
=| 是 GG 30eas=150D1=I=1C)， 


这 就 证 明了 第 一 部 分 ，- 
为 证 明 第 2 部 分 , 让 我 们 假定 1%) =1Y)， 那 么 


] 。 a (3), 0 (8) > us- | : wd, . 
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且 因 为 Co (8), o's) >0, 
上 式 中 等 号 对 每 个 sE [0, 可 成 立 ， 所 以 
C 一 181 | (a expy) oes) (n) | 一 0. 

因为 &(9) 不 是 exps 的 临界 点 , 我 们 有 5 三 0， 这 样 得 到 ,曲线 4 的 
所 有 切 组 都 通过 人 (4S) 的 原点 O、 所 以 5 是 Zoo(S) 中 通过 O 的 直 
线 . 因 a( 人 0 =?>(D) ,直线 和 和 ?> 重合 ,这样 就 和 w 及 7 的 轨迹 不 同 
的 假定 矛盾 从 这 个 矛盾 得 到 1!a) >?1(7)， 这 就 证 明了 第 2 部 分 
而 结束 了 引 理 的 证 明 . 证 毕 . 

现在 我 们 可 以 证 明 , 如 果 一 条 测 地 线 帮 不 包含 共 罗 点 , 则 它 使 
弧 长 局 部 极 小 、 更 确切 地 , 我 们 有 

定理 1 (Jacobi) 设 y [0, 如 一 BS, 7(0) 一 2 是 无 共 统 点 
的 测 地 线 ; 即 expy: T,《5)->5 在 Ts(S) 的 直线 7(8) 一 sy (0)，sE 
[0, 如 上 是 正则 的 . 设 h. [0, 杂 X( 二 6, e) 一 5S 是 7y 的 正常 变 分 . 
那么 

1。 存在 6>0, 38<e 使 得 若 tE (一 68, 6)， 则 

LDPLO, : 

其 中 工 Q) 是 曲线 pt [0, 口 一 5 的 长 度 , hi(8) 一 hs, 加 . 

2. 义 车 及 的 轨迹 不 同 于 >, 那么 LQ) >L(0). 

证 明 证 明 实质 上 在 于 说 明 对 每 个 :Ee (一 6,5), 能 将 曲线 久 提 
升 为 TG3) 的 曲线 加 ,使 入 (0) 一 0 %,(D) 一 7 人 ,然后 利用 引 理 1 

因为 expy 在 TblS) 中 直线 7 了 .上 的 点 是 正则 的 , 对 每 个 sE [0， 
如 存在 7(s) 的 一 个 邻 域 U, 使 exp 限制 于 Us 是 一 个 微分 区 有 凸 。 邻 
域 族 { 记 小 ，sE [0, 如 覆盖 了 7C[0, 习 ), 且 由 紧 致 性 ， 能 取出 有 限 
子 族 , 如 01,，…, U。, 覆盖 7([0, 如 ) ， 由 些 得到， 我 们 能 分 割 区 间 
[0, 四 如 下 

0=—81<8s< < 1, 
使 7y([s sg)CD i 一 1,…, mn， 因为 及 是 连续 的 ， [ss 是 
紧 致 的 , 那么 存在 6,0， 使 : | 
h( [ss, sr] X 《一 9， 60 ) Cexpe(DD =V,. 


置 6=min (8, "0°) 0,), 对 i€ 《一 9， 6), 曲 线 有, [0， = 8 可 按 
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下 列 办 法 提升 为 以 和 (0) = 0 为 起 点 的 曲线 多: [0, 刀 一 7T,(5), 设 
sE [31，8aj, 那么 

h, (8) ~=expy (h:(s)), 
其 中 expz 是 expp: U1 一 Pa 的 道 映 照 , 再 应 用 我 们 在 覆盖 空间 中 
用 过 的 技巧 ( 见 $5-6 性 质 2), 我 们 能 将 和 拓 广 到 任何 sE [0, 如 
而 得 到 和 (D7(D. 

用 这 种 方法 , 我 们 得 到 7(s) =expp 7(s), 及 hls) =expy Bb:(s)， 
tE (一 3 8), 且 (0) 一 0, (2D) = 了)， 再 应 用 引 理 1 于 现在 情形 
就 得 到 所 要 的 结论 .证 毕 . 

注 1 不 含 共 簿 点 的 测 地 线 ”相对 于 不 在 ， 邻 域 中 的 章 线 可 
能 不 是 最 短 , 例如 , 在 圆柱 面 中 , ( 它 无 共 撕 点 ) 就 会 发 生 这 种 情况 ， 
读者 从 观察 其 上 的 闭 测 地 线 容易 验证 这 一 点 . 

这 情形 涉及 到 共 轿 点 只 提供 我 们 指数 映照 的 微分 性 质 ， 即 在 
给 定 测 地 线 附近 的 测 地 线 “ 伟 开 ? 的 速率 . 另 一 方面 , 测 地 线 的 加 
体 性 质 是 被 指数 映照 本 身 所 控制 的 ， 即 使 当 它 的 微分 处 处 非 奇异 
时 , 它 仍 可 以 不 是 大 范围 1-1 的 . 

会 出 现 同样 情况 的 另 一 例 是 椭 球 面 (这 次 是 单 连通 的 )， 读者 
可 从 555 椭 球 面 的 图 (图 5-19) 看 出 . 

对 于 从 Pp 点 出 发 的 测 地 线 在 大 范围 终止 极 小 性 质 的 点 的 罗 这 
( 称 为 p 的 天 迹 ) 进 行 研究 ， 在 微分 几何 中 对 某 些 叉 体 定理 来 说 是 
极 从 重要 的 , 但 本 书 中 将 不 作 考虑 ， 

现在 , 我 们 来 着 手 证 明 含 有 共 轿 点 的 测 地 线 7 不 是 弧 长 的 局 
部 极 小 曲线 ， 即 “任意 接近 于 ”y, 总 存在 一 条 连结 它 两 个 端点 的 出 
线 , 其 弧 长 比 y 更 得， 

我 们 需要 一 些 预备 知识 ， 首 先是 将 测 地 线 的 变 分 定义 推广 到 
分 段 可 微 的 情形 , 

二 设 尖 [0 站- 和 是 的 地 统 , 关 有 

h. [0, x(~s8, 8) 一 六 
是 连续 映照 , 满足 . 
hls, 0) =7(s), s€ [0, 如， 
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如 果 存 在 [0, 妇 的 一 个 分 割 
0=80<81 < 1! 
使 得 hh. [si, sr] XxX (—8, 8)—> 8, j=0, 1, mm 一 
是 可 微 的 , 那么 及 称 为 的 分 段 变 分 。 如 果 h(0, 引 一 7《0) ,4G 
丰 一 YD 对 任何 i (一 8，8) 成 立 , 则 该 分 段 变 分 称 为 是 正常 的 . 

现在 ; 对 sE [0, 如 变 分 曲线 h(s) 是 分 段 可 微 曲线 . 变 分 向 
量 场 让 (8s) 一 (8h/88) (s,0) 是 沿 的 分 段 可 微 向 量 场 , 即 六 ，[0, 如 
悦 民 ?是 在 每 个 [&, 友 : 本 中 可 微 的 连续 映照 。 如果 对 于 sE [0, 刀 
有 <V (s), 7 (> 一 0, 则 分 段 变 分 大 称 为 是 正 交 的 ， 

用 完全 类 似 于 & 5-4 性 质 工 的 办 法 ， 可 以 证 明 沿 7y 的 分 段 可 
微 向 量 场 广 引出 了 ?7 的 一 个 分 段 变 分 ， 它 的 变 分 向 重 杨 就 是 V., 
并 且 , 若 

- VO=VD=0, 
那么 变 分 可 取 为 正常 的 . 
类 似 地 , 函数 乙 人 8， 28) 民 《〈 变 分 曲线 的 弧 长 ) 被 定义 为 


号 


LE) = “| 全 (, Df Es Da. 


根据 $5- 4 本 理 | en 0 的 一 个 邻 域 中 是 可 
微 的 ， 所 以 , 工 在 (一 3， 8) 中 是 可 微 的 , 如 果 5 是 充分 的 小 . 

对 正常 、 正 交 的 分 段 变 分 ， 弧 长 的 第 二 变 分 (ZL”(0)) 的 表达 
式 , 完全 和 8$ 5- 性 质 和 所 得 到 一 样 ， 这 很 容易 被 验证 ， 这 样 ， 如 
果 玉 是 沿 测 地 线 ,7 [0, 如 一 8 分 段 林 微 向 量 场 , 满足 

Gy >=0, se [0, 0, 并 HE VCO0) = 六 (= 0， 


那么 m0- (LL, DEN- EK (0) CV (8),V (>)as. 


”一 奢 在 , 设 7: [0, 杂 -> 六 是 测 地 线 ; 且 以 入 表示 沿 7 的 分 段 可 
微 问 量 场 的 集合 , 它们 都 正 交 于 7， 即 如 果 VE YY 那么 《V8)， 
7 9)> 一 0 对 其 有 sE [0， 证 注意 ，Y 关于 通常 加 法 及 实数 
数量 乘法 构成 一 个 向 量 空间 . 


I(V,W)= | ( 已-， pa K (eV (8), W (>)as 
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定义 鼎 照 .xX 一 民 , 其 中 VV, WET. 

容易 验证 ,了 工 是 对 称 的 双 线 性 映照 ; 即 工 关于 每 个 变量 是 线性 
的 并 且 了 ZCV, 7) 一 工矿 ,四 ， 所 以 , 工 和 确定 隐 中 的 一 个 二 次 
型 T(V ,VV)， 这 个 二 次 型 称 为 的 指标 形式 ， 

注 2 测 地 线 的 指标 形式 由 M. Morse 引入 , 他 证 明了 下 列 结 
果 ， 设 7(s0) 是 7(0) 一 p 关 于 测 地 线 y; [0, 如 一 ; sg0€ [0, 中， 
的 共 轿 点 ， 共 示 点 YC80) 的 重 数 是 全 ,Cs) 中 使 . (Gd expy) yaw 《2D 一 0 
对 任何 wE 召 成 立 的 最 大 子 空间 召 的 维 数 . 在 向 量 空 间 恕 中 二 
次 型 Q: 加 一 民 的 指标 数 是 妞 中 使 QQ(D <0, w€E 工 的 子 空间 上 
的 最 大 维 数 ， 在 这 样 术语 下 ,Morse 指标 定理 可 叙述 如 下 : 设 7: 
[0, 嫉 一 8 是 测 地 线 ， 那么 , y 的 二 次 型 了 的 指标 数 是 有 限 的 , 并 
且 它 等 于 在 ?((0 习 ) 中 (0) 的 共 斩 点 数 ， 每 个 共 斩 点 以 其 重 数 
相 计 算 . 这 个 定理 的 证 明 可 在 J. Milnor, Morse Theory, Annals 
of Mathematios. Studies, Vol 51, Prinoeton University Press, 
Princeton，N. J.,，1963 中 找到 . 

对 我 们 , 只 需要 下 列 引 理 . 

引 理 2% 设 VEY 是 沿 测 地 线 Y， [0, 如 一 仿 的 一 个 Jaoobi 
场 , 并 且 玉 EY ,那么 


1, (DEO, WO DO), WO)Y. 
人 


2 


Day ,WD+ (了 ,也 -2 ， 


我 们 可 将 pL $ 5 注 人 

IV,W) -DE, Wl -| (SE+EGVG®, We)))d. 

PE 场 知 ,第 二 项 的 被 积 函 数 为 0。 所 以 ， 
IV, 本- 人 CO, WO)- (RO0), WO)). 


现在 , 我 们 能 证 轩 
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定理 2(Jacobi) ”如 果 我 们 设 7; [0, 杂 一 8 是 3 的 测 地 线 
且 设 YC(80) Ey((0, 站) 是 7(0) 一 p 关 于 的 共 恩 点 ， 那 么 存在 7 
的 一 个 正常 分 段 变 分 及 [0, 条 x (一 se, 6) 一 S 和 实数 5>0, 6<s， 
使 当 4 (- 3， 5) 时 我 人 有 L(t) 过 5(0). 

证 明 因为 y(so0) 是 p 关 于 的 共 思 e 点 , 存在 一 个 沿 ?> 不 恒 为 
零 的 Jacobi 场 了 ,使 得 J 了 (0) 一 J 8) =-0. 根据 85-5 性 质 4 得 
到 , 对 sE [0, 站 有 人 (9)，7 (8)》 一 0， 并 且 , (DJ /4s) (so) 关 0; 否则 
J (8) =0. 

设 z 是 沿 > 的 平行 向 量 场 ， 满 足 z(sgo) 一 一 DJ/4s) (so)， 且 
f: [0, 如 一 R 是 具 f(0) = 了 (D =0, f(so) =1 的 可 微 函数 .定义 
2(8) =—f (8)2(s), s€ [0, 0. 

对 每 个 实数 m0, 定义 沿 7 的 向 量 场 了 ， 
了 -人 十 92(Ks) , 当 3€ [0, go], 

” Le(s)， 当 3€ [sw ]. 
了 , 是 正 交 于 7 的 分 段 可 微 向 量 场 ， 因 了,(0) = 了 ,01) =0, 它 引出 
了 7 的 一 个 正常 、 正 交 的 分 段 变 分 。 我 们 来 计算 LC0) = 工 了 ， 
YY,). . 
对 0 到 s 之 间 的 测 地 线段 ,我们 将 利用 工 的 双 线 性 和 引 理 2 
得 到 

了 (了 了 一 To 二 TU， T+) 
一 (JJ +2nT, (JT, ¢) + 7s 2, 2) 


人 Go， C80) )+ Tone, ©) 


一 -2n| 人 (so) 


其 中 ye。 表示 对 应 的 积分 限 是 从 0 到 s。 用 工 表示 0 到 ! 的 积分 
且 注 意 到 积分 是 可 加 的 , 我 们 有 


人 (so) | PT 2). 


我 们 观察 到 , 若 ”= mo 充分 小 , 上述 表 达 式 是 负 的 。 所以 , 取 


一 2m 


2 
十 772 了 7 (%, 2), 


TCF- 一世 


$5-9 Jacobi 定 理 [419] 


了 ,我 们 将 得 到 一 个 正常 的 分 段 变 分 使 LC0)<<0. 因 C0) =0， 
这 意味 着 0 是 工 的 局 部 极 大 值 点 , 即 存在 3>0 使 当 i€ (6, 5)， 
t#0 时 上 () 达 5(0)。 证 毕 . 

注 3 Jacobi 定理 是 前 面 注 2 中 所 引 的 Morse 指标 定理 的 特 
殊 情 形 ， 实际 上 , 指标 定理 证 明 的 关键 点 实质 上 是 定理 2 证 明 中 
给 出 的 想法 的 推广 ， 


习 题 


1. (Bonnet 定理 ) 设 S 是 具 Gauss 曲率 及 >6>0 的 完备 曲面 ， 根 据 
$55 习题 5 每 条 测 地 线 [0，co) 一 8 在 区 间 (0 wm/V 65] 中 有 YC0) 
的 共 斩 点 。 利用 Jacobi 定理 来 说 明 8 是 紧 致 的 并 且 直 径 pC5) < 
W 6( 这 给 出 了 8 5-4 Bonnet 定理 的 新 证 明 ). 
3. 《完备 曲面 上 的 真 线 ) ”对 测 地 线 7: 〈- co so) 一 咏 如 果 其 上 任 两 点 间 
”的 长 度 实现 它们 间 的 (内 葡 ) 距 离 , 则 7 称 为 直线 ， 
a、 说 明 过 完备 的 柱 面 ?十 纺 =1 的 每 一 点 有 一 条 直线 . 
b， 假 定 8 是 具 Gauss 曲率 区 >0 的 完备 曲面 ， 设 (一 ce，co) 一 8 
是 8 上 的 测 地 线 , 且 设 了 (85) 是 沿 y 的 Jaeobi 场 满足 (JC0), y'C0)》 
一 0, |7(0)|=1, 及 (0)=0， 在 了 xo,《S) 取 一 个 标准 正 交 基 {e1(0) 
二 y'(0), ea(0)}， 将 它们 沿 y 平行 移动 得 到 Te(S) 上 的 基 {fet(s)， 
es(3)}， 说 明 对 菜 函 数 w(s) 有 JCs)=uls)es(s), 而 J 的 Jacobi 方 
程 化 为 
w+ku=0, 40)=1, C0) =0, (4) 
e. 将 §5-5 习题 3 部 分 5 中 的 比较 定理 推广 到 现在 情况 . 利用 了 >0 
说 明 能 取 充 分 小 的 68>0 使 
ule)>0, ul —8)>0, v's)<0, wl—s8)>0, 
其 中 w(s) 是 (x) 的 解 ， 将 (*) 与 
v's)=0, ve) =u(8), uC8) =u'(8) 对 8 € Te, co) 
及 us) 一 0 wl—8) =w—8),wW(—8)—w(—8) 对 s€ (—o%, ~ 
进行 比较 , 说明 如 果 so 充分 大 ,那么 了 (s) 在 区 间 (一 80，so) 中 有 两 
个 零 R 占 ， 
4d. 利用 上 面 结果 证 明 : 具 正 Gauss 曲率 的 完备 曲面 不 含有 真 线 . 
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$5-10 抽象 曲面 及 其 进一步 推广 


在 $5-11, 我 们 将 证 明 Hilbert 的 一 个 定理 , 它 断 言 在 只 中 
不 存在 负 常 曲率 的 完备 的 正则 曲面 ， 

实际 上 , 定理 还 要 更 强 一 点 ， 为 了 理解 Hilbert 定理 的 正确 
的 叙述 及 其 证 明 , 引进 抽象 的 几何 曲面 的 概念 是 方便 的 , 它 从 下 列 
考虑 而 产生 . 

迄今 为 止 , 我 们 处 理 过 的 曲面 是 R? 中 的 点 集 , 在 它 上 面 可 微 
函数 是 有 意义 的 ， 在 每 点 2ES 我 们 定义 了 切 平面 7,(S)， 并 且 
将 p 周 图 的 微分 几何 发 展 为 对 了 ,C5) 变 化 的 研究 ， 但 是 , 我 们 注 
意 到 所 有 内 列 几 何 的 概念 (Gauss 曲率 , 测 地 线 , 完备 性 等 ) 只 依赖 
于 在 每 个 Ts(39) 上 内 积 的 选取 ， 如 果 我 们 能 够 铀 象 地 定义 一 个 集 
合 ( 即 不 参考 于 R), 使 在 它 上 面 可 微 函数 有 意义 , 那么 我 们 最 终 
也 许 能 将 内 蕴 几 何 推广 到 这 样 的 点 集 上 . 

下 面 的 定义 是 从 第 二 章 中 归纳 出 来 的 结果 ， 历史 上 ， 它 的 出 
现 经 历 了 相当 长 的 时 间 , 也 许 是 由 于 在 R 的 曲面 定义 中 ， 参 数 转 
换 的 基本 作用 没有 很 清楚 被 理解 所 致 . 

定义 1 抽象 盟 面 (2 维 微分 流 形 ) ”是 一 个 集合 S 以 及 从 R? 
中 的 开 集 UaCR? 到 5S 中 的 1-1 映照 族 卫 。; Ua 一 5S, 满足 下列 性 质 ; 

1, ra(Uo) 一 站; 


2. 对 elUVa) 站 了 slUe)=W+#Q 的 每 对 opB, wal(WW)， 
及 (WW) 是 R? 中 的 开 集 ， 并 且 下 81o 昼 。， 芷 x1o 了 4 是 可 微 映照 
(图 5-46). 

(Ds。， 了 匡 a), 2DE 呈 (eu) 称 为 8 在 ?点 附近 的 一 个 参数 表示 
《或 坐标 系 ) 并。(Ua) 称 为 坐标 邻 域 ， 并 且 如 果 4 一 和 ec(uo ou)ES， 
我 们 说 (wu， wo) 是 9 在 这 个 坐标 系 的 坐标 . 族 {U。 工 o} 称 为 5 的 
微分 结构 . 

从 条 件 2 立即 得 到 “参数 变换 ” 

R30, Ril(W)->X2! (CW) 


$5-10 抽象 曲面 及 其 进一步 推广 [L421] 


WwW =xg(Ua) N XA Up) 


Xp I(W) 
5-46 
是 一 个 微分 同 胚 . | 
注 工 有 时 对 定义 工 加 上 进一步 公理 是 方便 的 ， 即 所 谓 关 于 
条 件 工 和 2 的 微分 结构 是 极 大 的 ， 这 意味 着 满足 条 件 工 和 2 的 任 
何其 它 族 也 已 包含 在 族 {0。, wo} 之 中 ， 
将 上 述 定义 和 R* 中 的 正则 曲面 的 定义 2-2 定义 1) 相 比 
较 , 说 明 主 要 点 是 在 抽象 曲面 定义 中 包括 了 参数 变换 的 规则 ( 它 对 
R? 中 曲面 是 一 个 定理 , 参见 8 2 3 性质 1)。 因为 这 是 使 我 们 能 在 
R 民 中 的 曲面 上 定义 可 微 函 数 的 性 质 ( 见 8 2-3 定义 1), 我 们 可 置 
定义 多 设 5 和 和 Ss 是 二 张 抽象 曲面 ,映照 8$. 51 一 > Ss 在 点 
PE 是 可 微 的 ， 如 果 在 (Pp) 周围 给 定 一 个 参数 表示 了 . VCCR? 
一 Sa 存在 2 点 附近 的 一 个 参数 表示 于，UCR” 51 使 $( 玉 (0)) 
Cy(y) 并 且 映 巾 
Vlogpo on IU) CR:—> Rs (1) 
在 广 "(p) 点 是 可 微 的 .如 果 在 每 点 P&E 51 是 可 微 的 ， 那 么 区 
在 Si 上 是 可 微 的 (图 547). 
显然 , 根据 条 件 2， 这 个 定义 是 不 依赖 于 参数 表示 的 选取 ， 映 
照 (D 叫 做 四 在 参数 表示 于 ,了 下 的 表示 
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$x(U)) 


加 5-47 


这 样 , 在 抽象 曲面 上 , 说 可 微 函 数 是 有 意义 的 ， 我 们 已 经 朝 内 
蕴 几 何 的 推广 走 了 第 一 步 . 
例 1 设 S2={(w, yy ERS; 十 访 十 民 =1} 是 单位 球面 ， 且 
设 4: 8 一 8 晤 是 对 径 上 映照 , 即 4(z, y, 仿 一 (一 轨 一 护 一 为， 设 
了 2 是 从 S? 借助 于 等 同 p 与 4(p) 而 得 到 的 集合 , 而且 m: S? 一 Ps 
汪 直 你 本 本 和 {P, 4(p)}。， 用 坐标 系 于 。U。 -> S? 覆盖 
， 且 满足 全。CUo) Mn 4。 了 eVa) 一 必 从 有 全 是 正则 曲面 及 4 是 微 
分 同 胚 的 事实 得 到 Ps 在 族 
{Ua, me。 互 小 下 是 揪 象 曲面 ， 
份 记 为 忆 ， 它 叫做 实 射影 平 
面 . 
例 2 设 TCRs 是 以 
《0, 0, 0) ER 为 中 心 的 旋 
转 环 面 ($ 2-2 例 钙 , 设 4. 
图 5-48 一 下 由 4 y, 2) =(— 
vw，-Yy， 一 ) 所 定义 (图 5-48)， 设 区 是 了 在 等 价 关系 p~4A(p) 


$5-I0 ”抽象 曲面 及 其 进一步 推广 [423] 


下 的 商 空 间 且 用 w: 了 一 及 表示 映照 x 《Fp) = {Pp,，4Cm)}， 用 参数 
表示 卫 。, Us。 一 了 了 虱 盖 了 了 , 且 满 是 卫 (Ue) 站 4o 对 (Uw) 一 避 ， 和 
前 面 一 祥 ， 可 以 证 明达 在 族 {0。, m* 卫 oj 下 是 抽象 曲面 ， 它 称 为 
天 Jein 颜 . 

现在 我 们 要 使 抽象 曲面 5 上 每 一 点 对 应 一 张 切 平 面 . 利用 
我 们 在 R* 中 曲面 的 经 验 仍 是 有 益 的 人 2-4)， 那里 , 某 点 的 切 平 
面 是 切 向 量 的 集合 ， 该 点 的 切 向 量 被 定义 为 曲面 上 曲线 在 该 点 的 
速率 、 这 样 , 我 们 必须 定义 什么 是 抽象 曲面 上 曲线 的 切 向 量 . 因 
为 没有 Rs 可 依靠 , 我 们 必须 寻求 曲线 切 向 量 的 不 依赖 于 Rs 的 特 
征 . 

下 列 的 考虑 产生 了 后 面 要 给 出 的 定义 ， 设 @: (8, 6) 一 民 - 
是 R? 中 的 可 微 曲 线 , a(0) 一 p. 记 olD)= Cv(), 1E (一 8 
8) 以 及 a (0) 一 G@w (0)，w(0)) 一 w。， 设 f 是 定义 在 jp 点 邻 域 中 的 
可 微 函数 .将 了 限制 于 a 且 记 了 关于 ww 的 方向 导数 如 下 ， 

CA (0f ou , Of su ) 


t=0 Ou Ut Ov ut 

-{w(0 二 +v(0) 名 | 
这 样 ， 洛 向 量 刀 的 方向 导数 是 一 个 只 依赖 于 刀 的 作用 在 可 微 函数 
上 的 算 子 ， 这 就 是 我 们 要 找 的 切 向 量 的 特征 ， 

定义 3 可 微 映照 (s,s) 一 入 称 为 8 上 的 一 条 由 线 ， 候 
定 a(0) =p 且 设 D 是 S 上 在 p 点 可 微 的 西数 的 集合 ， 则 线 a 在 
t 二 0 的 切 向 量 是 水 数 w (0); D 一 民 , 定 义 为 

“ON -LY ,feD 


在 点 PpEs 志向 生 训 是 某 条 潮 线 o (—8, £) 一 总 (0)=p 在 
t 一 0 的 切 向 量 . 

在 点 p=2(0, 0) 附 近 取 了 参数 走 示 习 : 0»>8, 基数 和 曲 
线 a 存 且 中 可 分 别 表示 为 fw, 中 和 (Cu( 提 ,2( 引 )， 所 以 


WO0) (P= 二 (oD | ,一 入 fu, v0)) eo 


9 
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-0 (四 ,+70 (的 ) 


-0 六 ),} 
它 启发 我 们 , 在 了 周围 的 (w 四 坐标 下 , 可 用 (元 ) 表 示 了 点 的 一 
个 切身 量 , 它 将 函数 了 映照 成 (全 ) ， 对 符号 (a/ao)。 可 作 类似 的 


解释 ， 我 们 指出 , (8/68w)。 和 (68/6v) .可 分 别 解释 为 “坐标 曲线 ” 
& -> (wu, 0) -> 斑 (0, 9) 
在 p 点 的 切 向 量 ( 图 5-49). 


ee 
- me, 
-~ 


~ (u,vo) - 
~ 
_ 


图 5-49 


从 上 面 讨论 可 以 看 到 ，2 点 切 向 量 作为 通常 函数 的 微分 算 子 
的 集合 是 二 维 向 量 空 间 人 ,C8)， 称 为 8 在 p 点 的 切 空 间 ， 显然 ， 
p 点 附近 参数 表示 卫 :U 一 各 的 选取 对 卫 (D) 中 任意 一 点 4, 确定 
了 To(s) 的 一 组 对 应 的 基 { (9/8w)s，(8/82)4). 

有 了 切 空间 的 概念 , 我 们 就 能 将 微分 的 定义 推广 到 抽象 曲面， 

定义 和 设 Si 和 5s 是 抽象 曲面 ,$: Bi -> Sa 是 可 微 映照 ， 对 
每 点 2E 有 及 每 个 WE 了,(SJ), 考虑 可 微 曲 线 a. (一 s， 8) -> Bi 
gl0) 一 p, a (0) 一 WW， 置 Bgeo，. 由 dpy(W) 二 B'(0) 给 出 的 映 
照 dbx Ts(S2)-> Tstw) (Ss) 是 有 明确 定义 的 线性 映照 , 称 为 在 名 
点 的 微分 . 

dgs 为 有 意义 及 线性 的 证 明和 52-4 性质 2 的 证 明 完 全 相 
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司 . 
现在 , 我 们 到 了 推广 内 蕴 几 何 的 最 后 一 步 . 
定义 5 几何 曲面 (2 维 Riemann 流 形 ) 是 一 个 抽象 曲面 S 
再 加 上 在 每 个 切 空 间 T 了 ,C8), pE 5 取 定 了 内 积 《<, >,， 这 些 内 积 又 
随 p 按 下 列 意 义 可 微 地 变化 ， 对 p 点 附近 的 某 个 (因此 也 就 是 所 
有 ) 参 数 表示 了 .:U 一 S, 函数 


Blu, 1) = 2 


0 9 
Ou’” Ou/’ 
Pw DB 9 -( 吉 ;高 ) 

在 U 中 是 可 微 函 数 ， 内 积 《, > 通常 称 为 S 上 的 (Riemann) 度 量 . 

现在 , 将 内 蕴 几 何 的 概念 推广 到 几何 曲面 就 很 简单 了 .确实 ， 
有 了 散 数 万 ,P,QG， 我 们 用 8 4-8 方程 组 2 来 定义 Ohristoffel 符 
号 ， 因 为 内 列 儿 何 的 概念 全 都 是 用 Ohristoffel 符号 来 定义 的 , 这 
样 它们 也 就 在 S 中 有 了 定义 . 

因此 ， 沿 曲 线 向 最 场 的 协 变 导 数 由 $4.4 方程 (1) 给 出 . 平行 
移动 的 存在 性 从 $ 4-4 命题 2 得 到 , 而 且 , 测 地 线 是 其 切 疝 量 场 的 
协 变 导 数 为 零 的 曲线 ，Gauss 曲率 可 以 由 8 4-8 方程 (四 定义 , 或 
如 在 $ 4-5 所 做 的 一 样 , 用 平行 移动 来 表示 . 

从 下 列 考 虑 可 以 看 到 , 这 样 一 来 引进 了 某 些 新 的 有 趣 的 对 象 . 
我 们 将 从 和 Hilbert 定理 有 关 的 例子 开始 

， 例 8 设 S=R? 是 以 (w, 人 为 储 标 的 平面 , 在 每 点 9 = (w, 9) 

GE 只 ?以 


Ge ), -EB=1, (各 六 一 一 Z-0 


La 充 )》， 
(By Do 一 Ge 


定义 一 个 内 积 ， Re 以 及 这 个 内 积 构成 一 张 几何 曲面 五 , 称 为 双 曲 
平面 . 豆 的 几何 和 R? 的 通常 几何 不 同 ， 例如 ， 互 的 曲率 是 G@ 4 
3 习 稻 1) 
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1 4 
下 元 性 诲 ),+( 和 ).} 
-1 
实际 上 , 豆 上 的 儿 何 正 是 Lobachewski 非 欧 几何 的 模型 , 其 中 , 欧 
儿 里 得 所 有 的 公理 , 除了 平面 公理 都 成 立 ( 见 8 4-5)， 为 更 清楚 说 
明 这 一 点 , 我 们 来 计算 五 的 测 地 线 , 
如 果 我 们 考察 如 = 了 了 =0 时 测 地 线 的 微分 方程 ($ 4-6, 习题 
2), 我 们 立即 看 到 曲线 0 常数 是 测 地 线 ， 为 找 另 一 族 测 地 线 ， 以 
力 ( 9) = (9, 2 汶 定义 映照 
$: HRi={(, ER,Yy>0}. 
容易 看 到 中 是 可 微 的 ， 并 且 因 为 y>>0 它 有 可 微 首 映照， 这样 ， 中 
是 一 个 微分 同 胚 , 且 由 
<ap (W1), dp (WW 3) Ys0 = Wi, We 
在 Ri 中 能 定义 一 个 内 积 ， 为 计算 这 个 内 积 , 注意 到 


9 _ 6 9 m2 
Ww Ov Oy Du 


所 以 ， 
《站 站 87. ” - 方 ， (高 ! 名 2 


-0 人 高 )- 方 
具 这 个 内 积 的 R4 是 和 互 等 距 的 ， 它 有 时 称 为 Poinoazr6 上 半 平 
面 ， 1 
为 确定 五 的 测 地 线 , 我 们 在 Poincaré 上 半 平 面 上 进行 , 且 再 
做 两 次 坐标 变换 . 
首先 , 取 定 一 点 (zo，0) 且 置 (图 5-50) 
4 一 Oo 一 pcos0 y= psin gb, 


0<g<m doete 这 是 Ri 下 有 内 的 一 个 和 分 风 了 ,有 


《( 放 :名 Op. -i ? 高 ” 00 前 )-0 
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过 Bp 点 的 的 平行 线 


图 5-50 


(总 已) 一 

20” 60 sin20 

再 考虑 Ri 上 的 微分 同 胚 (我 们 想 改变 儿 使 之 成 为 沿 p 一 常数 上 
的 缴 长 参数 ) 


1 gg 


pi=p, -| 二 7 7 


它 给 出 
， 《2 -aa 1 (so _a 
| Op1” Dpi p1gin20”\ ao” 0801 
一 0， (去 埃 )-1. 
再 考察 测 地 线 微 分 方程 (P 一 0, G 一 1， 我 们 看 到 py~p 一 常数 是 
测 地 线 . 〈 找 只 + 中 测 地 线 的 另 一 方法 在 习题 8 中 给 出 . ) 

” 综合 以 上 观察 , 我 们 得 到 结论 , 垂直 于 w 轴 的 直线 以 及 上 半圆 
是 Poincar6 上 半 平 面 R14 的 测 地 线 ， 它 们 是 Ri4 上 的 所 有 测 地 线 ， 
因为 通过 每 一 点 gE R4 以 及 从 g 出 发 的 每 一 方向 , 或 者 通过 一 个 
切 于 这 方向 且 避 直 于 y=0 轴 的 圆 或 者 通过 一 垂直 线 ( 当 给 定 的 方 
向 垂直 时 ). 四 

几何 曲面 民 + 是 完备 的 ; 即 测 地 线 能 对 参数 的 所 有 值 有 有 定义 ， 
这 个 事实 的 证 明 留 帮 练 习 (习题 7; 也 见习 题 6)， 
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容易 看 出 , 如 果 我 们 把 Ri 中 的 测 地 线 定义 成 直线 ， 那么 欧 几 
里 得 的 除 平行 公理 外 的 所 有 公理 在 这 个 儿 何 里 都 成 立 ， 在 欧 氏 平 
面 了 中 的 平行 公理 说 , 从 直线 YCP 外 一 点 只 能 作 唯 一 衣 线 7 守卫 
与 7 不 相交 .实际 上 , 在 R4 中 不 在 某 测 地 线 7 上 一 点 我 们 可 作 无 
限 多 条 测 地 线 与 7 不 相交 . 

那么 产生 一 个 问题 ,在 民 ? 中 能 否 找 到 这 样 的 正则 曲面 ， 从 这 
个 问题 自然 导致 下 列 定义 . 

定义 6 对 从 抽象 曲面 5S 到 民 ? 中 的 一 个 可 微 映 照 $. 8 一 R35, 
如 果 它 的 微分 gbo: TS) 一 To(BR') 是 1-1 的 , 那么 四 称 为 浸入 、 
而 且 , 如 果 SS 有 度量 《<, > 并且 

dg lV), dp CW) Ys 一人， Ws, », WE TS) 

那么 pp 称 为 等 距 浸 入 

注意 , 上 述 关 系 中 的 第 一 个 内 积 是 R? 中 的 通常 内 积 ， 而 第 二 
个 内 积 是 S 上 的 Riemann 度量 给 出 的 . 这 意味 着 在 等 距 浸 入 中 ， 
R33 在 S 上 “诱导 ”的 度量 和 上 不 来 度量 相 一 致 . 

准备 在 $5-11 中 证 明 的 Hilbert 定理 说 ， 完 备 的 双 曲 平面 不 
能 等 距 浸入 到 民 : 中 去 .特别 地 , 在 民 " 中 不 可 能 找到 正则 曲面 作 
为 Lobaohewgski 几何 的 模型 . 

实际 上 , 没 必要 将 我 们 自己 限制 在 R? 中 ， 当 我 们 将 R3 换 成 
民 ^ 或 更 一 般 的 只" 时 , 上 述 等 距 温 入 的 定义 完全 有 意义 这样, 我 
们 能 将 开始 的 问题 提 得 更 一 般 , 即 问 ; 对 什么 mw， 使 完备 的 双 昌平 
面 能 等 距 地 侵入 到 R" 中 去 ? Hilbert 定理 说 wz>4.。 就 我 们 所 知 
mn 一 4 的 情况 还 未 解决 [ 注 ] 

因此 ， 抽象 曲面 的 引入 带 来 了 新 的 课题 也 使 我 们 能 更 深入 地 
考察 重要 的 问题 . 

这 一 节 的 其 余部 分 ， 我 们 将 更 详细 地 研究 刚才 引进 的 想法 并 
说 明 它 们 如 何 自然 地 导致 进一步 的 重要 推广 ， 这 部 分 对 理解 下 一 
节 不 再 是 必须 的 . 

， 社 我 们 看 一 些 进 一 步 的 例子 . 
[ 注 ] 完备 的 双 当 平 鲁 能 等 距 肖 到 展 ; 中 ,一 一 译 者 注 
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例 和 人 设 民 ?是 以 (z, 急 为 坐标 的 平面 ,7 了 ww。 是 民 一 民 2 的 映 
照 (平移 )， 定 义 为 m,n(%, 0 一 《w+m, y 十 %)， 其 中 ”和 是 整 
数 .在 民 ? 中 定义 一 种 等 价 关 系 ， 如果 存在 整数 m,n 使 Tmn(%， 
幼 一 (oo 9 那么 (%, 了 ~(wr yi). 设 了 是 RR? 在 这 种 等 价 关系 
下 的 商 空 间 , rw 是 民 一 了 的 自然 投影 映照 , 定义 为 wz(w,9) 一 {Tmow 
Cw, 2); 对 所 有 整数 m, mn}， 这 桩 ,在 每 个 顶点 具 整 数 举 标的 开 单 
位 正方 形 中 ， 只 有 了 的 一 个 代表 点 ， 而 且 全 可 看 作对 边 被 等 同 起 
来 的 一 个 闭 正方 形 ，( 见 图 5-51， 注 意 , 由 wv 表示 的 R 的 所 有 点 
代表 也 中 的 同一 点 p，) 

设 is UoCR? 一 R? 是 民 " 的 参数 表示 族 ， 其 中 加 是 恒 等 映 
照 , 对 所 有 rw 使 CT = 四 ， 因 为 Tm,s 是 微分 同 胚 , 容 
易 验 证 族 (U。, woéo) 是 了 的 微分 结构 . 了 称 为 (可 微 ) 环 面 。 从 刚 
才 了 上 微分 结构 的 定义 可 知 , w， 民 ?一 > 了 是 可 微 映照 并 且 是 局 部 
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微分 同 胚 (在 图 5-51 中 所 做 的 结构 表示 , 了 微分 同 胚 于 Rs 中 的 标 
准 环 面 ). 

现在 ， 注 意 到 了 ww 是 R? 中 的 等 中 映照 且 在 TT 上 引进 几何 
(Riemann) 结 构 如 下 ， 设 PET 和 wETp(T)， 设 gy，qaE R? 及 
tw， WaE 民 使 得 wtgi) 一 wlqa) 一 Dp 及 dvrg, (Wi) 一 Gra.(wa) 一 那 
么 qu~gs 所 以 存在 Timo 使 TmnCgD) 一 9a (Tm,n)a(wD 一 wa, 因 
Tm 是 等 距 , jw | = |ws|. 现在 , 在 Tp(T) 中 定义 4 的 长 度 为 [| 
= |dxa wn) |. 从 此 可 见 , 它 是 有 意义 的 ， 显 然 , 对 任何 pET 这 产 
生 了 TD 上 前 一 个 内 积 4，>p。 因 为 它 实 质 上 是 R* 上 的 内 积 且 
ww 是 局 部 微分 同 胚 ,< ，>? 随 2 可 微 地 变化 . 

观察 到 了 的 第 一 基本 形式 的 系数 在 {U。 woio} 的 任 一 参数 表 
示 下 是 如 ~G=1，F 一 8. 这样 ， 这 个 环 面 在 局 部 就 像 欧 氏 空 
间 ， 例如 , 它 的 Gauss 曲率 恒 等 于 零 ( 见 $4-8 习 题 1)， 这 就 是 平 
坦 环 面 这 个 名 称 的 来 源 , 它 通 常 指 赋 于 刚才 找 述 的 内 积 的 工 . 

显然 ,平坦 环 面 不 同 能 等 距 浸 入 到 Rs 中 去 ， 因 为， 由 紧 致 性 ， 
它 应 该 有 一 正 曲率 的 点 ( 见 8 3-3 习题 16 或 $5-2 引 理 1). 但 是 ， 
它 能 等 距 浸入 到 Rs 中 . 

事实 上 , 设 了 了. R2 一 R? 的 定义 为 


Flw, Y) 一 元 《cos 2rz，sin 2mrz，c08 2rry，sin 2ry). 


因为 对 所 有 整数 m, n 有 了 (zw 十 mr, y 十 nn) 二 FCw, y)， 所 以 我 们 能 

用 (Pp) 一 了 (g), 9E w+(p) 来 定义 映照 .了 >RRt， 显然 ,por 一 

万 且 因 为 wm: R?-> 了 T 了 是 局 部 微分 同 胚 , $ 是 可 微 的 . 并且 dg 的 秩 

等 于 aF 的 秩 , 容易 验证 其 秩 为 2。， 这样 ,$ 是 一 个 浸入 ， 为 看 出 
浸入 是 等 距 的 , 我 们 首先 注意 到 如 果 e1 = (1, 0), es= (0, 1) 是 R? 

中 规范 基 的 二 个 向 量 , 那么 向 量 drva(es) =f3, drrales) =fs, gE RR? 

构成 Tacw (7T) 的 一 组 基 . 根据 了 上 内 积 的 定义 , 《fs f7》 = 《ee2》， 

6, 7 一 二 2 其 次 ,我们 计算 

8F 


Br dF (es) < 一 (一 Sin 2%, eos 2oro， 0, 0)， 
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化 -Fn 一 (0, 0, —sin2my, O827), 
且 得 到 dF (en), dF (0) > 一 e— fs, 177. 
这 样 ， < dp FD)>= ap (dr (00)), 


agp (dr en) > =< f7. 
这 就 得 到 少 是 等 距 浸入 , 符合 我 们 的 断言 . 

应 该 指出 ,一 个 淄 入 $.5 一 R" 的 像 $(5) 可 能 自身 相交 . 在 
上 述 例 中 , $: 了 一 R* 是 1-1 的 ,并 且 由 是 到 它 像 上 的 同 胚 ， 为 方 
便 应 用 下 列 术 语 . 

定义 ? 设 3 是 抽象 曲面 .可 微 映 照办 8 一 民 " 如 果 是 一 个 
溪 入 并 有 是 一 个 到 它 像 上 的 邮 胚 , 那么 由 称 为 葡 入 ， 

例如 ，R? 中 的 正则 曲面 的 特征 是 抽象 曲面 5 在 嵌入 $5 一 
Rs 下 的 象 ， 这 意味 着 只 有 那些 能 嵌入 到 R? 中 去 的 抽象 曲面 , 才 
能 在 前 面 研究 的 R? 中 正则 曲面 中 找到 。 这 个 很 强 的 限制 性 能 在 
下 面 例 子 中 看 到 . 

例 5 我 们 首先 注意 , 可 定向 性 的 定义 ( 见 $ 2-6 定义 9 不 必 
改动 一 个 词 就 能 被 推广 到 抽象 曲面 ， 现 在 考虑 例 工 中 的 实 射影 平 
面 P?. 我 们 断言 刀 是 不 可 定向 的 ， 

为 证 明 这 一 点 , 先 作 下 列 一 般 的 观察 . 内 要 抽象 曲面 包含 
一 个 微分 同 胚 于 M6bius 带 ($ 2-6 例 38) 的 开 集 用 , 它 就 是 不 可 定 
向 的 ， 否则 , 存在 一 族 覆 盖 S 的 参数 表示 , 它们 的 坐标 变换 有 正 的 
Jacobi 行列 式 ; 这 族 参数 表示 在 履 上 的 限 
制 将 诱导 收 上 的 一 个 定向 ， 这 是 不 可 能 
的 ， 

现在 , P? 是 从 ?等同 对 径 点 而 得 到 ， 
在 8 中 考虑 其 中 心 在 半 赤 道上 的 开 经 绥 
段 组 成 的 薄 带 B( 图 5-52).。 在 等 同 对 径 、 
虚 后 ，B 显然 成 为 一 个 P? 中 的 开 M6bius 5-52 射影 平面 包含 
带 ， 因 此 P? 是 不 可 定向 的 ， Mabins 带 

用 类 似 的 讨论 ， 可 以 说 明 例 2 的 Klein 瓶 也 是 不 可 定向 的 ， 
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一 般 地 , 只 要 正则 曲面 SCR? 关于 Rs 的 原点 是 对 称 的 , 等 同 对 称 

点 就 产生 一 张 不 可 定向 的 抽象 曲面 . 

可 以 证 明 ， 在 R? 中 的 紧 致 正则 曲面 是 可 以 定向 的 ( 见 $ 2-7 
注 2). 这样 ，P? 入 不 可 能 被 杠 入 到 Rs, 并 且 对 如 上 所 生成 的 
紧 致 不 可 定向 曲面 会 发 生 同 样 情况 .因此 , 我们 失 漏 了 R* 中 相当 
数量 的 曲面 [ 注 ]. 

但 是 ， PP 和 大 能 机 入 到 RR 中 去 ， 对 KKlein 瓶 下 考虑 映照 
GQ. Ra -> Ra 如 下 


Gu, 2») =( (reos V+ ocosu, (receosv+o)sinwy, 


TSIN Yb COS 可 THIN DV Sn 


注意 到 GG 9) 一 GQ 二 2mz，2nxz 十 0)， 其 中 加 和 %* 是 整数 ， 这 
样 , 从 正方 形 


[0, 2%] x [0，2m] CR? 
出 发 , 取 一 组 对 边 , 先 将 其 中 一 边关 于 这 边 的 中 心 反射 , 然后 等 同 
它们 及 另 一 组 对 边 , 从 而 得 到 一 个 空间 , 那么 , G 诱导 了 这 个 空间 
上 的 一 个 映照 办 ( 见 图 5558)， 要 知道 这 就 是 如 例 2 所 定义 的 
Klein 瓶 也 可 这 样 来 看 ， 去 掉 环 面 开 的 一 半 ， 然 后 等 同 对 径 点 ， 注 


-二 一 策 到 一 6 和 
| 


夫 --w 一- 


加 


Klein 瓶 自身 相交 地 证 入 Bs 


图 5-53 
[ 注 ] 从 .上 下 文 看 最 后 二 句 话 的 意思 是 ; 如 果 只 考虑 民 中 正则 曲面 , 将 失 漏 相当 
数量 如 PP, 下 类 型 的 曲面 ,一 一 译 者 注 
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意 到 两 种 过 程 都 导致 同样 的 曲面 (图 5-53). 
因此 ,由 是 玉 到 Rt 的 映照 .还 观察 到 
G+dmr, V+2mm) = Gu, ov), 
由 此 得 到 分 一 yowiom, 其 中 ww: R23 一 了 了 实质 上 是 到 环 面 卫 上 的 自 
然 投 影 ( 见 例 和 ,并且 mx: 了 ~> 玉 对 应 于 等 同人 卫 中 的 “对 径 虑 ”. 
根据 了 和 及 上 微分 辣 构 的 定义 , w 和 wi 是 局 部 微分 同 胚 ， 这 样 
由 尺 一 Rt 是 可 微 的 , 并且 d 的 秩 和 dG 的 秩 相同 .而 容易 计算 
aG 的 秩 是 2 所 以 由 是 一 个 浸入 ， 因为 五 是 紧 致 的 县 由 是 1-1 
的 ， 还 容易 看 出 内: 在 峭 ( 玉 ) 中 是 连续 的 . 这 样 ,由 如 我 们 希望 的 
是 一 个 嵌入 ， 
对 射影 平面 P2, 考 虞 映照 f. 民 ”一 RR 
Plw, Y, 2) = (ty, WY, ve, Ye). 
设 S2CRs 是 以 民 ? 原点 为 中 心 的 单位 球面 ， 显然 限制 揣 照 $= 
| 满足 (Pp) 一 小 一人。 因此 ,中 诱 导 了 一 个 映照 
$. 卫 2 一 > R4, 
它 的 定义 为 $l{p, —p}) =$(P). 
为 看 出 由 (所 以 办 是 浸入 ,考虑 5S? 的 参数 表示 于 
Tl, WD =, y, + MI—w—), 
其 中 2 十 如 二 1， 闭 么 
poeX (%, W) = (0 — yy, wy, wD, yD), D= M1— of 
容易 验证 2(p。 于 ) 的 矩阵 的 秩 是 3， 这 样 , % 是 浸入 ， 
为 看 出 $ 是 1-l 的 , 置 
wa— a, Y=b, re=ce, Y=d (2) 
只 要 证 明 ， 在 条 件 2 十 妨 十 避 二 1 下， 上 述 方程 只 有 (%, y, 2) 及 
《一 一 y， 一 种 形 式 的 解 ， 事 实 上 , 我 们 可 以 记 
w= be, ye= bd, 
20=cd, we — Y=0, (3) 
弛 十 角 十 2 一 1]， 
其 申 关 三 个 方程 来 自 (2 的 后 三 个 方程. 
现在 , 如果 5 c, 4 之 一 非 零 ,那么 (3) 中 的 方程 将 给 出 刀 ，32 
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和 9, 并 且 一 明 给 出 其 中 一 个 坐标 的 符号 , 其 余 二 个 奉 标 的 符号 将 
由 (2) 中 方程 所 确定 。 如 果 8~c==8~0，(2) 中 的 方程 和 (38) 中 最 
后 一 个 方程 说 明确 好 有 二 个 坐标 为 零 ， 而 余下 的 些 标 是 土 1， 不 
管 那 种 情况 , 解 有 所 要 求 的 形式 , 并 且 $ 是 1-1 的 . 

由 紧 致 性 , $ 是 嵌入 , 这 就 结束 了 本 例 . 

如 果 我 们 回 过 求 看 抽象 曲面 的 定义 ， 我 们 看 到 维 数 2 不 起 实 
质 性 的 作用 . 因此, 我们 能 将 那个 定义 推广 到 任意 m, 正 像 我 们 将 
看 到 的 , 这 可 能 是 有 用 的 . 

定义 la mn 维 的 微分 流 形 是 集合 型 以 及 从 开 集 UsCR" 到 
XM 的 1-1 上 映照 族 下 。0U。 一 1 满足 

1, za Us,) =NY; 


2. 对 每 对 使 全 a。(U6) 门卫 se(Ue) 一 开关 9 的 mB, x1(W) 以 
及 及 71 (WW) 是 民 " 中 的 开 集 , 而 且 忆 8to 下 总 zlo 和 6 是 可 微 映 照 ; 

3. 族 {D。, 下 gj 关于 条 件 1 和 2 是 极 大 的 . 

满足 条 件 工 和 2 的 族 {D。 oo 称 为 W 上 的 微分 结构 ， 在 M 
上 给 定 了 微分 结构 , 我 们 容易 使 之 变 成 极 大 , 只 要 将 所 有 可 能 的 与 
给 定 微 分 结构 中 某 些 参数 表示 相交 部 分 满足 条 件 3 的 参数 表示 加 
到 给 定 的 微分 结构 {如 。， 于} 中 就 可 以 了 ， 所 以 , 用 不 太 严 格 的 话 
说 , 微分 流 形 就 是 一 个 集合 再 吉 上 一 个 微分 铺 构 . 

注 在 7 中 的 开 集 族 可 按 下 列 方式 定义 对 于 中 的 子 集 
六 CH, 如果 对 每 个 a,， 邓 z+(V 人 下 (Do)) 是 R" 中 的 开 集 ,那么 六 
称 为 开 集 ， 具 有 点 集 拓扑 知识 的 读 老将 注意 到 这 样 的 开 集 族 定义 
了 MH 上 的 一 个 自然 拓扑 ， 在 这 个 拓扑 中 映照 和 是 连续 的 并 是 
并 (IT 在 型 中 是 开 的 .在 流 形 上 某 些 深入 定理 中 , 有 必要 在 对 
的 自然 拓扑 上 再 加 上 某 些 条 件 . 

可 微 映 照 和 切 向 量 的 定义 可 逐 字 逐 句 地 报到 微分 流 形 中 来 ， 
当然 , 切 空间 现在 是 %% 维 向 量 空间 ， 微分 和 定向 性 的 定义 也 直接 
地 推广 到 现在 情形 . 

下 面 的 例子 中 我 们 将 说 明 2 维 流 形 上 的 问题 是 如 何 自然 地 导 
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致 考虑 高 维 流 形 的 ， 

例 6( 切 从 ) 设 S 是 抽象 曲面 并 且 设 T(S)={(p, 多 )， 
pE WET,(S)}.。 我 们 将 说 明 集 合 人 (9) 可 给 一 个 微分 结构 (4 
维 ) 从 而 称 为 如 的 切 丛 . 

设 {Do, 子 o} 是 8 的 微分 结构 , 用 (ws，vm) 表示 Us 的 坐标 ， 而 
用 {6/Bus，6/8wvw} 表 示 下 。 Ee 对 每 个 ,用 


Fe vo 0, 9) = (Falvs, 00), 0B +tY Em) (DER 


定义 映照 卫 。 UsxR’ 一 了 (8)， 几 何 上 , 这 意味 着 将 Dp 点 的 坐标 
Wo Va 以 及 名 在 基 {6/6wuw,8/9ve} 下 的 坐标 取 作 为 点 Cp,220) ET 了 (5S) 
的 坐标 . 
我 们 将 说 明 {UexR2 了} 是 了 (5S) 的 微分 结构 ， 因 为 

UJ 加 au) 一 S 和 (Ga) a R’) 一 了 xsw (9)， ZE Us, 
我 们 有 UoY ,Us Xx RY) 一 人 (3)， 
这 就 验证 了 定义 la 的 条 件 1. 现在 设 

(p, WwW EY ,Us x RY NYe(Us x RS), 

那么 (P ww) = (Xalgo), GXa (Wa)) =— (Tal(9a), GXalWg)), 
其 中 qsa€ Us, qs Ug, Wa WeER 所 以 ， 

YaoF oa(gs, We) —Y a1 (Ra(ga), GTalwa)) 

一 (CT5lo 和 oa) (go), G(X Fo) (wa)). 
因为 下 8’o 了 a 是 可 微 的， 所 以 8( 尺 a1o 昼 。) 也 是 可 微 的 ， 由 兹 得 
到 了 aie7 是 可 微 的 , 这 就 验证 了 定义 ta 的 条 件 2. 

当 考 虑 S 上 的 二 阶 微分 方程 时 ， 自 然 地 可 将 问题 放 在 切 从 上 
考点 .例如 , 刀 何 曲面 5 上 的 测 地 变 方 程 , 在 局 部 坐标 下 , 可 写成 
《 见 § 4-7) 

ww =f 9, W, v), 

Vf, », W, V), 
微分 方程 中 有 一 个 经 典 的 技巧 ， 即 用 引进 新 的 变量 一 好 gy 一 2 
将 .上 方程 组 化 为 一 阶 系统 
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w=fi(, V, 2 Y), 
y =falu, V, 2, Y), 
4 一 Fa V, 的 Y), 
一 (5 VY, wv, Y), 
这 可 被 解释 为 将 问题 放 在 以 人 %, zw, 2 为 坐标 的 切 从 了 (4S) 中 考 
虑 , 而 将 测 地 线 看 作为 在 和 (3) 中 局 部 地 由 ( 约 给 出 的 向 量 场 的 轨 
线 ， 可 以 证 明 这 种 向 量 场 在 整个 了 (CS) 上 是 确 有 定义 的 ; 即 在 两 
个 坐标 邻 域 的 相交 区 域 中 , 由 ( 乡 给 出 的 向 量 场 是 一 致 的 .这 个 场 
(或 更 恰当 地 它 的 胃 线 ) 称 为 了 (5) 中欧 测 地 流 ， 当 研 究 S 上 测 地 
线 的 整体 性 质 时 , 这 是 一 个 非常 自然 的 研究 对 象 . 
回顾 84-7 应 注意 到 ， 我 们 已 经 以 一 种 隐蔽 的 形式 用 到 了 流 
形 了 (8S)， 因 为 我 们 当时 只 对 局 部 性 质感 兴趣 , 所 以 只 涉足 于 坐标 
邻 域 ( 它 实质 上 是 R* 的 开 集 ). 但 是 ， 当 我 们 引进 切 丛 概念 时 , 即 
使 是 这 个 局 部 的 工作 也 会 变 得 更 为 简洁 . 
当然 , 我 们 也 能 定义 任意 %* 维 流 形 的 切 从 .除了 记号 , 细节 是 
相同 的 , 将 它 留 作 练习 . 
我 们 已 能 将 几何 曲面 推广 到 任意 维 情 形 . 
定义 8 ” Riemann 流 形 是 nw 维 微 分 流 形 用 以 及 对 每 点 
2E KH, 在 To(MM) 中 定义 一 种 内 积 《, >o 它 又 按 下 述 意 义 随 Pp 而 可 
微 地 变化 , 对 PE 定 a(0w) 点 附近 的 某 个 (因此 一 切 ) 参 数 表示 子 。 
Us 一 ,函数 


从 


0 0 。 ， 
gi (U1, 可 Ww) 一 (部 就 -) 2, 7=1, “Ns 


在 及 z1(p) 是 可 微 的 ; 这 里 @44…; tw) 是 UsCR? 的 坐标 . 

可 微 族 {<，》p,PE 了 H} 册 做 及 的 Riemann 结构 (或 Riemann 
度量 ) 

注意 到 在 曲面 情形 , 我 们 已 用 传统 的 记号 gu = EB, gi = ga1= 
Va gaa 一 地. 

将 内 区 几何 的 一 些 概 念 推广 到 Riemann 流 形 不 像 微 分 流 形 
情形 那样 直接 . 
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首先 ， 我 们 必须 对 Riemann 流 形 定义 协 变 导 数 的 概念 . 为 
此 , 设 且 ,U -> 及 是 以 Qa …'， wn) 为 坐标 的 参数 表示 且 置 
1™ 0/Ou. 
因此 ， gp 一 《了 了 >. 
我 们 想 定义 向 量 场 2 关于 向 量 场 包 的 协 变 导数 Dww， 我 们 希 
望 Dom 有 我 们 过 去 用 过 并 且 已 被 证 明 是 有 效 的 性 质 ， 首 先 , 它 应 
该 有 原 协 变 导 数 的 分 本 性 质 ， 因 此 ,如果 也 是 肝 上 的 向 量 
场 并 且 f,g 是 姥 上 的 可 微 函 数 , 希望 
Djstrow lv) =f Du + gDwy, (5) 


D,(fv+gw) —=f Dw + 2f 2 十 9gDuo 十 -到 ww, (6) 


其 中 如 8f/Bu 是 一 个 函数 ， 它 在 pE 了 的 值 是 了 在 曲线 a 上 限制 
的 导数 (foo) (0), 这 里 a (一 8e,， 8) 一 到， (0) 一 p, 0(0) 一 化 
方程 (四 和 (8) 说明, 协 变 导数 DD 一 旦 知道 它 在 苦 向 量 上 的 值 
Dzxi 了 j= Sryx, 2 ) £=1, “** %, 


它 就 完全 被 确定 , 其 中 系数 5 是 还 未 确定 的 函数 .其 次 , 我 们 要 
7 关于 % 和 5 是 对 称 的 (7% 一 了 4); 即 对 所 有 如 j 


Dx, Xj;= Dx,TX, (7) 
再 则 , 我 们 希望 乘法 规则 成 立 ; 即 
BXs XO-DaX, TOF, DoT (8) 
六 可 (和 (8) 得 到 
2 (Xu RD+ Rs KO- BX XO 
一 2 人 1 Xp, >, 


或 等 价 地 了 gr 十 总 9 一 gu 一 2 之 Tingy. 

因为 deif(g;) 0, 我 们 可 解 这 最 后 的 方程 组 , 并 且 得 到 7 
Riemann 度量 go 及 其 导数 的 函数 (读者 应 该 将 上 面 的 方程 组 与 
$$ 4-8 方程 组 (2) 作 比较 )、 如 果 我 们 将 % 看 成 矩阵 且 记 它 的 逆 阵 
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为 多 , 那么 上 述 方程 组 的 解 是 


pl 1 Ogu 十 Ogn Ogiy 
Ds A 7 2). 


所 以 ,给 了 及 的 一 个 Riemann 结构 ， MUM 上 存在 满足 方程 组 (5) ~ 
《8) 的 唯一 的 协 变 导 数 ( 也 叫做 给 定 Riemann 结构 的 Levi-Oivita 
联络 )。 

从 协 变 导数 出 发 , 我 们 能 定义 平行 移动 , 测 地 线 , 测 地 曲率 , 指 
数 映 照 , 完备 性 等 等 ， 定 义 完全 和 前 面 已 经 给 出 的 一 样 . 但 是 , 曲 
率 的 概念 要 求 更 精细 ， 下 列 属 于 Riemann 的 概念 , 也 许 是 Gausg 
有 曲率 在 Riemann 几何 中 最 好 的 模拟 ， 

设 pE 用 以 及 oCT,(M) 是 切 空 间 Ze(CM) 的 2 维 子 空间 . 
考 菩 从 2 点 出 发 与 c 相 切 的 所 有 型 的 测 地 线 . 从 指数 映照 在 
Ts(Ca) 原点 是 局 部 微分 同 胚 的 事实 ， 可 以 说 明 这 种 短 测 地 线段 组 
成 包含 2 的 一 张 抽 象 曲 面 3. 六 在 2 点 的 Gauss 曲 率 电 做 屎 在 
2 点 沿 吕 的 截面 曲率 严 (2，c)， 

将 截面 曲率 用 Levi-Civita 联络 表示 的 公式 是 可 以 作出 的 , 但 
是 这 样 做 就 过 于 技术 化 而 不 能 在 这 里 描述 我 们 只 说 一 下 , 在 这 
一 章 中 的 大 多 数 定理 在 Riemann 几何 中 能 被 自然 地 作为 问题 提 
出 .其 中 有 一 些 是 成 立 的 ,证 明 可 训 无 变动 或 稍 作 修改 . (Hopf- 
Rinow 定理 , Bonnet 定理 , Hadamard 第 一 定理 以 及 Jacobi 定理 
都 属于 这 一 类 . ) 但 是 ， 另 一 些 却 要 作 进 一 步 假定 才能 成 立 ( 例 如 ， 
Hadamard 第 二 定理 ) 而 且 是 使 理论 进一步 发 展 的 起 因 . 

将 上 述 想法 完全 展开 会 把 我 们 引入 Riemann 几何 的 领域 . 
我 们 必须 在 这 里 止步 而 请 读者 查阅 书 末 的 参考 文献 ， 


习 题 


1. 在 射影 平面 P2 见 例 1) 上 引进 度量 , 使 自然 投影 mw: 53 一 已 是 局 部 等 
距 ， 这 个 度 妇 的 (Gauss) 曲 率 是 什么 ? 
2. (无 限 M6bius 带 ) 设 
O=1{(%, y, 2) ER rz +=1} 
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是 柱 面 , 4: 0 一 0 是 映照 (对 径 映 照 )4Cz, y, 有 二 (一 2， 一 yY 一 信 ， 设 
MM 是 0 关于 等 价 关系 p~4Cp) 的 商 空间 及 rm:0C 忆 用 是 映照 wm()= 
{p, A(P}, 5EC， 

a. 说 明 可 以 给 用 一 个 微分 结构 使 w 是 局 部 微分 同 胚 (这 时 如 称 为 无 
限 Mobius 带 ). 

b. 证 明 政 是 不 可 定向 的 . 

c. 在 用 上 引进 Riemann 结构 使 是 局 部 等 距 ， 这 个 度量 的 曲率 是 什 
人 么 ? 

， &a. 证 明 从 球面 天 射影 平面 的 投影 映照 mw: 5S? 一 P? 有 下 列 性 质 : (lm 是 
连续 的 并 且 w(5S”)=P3; (3) 每 点 PE P? 有 一 个 邻 域 品 使 nw-(V)= 
FxzUrs， 其 中 Fxz 和 Ts 是 38? 的 不 相交 开 子 集 ， 并 且 严 在 每 个 六 上 
的 限制 i=1, 3， 是 至 | 7 上 的 同 豚 . 所 以 , w 满足 通常 的 二 叶 覆 盖 映 
照 的 条 件 ( 见 8 5 定义 切 。 由 于 这 个 原因 ， 我 们 说 3 是 卫 的 一 个 
可 定向 二 叶 收 盖 . 

b. 在 这 个 意义 下 ， 说 明 环 面 了 是 Klein 瓶 下 ( 见 例 2 的 可 定向 二 时 要 
盖 , 柱 面 是 无 限 M6bius 带 ( 见 习题 2) 的 可 定向 二 叶 覆 盖 , 

.【〈( 可 定向 二 叶 和 覆盖 ) 这 个 习题 给 出 不 可 定向 曲面 的 可 定向 二 叶 覆 盖 的 一 

般 结构 ， 设 5 是 一 个 抽象 的 ,连通 的 、 不 可 定向 的 曲面 ， 对 每 点 2E 9， 

考虑 Ya(S) 所 有 基 的 集合 B， 对 其 中 的 两 个 基 , 如 果 它 们 的 变换 矩阵 行 

列 式 为 正则 称 为 等 价 的 。 这 显然 是 一 个 等 价 关 系 并 且 将 B 分 成 两 个 不 

交 的 集合 ( 见 § 14)， 设 Oo 是 五 在 这 等 价 关系 下 的 商 空间 .Ze 有 二 
个 元 素 , 并 且 每 个 元 素 Oo e O06 是 Za(S) 的 一 个 定向 ( 见 8 1- 和， 设 总 是 
集合 
他 一 {Cp, Op); PE DB'; Op EE Op}. 
为 了 给 总 一 个 微分 结构 , 设 {0。, X。} 是 8 的 极 大 微分 结构 且 定 义 
仿 o: Do 一 语 为 
Zoo 0)=( Xakwa, v2), [3 De) 

其 中 (we Va) E Uo [6/Oua, 3/3vo] 表 示 被 基 {3/9us, 3/3v。} 所 确定 的 

Dy 的 元 素 . 证 明 : 

a. {Ua 倒是 S 上 的 一 个 微分 结构 , 而 且 人 关于 这 个 微分 结构 是 定向 
曲面 

b. 由 m(p，02) =p 定义 的 映照 严 避 一 8 是 可 微 的 满 映照 进而 , 每 点 
2 ES 有 一 个 邻 域 0 使 w-1(0) 二 ViUV9, 其 中 Vi 和 了 7s 是 含 的 不 相 
交 的 开 子 集 而 且 严 在 每 个 Fw i=1, 3， 上 的 限制 是 到 乙 上 的 一 个 微 
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“7 。 


10. 


分 同 肘 . 据 此 ,S 称 为 8 的 一 个 可 定向 二 叶 荐 妾 . 

将 Gauss-Bonnet 定理 ( 见 § 4-5 ) 推 广 到 可 定向 的 几何 曲面 并 且 利用 它 

来 证 明 下 列 事实 : 

a。 在 微分 问 胚 于 环 面 的 抽象 曲面 上 没有 曲率 处 处 为 正 《 或 负 ) 的 
Riemann 度量 

b. 设 工 和 433 分别 是 微分 同 肥 和 才 环 两 和 球面 的 抽象 曲面 ， 并 且 久 工 一 
833 是 可 微 喘 照 ， 那 么 乡 至 少 有 一 个 临界 点 , 即 有 一 点 2DE 了 使 oo 一 
0。 


”考虑 具 度 量 


EBs, =1, Fly, )—0, G(r, 屹 = 了 (om WD ER? 


的 上 半 平 面 RI《 见 例 3)， 说 明 当 向 景 接近 于 R4 边界 时 其 长 度 变 得 任 
意 大 并 且 垂 直线 段 

v=0, 0<E<YEl,. 
的 长 度 当 8 一 0 时 接近 于 2。 证 明 这 样 度量 是 不 完备 的 . 
证 明 Poincar6 上 半 平 面 ( 见 例 3) 是 完备 的 几何 曲面 . 从 而 得 到 双 曲 平 
面 是 完整 的 . 


， 寻找 Poincar6 上 半 平 面 《 见 例 3) 侧 地 线 的 另 一 种 方法 是 利用 对 应 变 分 


问题 的 Buler-Lagrange 方程 ( 见 § 5-4 习题 全 ,因为 已 知 垂直 线 是 测 地 
线 ,我 们 能 限于 y=y(《%) 形 式 的 测 地 线 ， 所 以 ， 我 们 必须 找 积分 (了 一 0) 
[YErawy do= | dz 


的 临界 点 ， 因 为 五 一 G= 方 . 利用 8 5-4 习题 4 说 明 这 个 变 分 问题 的 解 
是 形 如 

《z% 十 2 十 引 一 奶 ，K1， fa 二 常数 
的 圆 族 ， 


. 设 访 各 是 连通 的 几何 曲面 , 并 且 设 w: 仿 一 8 是 可 微 的 满 映照 ， 它 有 


下 列 性 质 ; 对 每 点 p€E8, 存在 p 点 的 一 个 邻 域 口 使 w 1(0)=UoV。, 其 
中 Va 是 仿 的 不 相交 开 子 集 并 且 ww 限 制 于 每 个 Va 是 到 UV 上 的 等 还 《所 
以 ,wr 实质 上 是 覆盖 映照 和 局 部 等 距 ). 
a.。 证 明 . 8 是 完备 的 充 要 条 件 为 仿 是 完备 的 . 
b, 在 习题 2 部 分 C 中 引进 的 无 限 M6bius 带 上 是 否 有 完备 的 度量 ? 
(Kazdwn-Warner 的 结果 》 
a. 设 在 民 ? 上 给 出 度量 

Elz, y)=1 F(z. yy=0, G(r Y)>0, (z, y) € RY, 证明 这 个 度 
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景 的 曲率 满足 下 列 公 式 


OYE -KG y) VE=0. 0) 
b. 反之 , 存 Re 上 给 一 个 函数 及 (zw, 内 ， 将 9 看 为 参数 设 VG 是 方程 
(*) 满 足 初始 条 件 
VT (wo Dl, YE eo WD =0 


的 解 ， 证 明 G 在 (zo, 纺 的 某 邻 域 中 是 正 的 , 这 样 在 这 个 邻 城中 定义 

了 一 个 度量 . 这 说 明 每 一 可 微 函 数 在 局 部 是 某 ( 抽 象 ) 度 量 的 曲率 ， 
*e， 假 定 对 所 有 (%, Y) ER? 有 下 (z, 纺 生 0 说 明 上 述 b 小 题 的 解 对 所 

有 允 满 足 
VG D> VG 分 一 | 

所 以 ,G(z, 急 定 义 了 整个 只 上 的 度量 ， 并且 证 明 这 个 度量 是 完备 

的 .这 说 明 R? 上 的 任何 非 正 可 微 函 数 是 R23 上 某 完备 度量 的 曲率 . 

如 果 我 们 不 坚持 度量 是 完备 的 要 求 ， 此 结果 对 民 " 上 任何 可 微 函 数 

下 都 成 立 。 试 对 照 本. 及 azdan 和 了 Warner 的 文章 “Ourvature 

Eunctiong for Open 2-Manifolds”, Ann, of Math. 99(1974), 203 

一 219， 其 中 也 证 明了 在 $ 5-4 习题 3 中 给 出 的 下 的 条 件 也 是 对 应 

度量 为 完备 的 充 要 条 件 . 


§ 5-11 Hilbert 定理 


Hilbert 定理 可 氢 述 如 下 ， 

定理 5S 是 完备 的 几何 曲面 , 具有 负 常 曲率 , 那么 它 不 可 能 被 
等 距 地 浸入 到 R” 中 去 ， 

注 1 Hilbert 定理 首先 在 D. Hilbert 的 “Uber Flichen 
von konstanter Gausscher Kriimung”, Trang. Amer. Math. 
Soc. 2(1901), 87~99 一 文中 给 出 . 不 久 以 后 卫 . Holmgren 在 
‘Sur les surfaces & Qourbure Qonstante negative”, O. 及 . Acad. 
Sci. Paris 184(1902), 740~743 中 给 出 了 一 个 不 同 的 证 明 . 我 们 
这 里 将 给 出 的 证 明 是 按照 Hilbert 原来 的 思想 .局 部 性 部 分 本 质 
上 和 和 Hilbert 文章 是 一 样 的 ; 但 是 , 整体 性 部 分 有 很 大 的 不 同 . 感 
谢 J. A. Scheinkman 帮助 我 们 作出 这 个 证 明 , 也 感谢 M. Spivak 
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建议 用 下 面 的 引 理 7. 

首先 , 注意 到 下 面 一 些 事实 ， 不 妨 假设 曲率 太 = 一 1, 否则 可 
用 一 常数 因子 乘 以 内 积 化 为 这 种 情形 而且 因为 exps To(9) 一 
S 是 局 部 微分 同 豚 8 5-5 定理 的 推论 ), 它 在 了 (3S) 上 诱导 了 一 个 
内 积 ，、 以 尽 记 Yo(8) 关于 这 个 诱导 内 积 所 组 成 的 几何 曲面 ， 如 
果 凡 8 一 Rs 是 一 个 等 距 淄 入 ， 那么 = 让。 expe S' 一 民 也 是 一 
个 等 距 淄 入 ， 这 样 , 我 们 将 问题 化 为 证 明 不 存在 等 距 浸 入 内 六 一 
R35, 其 中 8 是 定义 了 某 种 具 玉 址 一 1 的 内 积 的 平面 . 

引 理 1 5 的 面积 是 元 限 的 ， 

证 明 我 们 来 证 明 只 (大 范围 ) 等 距 于 双 曲 平面 忌 .。 王后 者 
的 面积 是 


于 co 『 十 oo 
| | e* dv dv 一 oo， 


这 就 证 明了 引 理 . 

设 PE 五 , 8 EN'， 且 取 它 们 切 平面 之 闻 的 线性 等 距 对 应 内 

TA( 且 ) 一 Ty(S')， 定义 映照 8B. 五 过 5 如 下 

Pp =expy oho expy 
因 五 的 每 一 点 都 能 用 唯一 的 一 条 极 小 测 地 线 与 p 相连 结 , 史 是 有 
意义 的 ， 

在 p 点 和 点 附近 分 别 用 极 坐标 (p, 信和 (ef，0， 且 要 求 由 
将 9=0 的 轴 肌 照 到 光一 0 的 轴 ， 据 $46 的 结果 , 史 保 持 第 一 基 
本 形式 ; 所 以 它 是 局 部 等 距 对 应 ， 应 用 Hadamard 定理 后 的 附注 ， 
得 到 中 是 一 个 覆盖 映照 。 因 S' 是 单 连通 的 , 史 是 同 胚 , 所 以 是 一 
个 (大 范围 ) 等 距 对 应 证 毕 、 

下 面 , 我 们 将 假定 存在 一 个 等 距 温 入 $5 一 RR, 其 中 5’ 是 同 
胚 于 平面 且 具 下 圭一 1 的 几何 曲面 . 

为 避免 上 (5S") 可 能 自 相 交 的 困难 ,证 明 将 在 S 上 进行 而 利用 
浸入 $ 将 $$(5”)CR? 的 局 部 的 外 在 几何 转移 到 S' 上 来 . 更 仔细 
地 说 , 因为 几 是 浸入 , 对 每 点 PE S', 存在 2 的 一 个 邻 域 天 CS ,使 
$ 在 六 上 的 限制 |v.=B 是 一 个 微分 同 胚 ， 璧 如， 在 每 一 点 
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9(9) Eq”) 存在 两 个 渐 近 方向 ， 通 过 有 $， 这 两 个 方向 诱导 了 
9gE& 上 的 两 个 方向 必 它 们 将 被 称 为 8 上 在 g 点 的 渐 近 方向 ， 用 
这 样 的 方式 ， 讨 论 8 上 的 渐 近 曲线 是 有 意义 的 ， 同 样 的 方式 能 用 
于 403) 的 任何 其 它 局 部 几何 对 象 . 

让 我 们 回顾 一 下 ， 如 果 参 数 曲 线 网 所 组 成 的 任何 四 边 形 的 对 
边 长 相等 ， 那 么 这 样 的 参数 曲线 组 成 Tchebyshef 网 ( 见 8 2-5 习 
题 7). 在 这 种 情况 下 ， 能 取 到 适当 的 参数 表示 ， 使 了 ~1, = 
cos 6, 9 一 1; 其 中 0 是 坐标 曲线 的 夹 角 ( 见 8 2-5 习题 8)， 而 且 ， 
在 这 种 情况 下 , 及 = 一 (0w/sin 9) ( 见 84 8 习题 中. 

引 理 2 对 每 点 BE 5', 存在 它 附近 的 一 个 参数 表示 了 ,UC 
R2 -> 5", pE€ 及 (DU)， 使 卫 的 参数 曲线 是 对 (DU) VV 的 渐 近 曲线 
并 构成 一 个 Tchebyshef 网 (我 们 将 用 天 的 渐 近 曲线 构成 Teheb- 
yshef 网 这 种 说 法 来 表达 这 一 点 ). 

证 明 因 牙 <0, wp 的 某 令 域 六 CS' 能 用 这 样 的 参数 表示 
于 (w, 4%)， 使 下 的 坐标 曲线 是 六 的 渐 近 曲线 ， 这 样 , 如 果 。 了 和 
g 是 5 在 这 种 参数 表示 下 第 二 基本 形式 的 系数 , 那么 e 一 9 一 0. 注 
意 ， 这 里 用 了 上 面 指出 过 的 约定 ，S’ 的 第 二 基本 形式 是 指 岁 \S1) 
CR 对 应 的 第 二 基本 形式 . 

在 $( 让 )CR? 中 ,有 

Ns NAN,o= K(Xu 人 TT,); 
所 以 , 置 D= MEGd 二 启 ， 
(VAN 一 (VANwo=2CV 人 No =2KDN. 
而 且 ， 
NNN {RNRo) 人 AN 
儿 1 
= {Xu NOX— CR NOT 
一 方 (17 了, 一。 工 )， 


类 似 地 ， NAN。= 方 (9Xu 一 Fo)， 
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因为 让 = 一 1= 一 (fYD”) 及 e 一 g 二 0, 我 们 得 到 
NAN,= 封 人, NANv= 干 XX,; 
所 以 2KDN=—2DN= 圭 了 wtXuw= +t2X ww. 
从 此 知 ww 平行 于 AN; 所 以 ， 再 一 24 和 ww 区 一 0 G6, 一 2《 导 ww 
Zw 一 0. 但 是 如 ,一 Gs 一 0 就 意味 着 参数 曲线 构成 Tehebyshef 网 
(§ 2-5 习题 7)， 证 毕 ， 
引 理 3 设 广 8 是 SS" 的 坐标 邻 域 , 其 坐标 曲线 是 六’ 中 的 
浙 近 曲线 ， 那 么 , 由 坐标 曲线 构成 的 任何 四 边 形 的 面积 小 于 2m. 
证 明 设 (元 到 是 大 的 参数 ， 根据 引 理工 的 讨论 ， 坐 标 曲 
线 构成 Tchebyshef 网 ， 这样 就 能 引进 新 的 参数 (w, 切 使 五 =G 
二 1 和 =e0889， 设 B 
“om 是 由 参数 曲线 组 成 的 四 
"9 边 形 , 其 顶点 分 别 为 (ud 
1), (Ug, V1), Ca, 22), 
Qu v3)， 内 角 分 别 为 
od，oa，asy 04( 图 5-54). 
因 B=G=1, F=co050 
及 bw 一 sin 8， 我 们 得 
到 


4-| a4-| sing dudv=| gud dy 
Rn RE FE 


w=ul 


图 5-54 


= 0 (uz, v1) — 0 (ws, v1) + 0 (wa, va) —0(u, vs) 
= 1 十 03— (X02) — (nw— 0s) - 袜 o 一 25 天 2mr， 


因为 < 证 毕 . 

迄今 为 止 , 考虑 都 是 局 部 的 .我们 将 定义 一 个 映照 卫 ，R? 一 > 
S' 并 且 证 明 了 是 整个 S' 的 参数 表示 ， 

映照 互 定义 奶 下 (图 5-55)， 固定 上 一 点 0O 且 在 通过 0 的 
两 条 浙 近 线 上 取 好 定向 。 这 二 条 渐 近 线 中 取 定 一 条 叫做 ox, 称 另 
一 条 为 ga。 对 每 个 G, 攻 E R”, 沿 荐 wz 从 0 出 发 取 长 度 为 5 的 
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XG 


图 555 


点 , 称 为 P. 过 有 二 条 渐 近 线 , 其 一 为 wt， 取 另 一 条 渐 近 线 , 给 
它 一 个 由 4s 的 定向 沿 1 连续 延伸 而 得 的 定向 ， 在 这 条 定向 渐 近 
线 上 从 2 出 发 取 长 度 训 如 此 得 到 的 点 是 工人 s, 级。 

革 (3, 如 对 所 有 (s, 力 E 民 是 有 意义 的 ,事实 上 , 如 果 并 (2 0) 
无 意义 , 那么 存在 51 使 mls) 对 所 有 s<i 有 定义 , 而 对 s 一 sz 无 定 
义 ， 设 2 一 Im oz(3)， 由 完备 性 ,， gE s。 根据 引 理 2, m4(s2) 是 有 


定义 的 ， 得 到 矛盾 . 这 就 说 明了 节 (s, 0) 对 所 有 sE R 是 有 意义 的 ， 
用 同样 的 论述 , 可 说 明 且 (s, 对 所 有 tE 民 有 定义 ， 

现在 , 我 们 必须 说 明 卫 是 s 的 参数 表示 ， 这 将 通过 一 系列 引 
理 来 做 到 . 

引 理 4 对 每 一 圈定 的 纪 曲线 下 (8, 人 ,一 0 过 8s 二 co 是 以 8 
为 弧 长 的 渐 近 线 . 

证 明 对 每 点 对 (s, 直 Es, 根据 引 理 2 存在 一 个 “和 抑 形 ” 邻 域 
( 即 形 如 帮 << 经 加， <s<s 的 邻 域 ), 使 这 个 邻 域 中 的 渐 近 线 构成 
Tehebyshef 网 。 我 们 首先 指出 ， 如 果 对 某 个 如 ,四 < 加 << 加 ， 曲 线 
忆 (st 加 )，s%<s<so 是 渐 近 线 , 那么 每 一 曲线 2(8, 人， 页 < 各 也 
是 渐 近 线 .事实 上 , 点 下 (8 人 站 是 从 于 (s, 0) 取 起 长 度 次 处 的 点 ， 
同样 也 是 从 及 (s, 如 起 取 长 度 为 # 一 如 处 的 点 , 因 在 这 邻 域内 渐 近 
册 线 组 成 Tchebyshef 网 , 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 

现在 , 设 (8, to) Es 是 任意 一 点 ， 根 据 线 段 人 (8, 旨 ,0<<# 
< 五 的 紧 致 性 , 能 用 有 了 恨 个 矩形 邻 域 覆 盖 它 , 而 每 个 矩形 邻 域 的 渐 
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近 线 组 成 Tchebyshef 网 (图 5-56). 因 为 和 (9 0 是 渐 近 线 , 我 们 反 
复 运 用 前 面 找 述 的 过 程 就 x 5d) 
证 明了 于 (8, 刀 ) 是 3 邻 域 
中 的 渐 近 线 ， 因 (s， 姓 ) 是 
任意 的 ， 这 就 得 到 引 理 的 

引 理 5 忒 是 局 部 徽 ， 
分 同 胚 . A 

证 明 一 方面 了 (80， 
和 及 (8s, 如 ) 是 以 弧 长 为 参 图 556 
数 的 渐 近 线 , 而 另 一 方面 8' 上 能 引进 局 部 参数 表示 , 使 参数 曲线 为 
S' 的 浙 近 线 并 且 召 =G 一 1， 这 样 卫 局 部 就 和 这 样 参数 表示 相 一 

引 理 6 了 X 是 满 映照 . . 

证 明 设 @= 斑 (R).， 因 为 对 是 局 部 微分 同 且 ，@ 在 8 中 
是 开 集 ， 我 们 还 指出 , 如 果 p' == 于 (so, 幼 ， 那 么 通过 2 的 两 条 渐 
近 线 完全 藩 在 @ 中 . 

我 们 假定 @ 关 8S， 因 5S’' 是 连通 的 ,那么 边界 Bd8Q 关 $8， 设 

> 2EBdg， 因 避 在 站 中 是 开 的 ， 
2 竺 Q.， 现在 考虑 wp 点 的 一 个 矩形 邻 
域 及 ,其 中 渐 近 线 构成 Tenebyshef 
网 (图 5-57)， 设 gE 站 BR。 那么 
过 ?的 某 条 渐 近 线 交 于 过 2 的 某 条 
渐 近 线 . 根据 上 面 指出 的 事实 而 得 
图 5-57 到 矛盾 .证 毕 . 

引 理 了 在 S 上 有 二 个 线性 独立 的 可 微 向 量 场 ,它们 都 和 8 
的 浙 近 线 相 切 . 

证 明 ”通过 8S" 的 每 一 点 有 两 条 不 同 的 渐 近 线 . 固定 一 点 
2EA ，, 且 取 两 个 单位 向 量 oO 和 vs(p) 与 过 pp 点 的 浙 近 线 相 切 ， 
设 gE 8' 是 任意 一 点 而 oo: [0, 如 一 S* 是 过 p, gq 的 一 条 弧 , 使 得 


a 
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Wo(0) 一 2，om (人 一 qg， 定义 V1(ao0(8)), 8E [0, 如 , 为 如 (四 沿 ow 的 
(唯一 ) 连续 延伸 ， 它 切 于 某 一 渐 近 线 . 类 似 地 ， 定 义 vaCo0(5))， 
sE [0, |. 

我 们 断言 .tg) 和 va(g) 不 依赖 于 连结 Pp 和 g 的 弧 的 选取 . 这 
样 ，w1 和 ws 就 是 在 S' 二 有 定义 的 连续 向 量 场 ， 它 们 都 切 于 渐 近 
线 . 所 以 ww 和 ws 是 可 微 的 , 引 理 就 被 证 明了 . 

为 证 明 上 述 断 言 ， 让 我 们 对 v1 来 进行 ，%s 的 情形 是 类 似 的 . 
设 om [0, 如 一 5 是 男 一 条 弧 , a1(0) 一 2，oa(D) 一 9， 因为 全 是 单 
连通 的 ( 它 同 胚 于 平面 , 见 $5-6 定义 8， 存在 一 个 ao 和 om 之 间 
的 同 伦 wm(s) = 五 Gs, ), s€ [0, 有 ], ti€ [0, 1] ( 见 $5-6 定 义 2); 
即 (8) 是 连接 pg 的 曲线 弧 的 连续 族 ， 根 据 浙 近 方向 的 连续 性 
和 [0, 习 的 紧 致 性 知道 , 对 给 定 的 s>0, 存在 加 E [0, 1] 使 当 #t< 如 
时 |vi(ey( 四 ) 一 v1Co0o( 四 ) | 过。， 这 样 ,如果 如 足够 小 ,我们 对 i<< 如 
有 (oO) 一 2(ao( 人 )。 因为 [0, 1 是 紧 致 的 , 我 们 能 逐步 推广 
这 个 讨论 于 所 有 t€ [0, 1] ， 所以, v1Cou (DD)) =v1(ao(DD)、 

这 就 证 明了 我 们 的 断言 而 得 到 引 理 的 证 明 . 证 毕 . 

引 理 8 及 是 1-1 上 映照, 

证 明 我 们 想 证 明 卫 (80, 如 0) 于 (C31, 为) 意味 着 (So 加) 一 (Sb 
太 ). 

首先 假设 节 C80, to0) 一 总 (8 如) 而 s&>so， 并 且 证 明 这 将 导致 
矛盾 .根据 引 理 了， 一 条 浙 近 线 不 可 能 自身 相交 除非 在 交点 的 切 
线 一 致 ， 因 扎 是 局 部 微分 同 胚 , 存在 s>0, 使 

有 (80, = 月， 加 一 6<1< 加 十 B。 
根据 同样 道理 , 曲线 w(s, 妨 上 的 满足 
互 (so 级 一 时 (st 荔 

的 点 组 成 这 条 曲线 上 的 既 开 又 闭 的 集 ; 所 以 蕊 (so 纺 一 下 (8 六 对 
所 有 二 均 成 立 。 进 而 , 根据 映照 互 的 构造 , 站 (so 十 g 训 ) 一 下 (8 十 
@ 加，0<a<s 一 586 所 以 ,对 所 有 寂 (oo 二 贡 一 下 (十 0 习 。 
这 样 ,或 者 

工 ， 对 所 有 ft- 如 ,，w(so, t0) 大 多 (so, 介 , 或 霸 
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2. 存在 1 一 下 > 加 ,使 下 (so, 如) = 及 (50, 二 ); 根据 类 似 的 讨论 ， 
我 们 将 证 明 对 所 有 s, 0<<5< 石 一 to, 人 及 (8, 如 十 9) 一 天 (8, 村 十 0)， 
情况 二， 于 将 R? 中 距离 为 一 % 的 两 条 垂 线 间 的 带 状 域 映 照 
到 8 上 , 且 将 这 些 垂 线 上 有 具 相同 才 的 点 等 同 起 来 ， 这 就 意味 着 总 
闻 凸 于 一 个 柱 面 , 因而 得 到 矛盾 :图 5-58) . 


i 
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情况 2， 互 将 两 条 距离 为 & 一 s 的 水 平 线 及 两 条 上 距离 为 和 一 如 
的 垂直 线 组 成 的 年 形 映照 到 &S 上 , 且 将 边界 中 对 边 的 对 应 点 等 同 
起 来 ， 这 意味 着 中 同 胚 于 一 个 环 面 , 也 得 到 矛盾 (图 5-59)， 


5-59 


根据 类 似 的 讨论 , 我 们 说 明 于 (80, 纪 ) 一 于 (80, 好) 而 页 盖 加, 导 
致 同样 的 矛盾 . 

我 们 现在 考虑 情况 对 (so, 如 ) 一 并 (8 妃 ), 但 54>>so, 帮 加 , 根 
据 互 是 局 部 微分 同 胚 和 六 的 连通 性 ， 我 们 看 到 互 将 民 ? 中 两 条 距 
离 为 Vs 一 80) 十 (和 有 一 加) 息 直 于 向 晤 (81 一 so, 去 一 如 )E 民 2 的 直 
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线 间 的 带 状 域 映 照 到 号 上， 现在 我 们 也 能 如 前 面 的 讨论 一 样 考 
虑 情况 工 和 2, 从 而 说 明 5 或 者 同 胚 于 柱 面 , 或 者 同 胚 于 环 面 ， 无 
论 怎样 , 这 种 情况 也 得 到 矛盾 . 证 毕 . 

现在 就 容易 得 到 Hilbert 定理 的 证 明 . 

定理 的 证 明 假定 存在 一 个 等 距 浸 入 小 S 一 R*， 其 中 访 是 
有 具有 下 三 一 1 的 完备 曲面 . 设 PEAS 且 用 & 表示 赋 以 由 expy: Tp《5) 
一 5S 所 诱导 度量 的 切 平面 Tp(S).。 那么 上 =。 expo 有 一 民 ? 是 
等 距 浸 入 , 引 理 5,6 和 8 说 明 存 在 整个 S 上 参数 表示 马 : 民 ?一 人， 
使 了 的 坐标 曲线 是 8S 的 渐 近 线 ( 引 理 人 处， 这 样 , 我 们 能 用 上 坐标 四 
边 形 @, 的 并 来 覆盖 S', 且 有 已 CQ,zx， 根 据 引 理 38, 入 的 面积 小 
于 2r。 另 一 方面 , 由 引 理 1, 8’' 的 面积 是 无 界 的 ， 这 个 矛盾 也 就 
完成 了 证 明 . 证 毕 . 

注 2% Hilbert 定理 被 N、V,， Bfimov 在 “Appearanoe of 
Singularitiesg on Surfaces of Negative Qurvature”, Math. Sb. 106 
(1954). A. M. 8S. Translation Seriesr Vol.66, 1968,154~190 中 
所 推广 .他 证 明了 下 列 Gohn-Vessen 的 猜测 : 设 S 是 具 曲 率 KK， 
到 <<5<0 的 完备 曲面 。 那 么 不 存在 5S 到 R? 中 的 等 距 淄 入. 了 Et- 
mov 的 证 明 是 非常 长 的 , 希望 有 一 个 简短 的 证 明 ， 

关于 Bfimov 证 明 的 精彩 评述 可 在 工 . Klotz Milnor 的 文章 
“Efimov’s Theorem About Complete Immersed Burfaces of 
Negative Curvature”, Advances in Mathematics 8(1972), 474~ 
453 中 找到 .这 篇 文章 也 包括 了 Hilbert 定理 的 另 一 个 证 明 , 它 是 
对 0 类 曲面 成 立 的 ， 

关于 双 曲 平面 浸入 的 进一步 结果 见 M. L. Gromov 和 V. A， 
Rokhlin 的 文章 “Prmbeddings and Immersions in Riemannian 
Geometry”,Russian Math.Surveys(1970),1~67, 特别 是 第 15 页 . 


习 是 


4. (Stoker 附注 ) 设 人 8 中 完备 约 玫 何 曲 页 ,假定 Gauss 出 率 玉 满足 太志 
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6<0， 证 明 不 存在 等 距 浸 入 办 “8 一 Rs 且 使 平均 曲率 且 的 绝对 值 是 有 
界 的 ， 这 就 证 明了 注 2 中 具 平 均 有 曲率 的 附加 条 件 的 HHmov 定理 。 下列 
概要 是 有 用 的 ， 
a. 假定 这 样 的 四 存在 , 考虑 9auss 映照 W; %(8)CRa 一 8S2 其 中 83 是 
单位 球面 .因为 瓦 关 0 处 处 成 立 ， 六 在 8 上 诱导 了 一 个 新 的 度 量 
( 使 No 内 8 一 8 是 局 部 等 距 ， 在 8 上 取 举 标 使 坐标 曲线 在 史 
下 的 象 是 (3S) 的 曲率 线 .证明 新 度量 在 这 坐标 系 下 的 系数 是 
gu BH, 9019 一 0， 929 一 (1a)3G， 
其 中 吾 ， 民 ( 一 0 和 G 是 原来 度量 在 同一 坐标 系 下 的 系数 . 
b， 说 明 存 在 一 个 常数 开 >0,， 使 好 系 允 ， 加 所 好， 利用 原来 度量 是 完备 
的 事实 来 证 明 新 度量 也 是 完备 的 ， 
¢. 利用 上 面 b, 的 结果 说 明 5 是 紧 致 的 ; 所 以 , 它 有 正 曲 率 的 点 ， 得 到 矛 
盾 . 
2 本题 的 目的 是 证 明 在 只 ?8 中 设 有 具 五 <s<0 的 正则 完备 旋转 面 (这 就 证 
明了 旋转 面 的 Bfmov 定理 ), 假定 这 样 曲面 SCR3 是 存在 的 . 
a&. 证 明 总 的 母线 只 可 能 如 图 5-60(a) 及 5-60(b) 所 示 , 其 中 经 线 在 两 头 
都 趋 于 无 穷 ， 注 意 到 在 图 5-60(b) 中 , 经 线 下 端 渐 近 于 > 轴 . 
b， 将 母线 用 参数 表示 (8 Cs), 由 (s))， 其 中 sER 是 弧 长 使 风 (0) 一 0. 利 - 
用 关系 式 9" 十 Kp 二 0( 见 § 3-3 例 4 中 方程 (9)) 和 下 <6<0, 说 明 存 
在 一 点 s0 E00, 十 0) 使 (8'(s0))?=1. 
6. 说 明 通 过 点 po 一 《Cs0)， 山 (s0)), 5 的 子午 线 可 能 是 如 图 5-60(c) 
所 示 的 三 种 情况 I，II 和 III 之 一 ,这 将 导致 蔬 盾 . 这 样 , 5 不 是 完 
备 的 . 


2 


$5-11 Hilbert 定理 [451] 


8，《Hilbert 定理 的 了 . 区. Milnor 的 证 明 ) 设 5 是 具 完 备 度 量 91 的 平面 使 
其 曲率 及 三 一 1。 假定 存在 等 距 淄 入 办 SS ~ 只 为 得 到 矛盾， 进行 如 


下 : 


a. 


考虑 Gauss 映照 入; PCS)C Rs ~> 83 且 设 99 是 人 上 的 度量 使 No 
六 ~ 51 是 局 部 等 距 ， 在 8 上 取 局 部 举 标 系 使 坐标 曲线 和 在 由 下 的 象 
是 g%4S) 的 渐 近 线 ， 证 明 : 在 这 种 坐标 系 下 gi 可 写成 
Au? 2 008 0 dw dv +-av?, 
而 gs 可 写成 
duw? ~ 2 cos 0 du dv + av?. 


. 证 明 旬 = 之 (ga+ga) 是 上 其 零 曲率 的 度量 ， 利用 91 是 完备 度量 


以 及 3ga 之 g1 的 事实 导出 ga 是 完备 的 度量 . 


， 证 明 以 9 为 度量 的 平面 整体 等 距 于 标准 (网 氏 ) 平 面 R?. 这 样 ,就 有 


一 个 等 距 对 应 内 号 一 Ri， 进 一 步 证 明 :$ 将 的 以 强 长 为 参数 的 渐 
近 线 映照 到 R? 中 以 绝 长 为 参数 的 直线 的 矩形 族 , 


.利用 6 给 出 的 8 上 的 大 范围 坐标 系 来 导出 如 本 书 中 Hilbert 定理 证 


明 里 的 六 盾 . 


附录 欧 氏 空间 的 点 集 拓扑 


在 第 五 章 中 我 们 已 经 很 自由 地 应 用 了 R? 的 一 些 基 本 的 拓扑 
性 质 ， 实质 上 , 我 们 需要 用 到 的 都 是 高 等 微 积 分 课程 中 的 那些 有 
关 R" 的 紧 致 子 集 和 连 道子 集 的 一 般 性 质 ， 为 完整 起 见 , 我 们 在 这 
里 对 这 方面 的 材 糙 作 一 简要 的 叙述 和 证 明 ， 我 们 将 承认 第 一 章 附 
录 A, 及 实数 的 一 些 基 本 性 质 . 


A. 预备 知识 

这 里 我 们 将 在 某 儿 点 上 把 第 二 章 附录 A 的 材料 补充 完整 . 

在 下 文中 UCR" 表示 民 " 中 的 一 个 开 集 ， 指 标 在 1, 2 …， 
m,… 的 范围 中 变化 ， 且 如 果 p= (2 2)，g 一 (Y4, go)， 
则 [|p 一 g| 表 示 p 到 9 的 蝶 离 , 即 

Ek A 

定义 I 如 果 给 定 e>0, 总 存在 序列 由 ，…，2j，…E 民 "的 一 
个 指标 如 ， 使 对 所 有 的 4>?zo PE Be 《po), po& R" 就 称 此 序列 收 
化 于 pp。 在 这 种 情况 下 , po 是 序列 {pi} 的 极限 , 记 作 {pi 一 po、 

下 面 的 命题 表达 了 收敛 性 与 连续 性 的 关系 . 

命题 1 映照 UCRK" -> RR* 在 poEU 连续 的 充 要 条 件 是 ， 
对 辟 上 的 每 一 个 欢 敛 序 列 {24 po, 序列 {要 (pe)} 收 合 于 PP(po). 

证 明 假设 五 在 mo 是 连续 的 ， 并 设 e>0 是 给 定 的 .由 于 连 
续 性 , 故 存在 3>0 使 到 Bi(zo)CBeCF(Coo)， 设 {2 是 Z 上 的 
一 个 序列 , {2od 一 poE DU。 邮 对 应 于 5 存在 一 指标 i 使 对 i>o 
有 PE Bs(po)， 因 此 对 >io, 有 

| Fp) E FCBs(PO)) SB CF (po)). 
这 蕴涵 {FP(Pp)}-> 了 了 (po). 

现在 , 设 五 在 po 不 连 绕 .， 则 存在 一 个 数 se>0， 使 对 每 -个 

5>0. 我 们 能 找到 一 个 点 PE Bs(po), 而 FD) 手 Be(8(po))， 园 


附录 欧 氏 空间 的 点 集 拓 扑 [453] 


定 这 个 6, 并 令 5 一 1, 1/2,…, 12 …， 则 得 一 个 收敛 于 2 的 序 
列 {J}， 然 而 ， 由 于 了 (po) 后 Be《F (po)), 序列 {TF (PD 不 收敛 于 
F(po)， 证 毕 ， 

定义 2 如 果 pER? 在 R" 中 的 每 一 个 邻 域 总 包含 4CR" 的 
一 个 不 同 于 2 的 点 , 则 称 点 2 是 集合 4 的 一 个 极限 点 . 

为 避免 和 序列 的 极限 这 一 概念 相 混淆 , 极限 点 有 时 称 为 聚 点 ， 

定义 2 锋 于 说 wp 的 每 一 个 邻 域 包含 无 限 多 个 4 的 点 ， 事 实 
上 , 令 qi 大 P 是 由 定义 2 给 出 的 4 的 点 ， 并 考虑 一 球 Bs (Pp) CCF， 
使 gi 和 后 了 (CO)， 于 是 存在 一 点 gap, gaE4nBe(o 重复 这 个 
过 程 , 我 们 得 到 六 中 的 一 个 序列 {gJ， 这 里 g.€ 4 是 全 部 相 异 的 . 
由 于 {gt} -> p, 此 论证 也 说 明 , 当 且 仅 当 wp 是 由 和 殷 中 相 蜡 点 组 成 的 
某 个 序列 的 极限 时 ,Pp 是 4 的 一 个 极限 点 . 

例 1 序列 二 1/2, 1/3,…, 1 和 … 收敛 于 0， 序列 3/2， 
4/3，…， 人 十 巧 /2 收敛 于 工 “交错 的 ”序列 1,8/2, 1/2, 4/8, 
17/3，…,， 1 十 (1/ 认 , 1/6,… 不 收 全 ,但 有 两 个 极限 点 , 即 0 和 (图 
A5-1), 


A5-1 


应 该 看 到 ， 收 敛 序列 的 极限 po 具有 性 质 : po 的 任 一 个 邻 域 包 
含 此 序列 中 除了 有 限 多 个 点 以 外 的 所 有 点 ， 而 一 集合 的 极限 点 P 
具有 较 弱 的 性 质 : 2 的 任何 一 个 邻 域 包含 此 集合 中 无 限 多 个 的 点 ， 
因此 ,一 个 不 包含 常 子 序列 的 序列 , 当 且 仅 当 它 作 为 一 个 集合 仅 包 
含 一 个 极限 点 时 才 是 收敛 的 [ 注 ]. 

有 理 数 集 @ 给 出 了 一 个 有 趣 的 例子 ， 能够 证 明 @ 是 可 数 的 ， 
即 能 把 久 排 成 一 个 序列 ， 由 于 在 任 一 实数 的 任意 近 旁 总 存在 有 理 
数 , 因此 序列 Q@ 的 极限 点 的 集合 是 实 直线 RR. 


[必须 加 序列 有 界 的 条 件 ,不然 未 必 成 立 ,如 全 D 9, 到 下 
一 评 者 注 
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定义 3 如 果 集 合 fCR" 的 每 一 个 极限 点 都 属于 耳 ， 则 称 也 
是 闭 集 . 4ACR" 的 闭 包 是 4 和 它 的 极限 点 的 并 集 , 记 作 4. 

直观 上 ， 如 果 五 包含 它 的 所 有 收敛 序列 的 极限 ， 或 者 说 如 时 
五 在 极限 运算 下 是 不 变 的 , 那 末 玉 是 闭 集 . 

显然 ,一 个 集合 的 闭 包 是 一 个 闭 集 . 为 方便 起 见 , 约定 空 集 好 
既是 开 集 又 是 闭 集 , 

在 开 集 和 闭 集 之 间 有 一 个 很 简单 的 关系 . 

命题 2 当 且 仅 当 FCR" 的 余 集 只 -已 是 开 集 时 己 是 闭 集 ， 

证 明 假设 五 是 闭 集 , 并 设 pERR"-F， 由 于 wp 不 是 也 的 极限 
点 , 则 存在 一 个 不 包含 了 中 点 的 球 Be(p)， 因此 BeCR*-F, 所 以 
R*-F 是 开 集 . 

反之 , 假定 RF 是 开 集 , 且 % 是 了 的 一 个 极限 点 , 我 们 要 证 
明 w&P，。 假如 不 是 这 样 ， 则 存在 一 个 球 Be《p) CR"- 了 了。 这 说 明 
Be(D) 不 包含 五 的 点 , 与 p 是 了 的 一 个 极限 点 这 事实 相 矛 盾 ， 证 
毕 ， 

连续 性 也 能 用 闭 集 的 方式 来 表达 , 这 是 下 述 事实 的 结果 . 

命题 3 映照 .UCR"->R" 连续 的 充 要 条 件 是 对 每 个 开 集 
了 CR F141(V) 是 开 集 . 

证 明 设 五 是 连续 的 , 并 设 王 CR" 是 Rn 中 的 一 个 开 集 ， 如 
果 让 7( 让 == 名, 则 无 希 证 明 , 因为 我 们 已 经 约定 空 集 是 开 集 ， 如 
果 了 下) 关 名 , 设 pEF(V)， 则 了 (wp) EV 而且 因 为 这 是 开 
集 , 所 以 存在 一 个 球 Be。(F (Pp))CV， 根 据 卫 的 连续 性 , 存在 一 个 
球 B,(P) 使 | 

F(B(P)) CSB FD) CV, 

因此 , Ba(2 王 (让 ,所 以 五 (PP 是 开 集 ， 

现在 假设 对 每 一 个 开 集 上 CR", 了 FC(V) 是 开 集 ， 设 pEUD， 
给 定 e>0, 则 4= 矿 1(B。(F(p))) 是 开 集 ， 于 是， 存在 3>0， 使 
Bs(p) 己 4. 因此 

F(BAPD)CF(A TC BAF (Pp)), 

所 以 卫 在 jp 是 连续 的 . 证 毕 
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推论 Ff. UCR" 一 Rn 连续 的 充 要 条 件 是 对 每 一 个 闭 集 
4CR”, -1(A) 是 闭 集 . 
例 % 命题 3 及 其 推论 , 给 出 了 描述 Re 中 开 子 集 和 闭 子 集 的 
一 种 可 能 是 最 好 的 方法 ， 举 个 例子 说 , 设 广 Ra 一 民 由 (zy) 一 
(za/o9) 一 (8212) 一 1 给 定 、 由 于 了 是 连续 的 0E 民 是 民 中 的 一 个 
闭 集 , (0，-Feo) 是 民 中 的 一 个 开 集 , 因此 集合 
Fi={(%, y); fr, y) =0}=f-1(0) 
在 R? 中 是 闭 的 , 且 和 集合 
Ds= {i%, io Y) >0), 
Us={C%, ij 力 <0) . 
在 Raz 中 是 开 的 ， 另 一 方面 , 集合 
A={(%, y) ER w+y <1} 
U {Cw, Y) ER wy =1, 2>0, y>0} 
既 不 是 开 的 , 也 不 是 闭 的 (图 A5-2). 


图 AS5-2 


最 后 这 个 例子 启发 我 们 作 下 面 的 定义 . 

定义 4 设 4cCR" 4 的 边界 B44 是 R* 中 这 种 点 9p 的 和 集 
合 ;Pp 的 每 一 个 邻 域 既 包 含 4 中 的 点 又 包含 民 一 4 中 的 点 . 

因此 , 如 果 4 是 例 2 的 集合 , 则 Bd4 是 圆 人 “二 一 1， 显然 ， 
当 且 仅 当 Bad4 的 点 不 属于 4 时 , 4CR" 是 开 集 . 当 且 仅 当 BAB 
的 所 有 点 都 属于 B 时 , BCR" 是 闭 集 . 

这 些 预备 概念 中 的 最 后 一 个 注 ; 这 里 和 第 二 章 的 附录 一 惟 , 庄 
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定义 是 在 Re 为“ 外围” 空间 的 假定 下 给 出 的 .如 同 在 第 二 音 的 附 
录 中 已 经 指出 的 那样 , 把 这 样 的 定义 推广 到 任意 集合 4 必 R" 的 子 
集 上 去 , 常常 会 带 来 方便 .为 做 到 这 点 , 我 们 采用 下 面 的 定义 . 

定义 5 设 4CR"， 我 们 称 FC4 是 4 中 的 开 集 , 如果 存在 
一 个 色 中 的 开 集 可 伟 六 =Un4， 2E4 在 4 中 的 邻 域 是 妇 申 
包含 Dp 的 一 个 开 集 . 

有 了 这 个 4 中 的 “邻近 ”的 概念 ， 就 很 容易 把 前 面 的 一 些 定义 
推广 到 4 的 子 集 上 去 , 并 可 验证 已 证 明 的 各 命题 在 这 些 新 的 定义 
下 仍然 成 立 . 

现在 我 们 回 庄 一 下 实数 的 基本 性 质 ， 我 们 需要 一 些 定义 ， 

定义 6 如 果 对 实 直线 民 的 一 个 子 集 4CR 存在 及 ER,， 使 
对 所 有 的 a€ 4 有 Ha， 则 称 ACR 上 有 界 ,， 数 隆 称 为 4 的 一 
个 上 界 ， 当 4 上 有 界 时 ，4 的 上 确 界 或 最 小 的 上 办 sup 4 (或 
1.0. b. 4) 是 指 满 足下 列 条 代 的 上 界 4: 给 定 e>>0, 存 在 aE 4 使 
型 一 <<w，、 改 变 上 述 不 等 式 的 符号 ， 我 们 类 似 地 定义 4 的 下 界 和 
4 的 下 确 界 (或 最 大 下 界 ,inf 4 (或 g.1.b.4)， 

实数 的 完备 性 公理 ” 设 集 4CR 非 空 且 上 (下 ) 有 界 ， 则 存在 
sup A(inf A)., 

实数 系 的 完备 性 这 一 亲本 性 质 ， 有 好 几 种 等 价 的 表达 方式 . 
我 们 选择 了 上 面 这 种 , 它 虽然 不 是 最 直观 的 , 但 可 能 是 最 有 效 的 一 
种 . 

为 方便 起 见 作 以 下 的 约定 . 如 果 4CR 不 是 上 (下 ) 有 界 ， 我 
们 说 sup 4 一 十 oo (inf 4= 一 0). 有 了 这 个 约定 之 后 ,上述 的 公 
理 可 以 这 样 来 叙述 ， 实 数 的 每 一 个 非 空 集合 都 有 上 确 界 和 下 确 
界 ， 

例 8 集合 (0, 1) 的 上 确 界 是 1, 它 不 属于 这 个 集合 ， 集 合 

B={%€ R;0<2<1}U {2 
的 上 确 界 是 2. 点 2 是 呈 的 一 个 孤立 点 , 即 它 属于 了 允 但 不 是 如 的 
极限 点 ， 注 意 B 的 最 大 的 极限 点 是 1, 它 不 是 BB 的 上 确 界 .人 然 
而 ， 如 果 一 有 界 集 没有 孤立 点 ， 则 其 上 确 界 肯定 是 它 的 一 个 极 腿 
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总 。 

实数 完备 性 的 一 个 重要 的 结果 ， 是 下 面 的 收敛 性 的 “内 在 ” 特 
在 , 它 实际 上 是 与 完备 性 等 价 的 (然而 , 我 们 不 准 答 证 明 这 点 ). 

引 理 1 对 实数 序列 {ojj， 如 果 给 定 e>0， 存 在 加， 使 对 所 有 
的 名 7 如 有 1% 一 427| < 之 e, 则 称 实数 序列 {zi} 是 gauehy 序列 。 当 
生 仅 当 一 个 序列 是 Cauchy 序列 时 , 此 序列 是 收敛 的 . 

证 明 设 {zd 一 wo， 这 时 ,如果 给 定 ce>>0, 存在 如, 使 对 和 > 

有 1mw 一 zol 二 e/2， 则 对 多 人 > 加 我 们 有 

|w 一 o| 委 |w 一 | 十 |w;— wol < 

所 以 {0} 是 一 Cauchy 序列 . 

反之 , 设 {o 寺 是 一 Oauchy 序列 .很 清楚 , 集合 {w} 是 有 界 集 . 
设 一 jnf{wi}, bi 一 gup{w}， 或 者 这 两 点 中 有 一 点 是 {ei} 的 极限 
点 , 因而 {wv 收敛 于 此 点 , 或 者 两 点 都 是 集合 {zi} 的 孤立 点 。 在 后 
一 种 情况 , 考虑 在 开 区 间 (ca， 5) 中 的 点 的 集合 , 并 设 ca 和 5s 分 别 
是 它 的 下 确 界 和 上 确 界 、 按照 这 个 方法 进行 下 去 ， 我 们 得 到 或 者 
{wm;} 收 敛 ， 或 者 有 两 个 有 界 序列 wdi<cs<… 和 b>>53>…， 设 
4 一 sup{c 和 =inffby， 由 于 {2 是 一 Qauehy 序列 ， 因 而 4= 
8， 且 这 个 公共 值 ze 是 {o 直 唯一 的 极限 点 。 因此 {ow} 一 xzo， 证 
毕 . 

完备 性 的 这 种 形式 , 自然 能 推广 到 欧 氏 空间 . 

定义 了 对 序列 {pi}, Pp:E R" 如 果 给 定 s>0, 存在 一 指标 如 使 
对 所 有 的 多 7>>io 距离 |p; 一 py|<e， 则 称 序列 {pr} 是 Qauchy 序 
列 . 

命题 全 序列 {o，2E R" 收敛 的 充 要 条 件 为 它 是 Qauchy 序 
列 . 

证 明 很 清楚 ， 收 全 序列 是 Oaucbhy 序列 〈 见 引 理工 中 的 论 
证 )、 有 反之 , 设 {p 汪 是 Oauohy 序列 , 并 考虑 它 在 R" 的 7 轴 上 的 投 
影 7=1,…, wm， 这 给 出 一 个 实数 的 序列 {wj}; 由 于 投影 减 小 距 
离 , 这 序列 又 是 Qauohy 序列 ， 由 引 理 1， (ww 一 wj， 故 {D1}> po 


=— {%10, 化 20，" “> vo}. 证 毕 . 
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B 连通 集 

定义 8 连续 曲线 a [a, 人 一 4CR" 称 为 4 中 连接 al(@) 利 
ac( 世 的 约 . 

定义 9 设 4CR", 如 果 对 任意 给 定 的 两 点 p, 9€ 4, 存在 4 
中 连接 p 和 g 的 弧 , 则 称 4 是 道路 连通 集 . 

在 本 书 的 前 面部 分 ， 我 们 已 应 用 “连通 ”这 个 词 代表 “ 诞 路 连 
通 ”(§ 2-2). 由 于 我 们 当时 考虑 的 仅仅 是 正则 曲面 ， 因 而 这 样 的 
说 法 是 合理 的 ， 这 一 点 稍 后 即 可 证 明 . 然而 , 道路 连通 的 概念 对 
R" 的 一 般 子 集 来 说 , 限制 是 过 多 了 些 ， 而 使 用 下 面 的 定义 是 更 方 
全 的 . 

定义 10 如 果 集 4CR" 不 能 写成 4~UisUUs， 这 里 本 和 和 
Us, 是 4 中 的 非 空 开 集 , 且 NU0s=2, 则 4 称 为 连通 集 . 

直观 上 , 这 意味 着 不 可 能 把 4 分 解 成 不 相交 的 片段 ， 如 例 2 
中 的 集合 Uz 和 丈 是 不 连通 的 ， 如 果 取 Ui 和 Us 的 余 集 , 我 们 就 
看 到 , 在 定义 10 中 可 以 用 “ 闭 ” 字 代替 “开学. 

命题 5 设 4CR" 是 连通 集 , 并 设 BC4 在 4 中 是 开 集 同时 
又 是 闭 集 ， 则 或 者 B=2, 或 者 B=4. 

证 明 假定 B< 名 且 B+*4, 并 记 4 一 BU (4 一 B)， 由 于 B 
在 4 中 是 闭 集 ， 故 4 一 BB 在 和 中 是 开 集 .因此 4 是 不 相交 的 非 
空 开 集 如 和 4 一 8B 的 并 集 ， 这 与 4 的 连通 性 矛盾 ， 证 毕 ， 

下 面 的 命题 表明 , 连通 集 的 连续 象 是 连通 的 . 

命题 6 设 了 fACR" 一 RR" 连续, 且 4 是 连通 集 ， 则 FF(4) 
也 是 连通 集 , 

证 明 假设 了 (4) 不 是 连通 集 ， 则 了 (4) =UiUUs, 这 里 D， 
和 和 Us 是 f(A) 中 的 不 相交 的 非 空 开 集 ， 由 于 卫 是 连续 的 ， 故 
ZU FT (Us 也 是 4 中 不 相交 的 非 空 开 集 .由 于 4= 
TO) UF (Da 这 和 4 的 连通 性 了 矛盾， 证 毕 ， 

为 了 本 节 的 目的 ,把 区 间 的 定义 作 如 下 推广 是 有 利 的 ， 

定义 11 实 直线 民 的 一 个 区 间 ， 是 集合 4<z<b, a<z<b,， 
a<w<b, or<b, wvER 中 的 任 一 个 ， 也 不 排除 4=5, 4= -- 00， 
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$= 十 oo 的 情况 ， 故 一 个 区 间 可 以 是 一 个 点 ， 一 条 半 直 线 或 民 本 
身 ， 

命题 了 4CR 是 连通 集 的 充 要 条 件 为 4 是 一 个 区 间 . 

证 明 设 4CR 是 一 个 区 间 , 并 假设 4 不 是 连通 集 ， 我 们 将 
引出 矛盾 . 

因为 4 不 是 连 道 集 , 4=UsUDUs, 这 里 U1 和 Us 非 空 ,不 相交 、 
并 在 4 中 是 开 的 设 办 EUa 91EUs, 并 假设 <H， 以 中 局 
(ao 十 8/2 将 闭 区 间 [ai， 绍 一 五 分 为 两 个 区 间 , 其 中 的 一 个 , 记 
为 Za, 它 的 一 个 端点 在 三 中 , 另 一 个 端点 在 Da 中 ， 考虑 za 的 中 
点 , 如 上 面 一 样 处 理 , 我 们 可 得 到 一 个 区 间 IsCTsCIi。， 这 样 , 我 
们 得 到 一 族 闭 区 间 I 沪 Ts 汪 … 刁 了 ,"…， 它 们 的 长 度 趋 近 于 寺 . 
让 我 们 改 记 工 = [6 叫 ， 则 有 G69 志 … 所 0n 导 … 和 册 之 之 … 
之 之 …， 设 cgup{Q} 和 9=inf{Q,}， 因 为 一 0 可 任意 小 ,所 
以 c=d， 进 而 , ¢ 的 任何 邻 域 当 “充分 大 时 包含 某 个 二， 因此 , 。 
是 Us 和 Us 两 者 的 极限 点 .因为 Us 和 Us 又 是 闭 的 , 所 以 
ceEUanra 这 与 Ui 和 Us 不 相交 这 一 点 相 了 矛盾， 

反之 , 假设 4 是 连通 集 . 如 果 4 只 有 一 个 点 ， 则 4 是 一 个 遂 
化 的 区 间 . 假设 4 至 少 有 两 个 点 , 并 设 a=inf 4, $=sup 4, a* 
5. 显然 4C [e, 5]， 我 们 将 证 明 (%, ) 己 4, 这 就 蕴涵 着 4 是 一 
个 区 间 . 假设 不 是 这 样 ， 即 存在 一 个 如 4a<i<b, 而 经 4 集合 
AN( 一 00, 旭 =i, 4NG, ++00) Vs 在 4=VUVs 中 是 开 的 . 
因为 4 是 连通 集 , 这 两 个 集合 中 的 一 个 , 比如 说 Vs, 是 空 集 ， 因 为 
5E (tf, 十 co)， 这 说 明 5 挟 4 并 且 5 不 是 和 4 的 极限 点 ， 这 与 5= 
sup 4 这 个 事实 相 矛 盾 。 用 同样 的 方法 ， 如果 六 一 多 , 我 们 会 发 
现 与 a=inf 4 这样 一 个 事实 相 了 矛盾 ， 证 毕 . 

命题 8 设 / 4C 卫 一 民 是 连续 的 , 且 4 是 宇通 集 ， 假 设 
对 所 有 的 9E 4, flg) 天 0. 则 了 在 4 上 不 改变 符号 ， 

证 明 由 命题 5 f(4) CR 是 连通 集 ， 由 命题 7?, 4) 是 一 
个 区 闻 ， 由 假设 条 件 , (4) 不 包含 零 。 因此 f(4) 上 的 点 都 具有 
相同 的 符号 ， 证 毕 ， 
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命题 8 设 4CR" 是 道路 连通 集 , 则 4 是 连通 集 . 

证 明 假设 4 不 是 连通 集 , 则 4=CaUVa， 这 里 Ca Da 是 4 
中 非 空 不 相交 的 开 集 ， 设 PE 0i, gE Us, 因为 4 是 道路 连通 的 ， 
所 以 存在 弧 m [Lo 5] 一 4 连接 p 和 gg.、， 由 于 a 是 连续 的 , 所 以 8 
~—alLe, 5])CA4 是 连通 集 ， 令 Vj =BNU:, Vs=BNUs 则 B= 
VyUVs, 而 总和 Vs 是 如 中 非 空 、 不 相交 的 开 集 ， 这 是 一 个 矛 
盾 . 证 毕 . 

一 般 来 说 , 这 个 命题 的 逆 是 不 正确 和 的。 然而, 也 有 一 个 逆 命题 
能 成 立 的 重要 的 特殊 情况 . 

定义 13 如 果 对 任 一 点 pE A4CR" 及 wp 在 4 中 的 每 个 邻 域 
,存在 p 在 4 中 的 一 个 道路 连通 邻 域 UCV, 则 称 集合 4 是 局 部 
道路 连通 的 ， 

直观 上 ,这 意味 着 4 的 每 一 点 有 任意 小 的 道路 连通 邻 域 . 正 
则 曲面 是 R* 中 局 部 道路 连通 集合 的 一 个 简单 例子 ， 事 实 上 , 对 每 
个 pzES 和 2 在 民 * 中 的 每 个 邻 域 不， 都 存在 2 在 民 中 的 一 邻 域 
了 CV 使 得 VS 与 R2 上 的 开 圆 盐 同 胚 。 因为 开 圆 盘 是 道路 连 
通 的 , 所 以 pE 5 的 每 个 邻 域 玉 站 5 包含 一 个 道路 连通 邻 域 . 

下 一 个 命题 说 明 , 我 们 对 道路 连通 曲面 使 用 “连通 集 ” 这 个 词 
是 合理 的 . 

命题 10 设 A4CR' 是 局 部 道路 连通 集 ， 则 当 且 仅 当 4 是 道 
路 连通 集 时 ，4 是 连通 集 . 

证 明 命题 的 一 半 已 经 在 命题 9 中 证 有 明了. 现在 , 假设 4 是 
连通 集 ， 设 pE 4, 并 设 41 是 能 用 4 中 的 弧 与 p 点 连接 的 和 4 中 
点 的 集合 .我 们 断言 4i 在 4 中 是 开 的 . 

事实 上 ， 设 gE 4， 并 设 a， [a, 9] 一 4 是 连接 p 和 9 的 弧 . 
因为 4 是 局 部 道路 连通 的 , 则 存在 9g 在 4 中 的 邻 域 恋 ,， 使 g 能 用 
弧 8B: [5, o> 与 任何 点 rEV 连接 (图 A5-3)， 由 此 得 到 4 中 
的 阴 

ar 人 办， 当 i€ [a, b], 
“8B™ {gw uw 1€ [2, o]， 
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图 AS5-3 


连接 g 条。 这 证 明了 我 们 的 断言 . 

根据 同样 的 方法 , 我 们 证 明 4 的 补 集 也 是 4 中 的 开 集 ， 因 
此 , 41 在 4 中 既是 开 集 又 是 闭 集 。 因为 4 是 局 部 道路 连通 的 , 所 
以 4: 不 是 空 集 . 由 于 4 是 连通 集 所 以 41 一 4， 证 毕 ， 

例 4 一 个 集合 可 能 是 道路 连通 但 不 是 局 部 道路 连通 的 . 例 
如 , 设 4CCR? 是 由 通过 (ty 0), mn 一 1;…, 的 垂直 方向 的 直线 加 
上 zz 和 Y 轴 组 成 的 集合 。 4 显然 是 道路 连通 的 , 但 (0, 办 , y 二 0，, 
的 一 个 小 邻 域 不 是 道路 连通 的 . 这 是 由 下 列 事实 而 来 的 ， 虽 然 存 
在 一 段 “长 ” 弧 连 接任 意 两 点 2, 9E 4， 但 可 能 没有 短 弥 连 接 这 两 
点 (图 A5- 4. 四 
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CO 紧 致 集 

定义 到 如 果 集 合 4CR" 包含 在 R" 的 某 个 球 中 ， 则 称 集合 
A4CR" 是 有 界 的 . 如 果 玉 CCR" 是 闭 集 并 且 有 界 , 则 称 集合 CCR” 
是 紧 致 集 , 

我 们 在 $2-7 中 已 遇 到 过 紧 致 集 . 为 完整 起 见 我 们 将 在 这 里 
证 明 紧 致 集合 的 性 质 1 和 性 质 2, 这 两 个 性 质 在 $2-7 中 是 未 加 证 
朋 而 承认 的 . 

定义 燃 集合 4CR" 的 开 逆 盖 是 一 族 开 集 { 吕 。}, wE .x 使 得 
【Ua。~=4. 当 族 中 仅 存 在 有 限 多 个 Us 时， 我 们 说 这 个 覆盖 是 有 


限 的 ,如 果子 族 {08}, BE 号 Co 仍然 覆盖 4 即 (Us™4, 则 我 


们 说 { 亿 g} 是 {0e} 的 一 个 子 益 盖 ， 

命题 坟 对 集合 多 CR", 以 下 的 说 法 是 等 价 的 ， 

1 五 是 紧 致 集 ， 

2. (Heine-Borel)， 尺 的 每 一 个 开 覆 盖 都 有 有 限 子 覆盖 . 

3，(Bolzano-Weiergtrass)， 五 的 每 个 无 限 子 集 在 全 中 有 
一 极限 点 . 

证 明 ”我 们 将 证 明 1 全 2 一 3 一 | . 

1=>2 设 人 0e}, a€ .%, 是 紧 致 集 K 的 一 个 开 和 覆盖 并 假设 {U。} 
不 存在 有 限 子 覆盖 ， 我 们 将 证 明 这 会 导致 矛盾 . 

因为 KK 是 紧 致 的 , 它 被 包含 在 一 个 闭 的 矩形 区 域 

B= {8 ol ER" oweby, j=1, 只 
中 , 让 我 们 用 超 平面 sy 一 (@y 十 5) /2 来 分 割 BL 例如 , 如果 KCR?, 
BB 是 一 矩形 , 那 末 B 被 分 割 成 2 一 4 个 矩形 )， 从 而 我 们 得 到 > 个 
较 小 的 闭 的 矩形 区 域 ， 根 据 假设 , 这 些 区 域 中 至 少 有 一 个 ， 记 为 
Bi, 是 这 样 的 : Bi 站 五 不 能 被 0。} 中 的 有 限 个 开 集 覆盖 . 我 们 现 
在 以 类 似 的 方法 来 分 割 BL， 重复 以 上 的 过 程 , 我 们 得 到 一 列 闭 矩 
形 区 域 ( 图 A5-5) 
Bi Bs IO BO 


使 得 没有 一 个 BN KK 能 被 {Ua} 中 的 有 限 个 开 集 所 覆盖 , 且 Bi 的 


附录 ”网 氏 空 间 的 点 集 拓扑 [463, 


Bb Ba 


AS-5 
最 大 边 的 长 度 收 敛 于 零 , 
我 们 浙 言 存在 PE 站 Bt， 事 实 上 , 将 每 个 B 投 影 到 R" 的 j 轴 
上 ,j==i,，…, w, 我 们 得 到 一 个 闭 区 间 的 序 列 ， 
[@,, 65, HE, bl OD [Lor, 8] I, 
因为 (4 一 wm 可 任意 小 , 我 们 可 以 看 到 
@—sup{an} =inf{bn} =b;s 

因此 ， 

WE 遇 | [az, Ds. 


从 而 ， 如 同 我 们 断言 的 那样 ， p= (aa 0 am) € NB,. 


现在 , p 的 任何 邻 域 对 充分 大 的 i 都 包含 某 个 B。 因此 它 包 
会 无 限 多 个 玉 中 的 点 。 从 而 p 是 KK 的 一 个 极限 点 , 且 由 于 下 是 
闭 的 , 故 PE 区. 设 U6 是 族 {Uo} 中 包含 Pp 的 一 个 开 集 ， 由 于 UU。 
是 开 的 , 所 以 存在 一 个 球 下 CC 另 一 方面 , 对 充分 大 的 多 
BCB。(p)CUo。 这 与 没有 一 个 Bin 五 能 被 有 限 个 U。 所 覆盖 的 
事实 相 了 矛盾 .因而 证 明了 1=>2. 

2 一 3 假设 4CK 是 下 的 一 个 无 限 子 集 , 且 玉 中 没有 一 个 
点 是 4 的 极限 点 ， 于 是 , 对 每 个 PE 久 , p 折 4; 可 以 选择 p 的 一 个 
邻 域 六 ,使 Vp 作 4=2; 而 对 每 个 gE€ 4， 可 以 选择 g 的 一 个 邻 域 
Ww 使 We 站 4=g， 因 此 族 {V5, We}, PE 玉 一 4,，yE 4 是 民 的 
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一 个 开 覆 盖 . ”由 于 4 是 无 限 的 , 并 且 从 这 个 族 中 去 掉 任 何 一 个 
WW 会 使 点 9 不 被 覆盖 , 所 以 族 {Vs, VO} 没有 有 限 的 子 覆 盖 ， 这 
与 说 法 2 矛盾 . 

83 坊 1 我 们 必须 证 明 KK 是 闭 集 且 为 有 界 。 长 是 闭 的 , 这 是 
因为 如 果 p 是 下 的 一 个 极限 点 ， 考 虞 同心 球 Bui(p) 一 Bs， 我 们 
得 到 一 个 以 Va 为 极 限 点 的 序列 mE Bi1— Bs, PsE Bs— Bs, *., 
PE Bi 一 Biz …， 由 说 法 3, pE K. 

到 是 有 界 的 。 否则 考虑 半径 为 二 2 …， 2 … 的 同心 球 
Bi(p) 我 们 将 得 到 一 个 无 极限 点 的 序列 PrE Bs, Pak Bs 一 By ………， 
DiE Bi— B;_1, *. 这 证 明 3 坊 1， 证 毕 . 

下 机 的 命题 表明 紧 致 集 的 连续 象 是 紧 致 集 . 

命题 13 设 KCcR" ->R" 是 连续 的 ， 且 设 玉 是 紧 致 集 . 
则 (KK) 是 紧 致 集 ， 

证 明 如果 万 (区) 是 有 限 的 , 显然 它 是 紧 致 的。 假设 F(K) 
不 是 有 限 的 , 考虑 一 个 无 限 的 子 集 {了 (pe)}CF(K), paE 尺 . 显 
然 集合 {Ppa} 忆 是 无 限 的 ， 且 根据 紧 致 性 它 有 一 极限 点 gE 大. 
因此 存在 一 序列 pi …, pr, …， 一 9 WE {pe} 由 于 了 的 连续 
性 ,序列 所 (p) 一 也 (9) EF(K) (命题 1)， 因 此 {Cpa)} 有 极限 点 
(gqg) ER(R); 所 以 FC(K) 是 紧 致 的 ,证 毕 . 

下 面 的 性 质 可 能 是 紧 致 集 最 重要 的 性 质 . 

命题 13 设 五 CR 一 民 是 定义 于 紧 致 集 上 的 一 个 连续 
函数 ， 则 存在 pp, ps& ,使 对 所 有 的 PE 

f pa) <f Pp) <f Pp1), 
即 了 在 年 达到 最 大 值 , 在 ps 达到 最 小 值 . 

证 明 我 们 将 证 明 pz 的 存在 性 ; 对 最 小 值 的 情况 可 以 用 类 似 
的 方法 处 理 . 

由 命题 12, f() 是 紧 致 集 , 因而 是 闭 集 并 上 且 有 界 。 所 以 存在 
supf(K) 一 wy. 由 于 f(K) 是 闲 集 , 故 w1E€f(K). 从 而 存在 
EK, m4=f(p)。 显然, 对 所 有 的 PE KE, fj) 所 f (2D = 
证 举 ， 
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虽然 我 们 以 后 并 不 使 用 一 致 连续 性 的 概念 ， 但 这 个 概念 放 在 
目前 这 一 场合 处 理 是 非常 自然 的 , 所 以 我 们 应 该 说 上 几 句 . 

称 映照 4CR">R”" 在 4 上 是 一 致 连续 的 ， 如 果 对 任意 给 
定 的 e> 由 存在 3>0 使 对 所 有 的 pE 4 有 FC(Bs(p)) 忆 Be (FP(p))。 

从 形式 上 看 , 这 个 定义 和 (单纯 ) 连 续 性 定义 的 区 别 在 于 : 这 里 
对 给 定 的 e 数 8 对 所 有 的 pE 4 是 相同 的 ; 而 在 单纯 连续 性 的 情 
况 ， 对 给 定 的 @ 数 5 可 随 2 变 化 .因此 一 致 连续 性 是 整体 的 概 
念 , 而 不 是 局 部 的 概念 . 

一 个 重要 的 事实 是 ; 在 紧 致 集合 中 这 两 个 概念 是 一 致 的 。 更 
精确 地 说 , 设 了 ,KCR">R” 是 连续 的 , 且 是 紧 致 集 , 则 一 在 
上 一 致 连续 . 

如 果 我 们 回顾 一 下 $ 2-7 中 引入 的 开 覆 六 的 Lebesgue 数 的 概 
念 , 那么 这 个 事实 的 证 明 是 简单 的 ， 事 实 上 , 如 果 给 定 e>0, 则 对 
每 个 PE KK 存在 一 个 数 6(p) 之 0 使 得 F(Bswwp (Pp)) 忆 Bsa((p)). 
族 {Bsw (PD), PE 天 } 是 天 的 一 个 开 履 证， 设 5>0 是 这 个 族 的 
Lebesgue 数 (§ 2-7 性 质 3)。 如 果 gE€ Bs(《p), PE 天, 则 g 和 Pp 属 
于 这 个 开 覆 盖 的 某 个 元 素 ， 因 此 |F(p) 一 Fl(q)|<e.， 由 于 g 是 
任意 的 ,所 以 了 (B50p)) 忆 Be(8(Pp))， 这 表明 , 正如 我 们 希望 的 那 
样 ,8 满足 一 致 连续 性 的 定义 . 


D 连通 分 支 

当 一 个 集合 不 是 连通 集 时 ， 可 以 将 它 分 解 为 一 些 连 通 分 支 ， 
为 使 这 个 想法 精确 化 , 我 们 首先 证 明 下 面 的 命题 ， 

命题 1 设 0sCR" 是 一 族 连通 集 , 且 

(Oe# 8, 

则 司 C.=C 是 连通 一. 

证 明 假设 O=01UUs, 这 里 吕 和 0s 是 0 中 非 空 .不 相交 
的 开 集 , 并 假设 某 个 点 PE[ 10s。 属 于 U1 设 g€ Us 由 于 0O~U 


a 


Oe 和 PEf 10u， 所 以 存在 某 个 Co 使 P， gE Ou, 因此 OafN Us 和 
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CafUs 是 Os 中 非 空 不 相交 的 开 集 ， 这 与 Ce 的 连通 性 矛盾 , 从 而 
表明 C 是 连通 集 . 证 毕 . 

定义 5 设 4CR" 和 wE 4，A4 中 所 有 包含 Pp 的 连通 子 集 的 
并 集 , 称 为 4 的 包含 Pp 的 连通 分 支 . 

由 命题 14 知 连通 分 支 是 连通 集 ， 直 观 上 ，4 的 包含 PE 4 的 
连通 分 支 是 4 的 最 大 的 连通 子 集 ( 即 它 不 包含 在 4 的 任何 包含 p 
的 连通 子 集 中 ). 

集合 4 的 连通 分 支 在 4 中 总 是 闭 的 ， 这 是 下 面 的 命题 的 一 
个 结果 ， | 

命题 站 设 OCACRr" 是 一 个 连通 集 ， 则 O 在 4 中 的 闭 包 
C 是 连通 的 ， 

证 明 ”我 们 假设 C=UiUUs, 这 里 Ua, Us 是 中 非 空 不 相 
交 的 开 集 ， 由 于 C0, 所 以 集合 ON 一 也, ONUs=Vs 是 0 
中 不 相交 的 开 集 ， 且 VU 了 =O、， 我 们 将 证 明 F 和 Ts 是 非 空 
的 , 这 样 就 和 C 的 连通 性 矛盾 . 

设 pEUi。， 因 为 上 在 0 中 是 开 的 ,所 以 在 4 中 存在 Pp 的 一 
个 邻 域 形 使 万 OCUs， 因 为 p 是 0 的 一 个 极限 点 ,， 故 存在 
gEWNOCcWNCCUOI， 因 而 gEONUs=Vi, 于 是 克 不 是 空 
的 .采用 类 似 的 方法 可 以 证 明 六 不 是 空 的 ， 证 毕 . 

推论 集合 4 的 连通 分 支 OC4CR" 在 4 中 是 闭 的 ， 

事实 上 , 如 果 OO, 则 存在 4 的 一 个 连通 子 集 , 即 0, 它 包 含 
O 作为 真子 集 ， 这 与 连通 分 支 0 的 极 大 性 了 矛盾， 

在 一 些 特殊 的 情况 ， 集 合 4 的 连通 分 支 也 是 4 中 的 一 个 开 
集 . 

命题 16 设 CC4CR" 是 一 局 部 道路 连通 集 4 的 一 个 连通 
分 支 。 则 CC 在 4 中 是 开 的 . 

证 明 设 2EOC4， 因为 4 是 局 部 道路 连通 的 , 所 以 存在 2 
在 4 中 的 一 个 道路 连通 邻 域 让， 根据 命题 9, 广 是 连通 的 . 因为 
0 是 最 大 的 , CDP, 所 以 C 在 4 中 是 开 的 . 证 毕 ， 
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这 几 疮 对 初学 者 来 说 是 难以 阅读 的 ， 然而 ,除了 它 能 作为 有 价值 的 资料 
之 外 , 这 部 书 中 还 有 许多 未 被 深入 研究 的 思想 ,值得 经 常 反复 地 去 研读 . 
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下 面 , 我 们 将 按 年 代 顺 序 提 出 几 本 其 他 的 教科 书 . 它们 或 多 或 少 与 本 书 
处 于 同 祥 的 水 平 . 在 [63 中 可 以 找到 -- 张 更 完全 的 书 名 目录 此 外 , [9 中 还 
包括 了 相当 多 的 整体 定理 
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外 , 本 书 中 仅 作 简 要 论述 的 曲线 论 在 -5]、[6] 和 [9] 中 有 更 详细 的 论述 . 
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13. Warner, FH.,Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups 
Beott, Foresman, Glenview, IIIT., 1971. 
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基础 问题 作 了 和 精练 的 说 虹 . 


在 这 以 后 ， 根 据 读者 的 受 好 和 兴趣 ,可 供 选 择 的 阅读 材料 是 很 广 的 ， 下 


面 我 们 列举 了 一 些 可 能 的 供 选 择 , 但 它们 决 不 是 唯一 的 参考 读物 .在 [16] 和 
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榴 小 子 流 形 理论 ; 见 [301 及 其 中 的 参考 文献 ; 与 谱 有 关 的 问题 ， 见 [14]; 


以 及 正 弯 曲 流 形 的 拓扑 行为 ， 见 [6] 和 [19]， 它 们 仅仅 是 当代 微分 几何 中 许 
多 令 人 感 兴趣 问题 中 的 三 个 专题 


§ 1-3 


2. a. olt)==(t 一 ginf, 1 一 c03; 见 图 1-7， 肖 点 ; t 一 3mm, 这 里 % 是 任何 
整数 . 
7. p, 为 了 证 明 当 hh->0 时 ,商量 《aC 二 有) 一 glt 填 ))/W 一 RR) 收敛 于 向 
量 w 人 ,可 以 对 函数 z，,， y, # 中 的 每 一 个 应 用 中 值 定理 ， 由 于 < ( 纺 
地 0, 所 以 由 a(t 十),， q(t 十 如 确定 的 直线 趋 于 由 a'(8) 确定 的 直线 。 
8. 根据 积分 的 定义 , 对 给 定 的 es> 0, 存在 6>0, 使 得 如 果 | 了 Pi<5', 则 
(file wha )-3G-ecDlwe dd ||<E§. 
另 一 方面 , 由 于 w% 在 [4, 幻 中 是 一 致 连续 的 , 所 以 对 给 定 的 e>0， 存 在 
6">>0, 使 得 如 果 tsE [a, 日 且 1 一 s| <6", 则 
te GD 一 as) <e/2CB 一 0)， 
置 5=min(6', 6"). 于 是 如 果 |1P|<6, 用 向 量 函 数 的 中 值 定理 我 们 得 到 
| > [lal 1) — Qt) | — Tit) (a'G)| | 
< [TC ti)SUp la'Cs) | ~ TU 1—t) at) 


< {TG — hh) supl a's) 一 < Ge 上 < 与， 


这 里 如 <s%<t#。 与 前 而 的 结合 起 来 ,就 给 出 了 所 需 的 不 等 式 ， 
§ 1-4 


2. 设 点 po 一 (zo Yo: 加) 和 2 一 (z， y, 人 属于 平面 P。 则 azo 十 yo 十 czo 十 
2 一 0 一 ax 十 by 十 cos 二 2 于 是 ,Ga(z 一 20) 十 0 一 加 ) 上 cs 一 加 ) 一 0。 由 于 
向 量 (一 zo Y 一 Yo # 一 80) 平 行 于 已 ,所 以 向 量 (a，2， 2 垂直 于 书 , 给 定 
一 点 二 (%, y, #) E 卫 ,从 平面 了 到 原点 0 的 距离 p 由 p 一 |2joos 98= 
《p09)/1v| 给 出 , 这 里 9 是 Op 与 法 向 量 v 的 夹 角 .由 于 pw= 一 

pw a 
Pi 可 一 -TT 
3. 这 是 它们 的 法 向 量 的 夹 角 . 


D 局 口 心 


13. 


15. 


16. 


提 了 与 答 去 {471] 


. 两 个 平面 平行 的 充 要 条 件 是 它们 的 法 向 量 是 平行 的 ， 

. 91 和 vs 都 垂直 于 交 线 ， 于 是 ,4 人 v3 与 交 线 平行 . 

. 当 平 面 的 法 向 量 与 直线 的 方向 简直 时 , 这 个 平面 与 这 条 直线 平行 . 

.给 定 的 这 两 条 直线 的 公 垂 线 的 方向 , 是 V&Av 的 方向 。 这 两 条 直线 间 的 


距离 , 可 通过 将 向 量 7= (mo 一 zt 加 一 gz， 80 一 积 ) 投 影 到 公 稚 线 上 的 方 洁 
得 到 ， 这 个 投影 显然 是 * 与 单位 向 量 (w 人 /lwAv| 的 内 积 . 


1 5 


， 应 用 这 个 事实 :a'=t, qa" =1n, a 二 hn 十 b= 一 十 Pn 一 vb。 
。 微分 aks) 十 Cs)m(s) 二 常数 ,得 到 


(1 AMDTE Nn vb=0, 
由 此 导出 一 0 曲线 落 在 一 平面 内 ) 和 一 常数 一/ 久 


. a. 用 弧 长 作 参 数 表 示 a. 


b、 用 弧 长 s 作 参 数 表 示 a,， 在 sa 和 5 处 的 法 线 分 别 是 
Bi: 的 一 aCeD Ftn(sn), BT)=aCs9) + mm(ss), tER, vy ER. 
它们 的 交点 将 由 满足 下 式 的 t 和 4 的 值 确定 ; 
Qa(s2a) — C81) tn(s1) — Th(89) 
33 81 、 S981 “ 
应 用 Taylor 公式 mw(sa) 一 9(s1) 二 (s3 一 S4D)2 (Cs 十 妃 ， 并 令 s 一 5 就 得 
到 a'(s)= 一 入 (st 这 里 所 是 当 sa 一 si 了 时 二 和 7 的 公共 极限 值 ， 由 此 ， 
f=1/%. | 
为 了 证 明 条 件 是 必要 的 , 将 |a(s) |?== 常 数 微分 三 次 , 得 到 a(3) = 一 En 十 
R'Tb， 为 证 充分 性 ,微分 BG) 一 aCs) 十 Rw 一 BTV, 得 到 
PV=I+RC-M- T+ Rn TR Bn=— (Rr+(TR)YD, 
男 一 方面 ,微分 RB?+《ZTB)?= 常数, 就 有 
0—2RE 2CTR) TR)'= 3 (Ret (PFE)'Y, 


这 是 由 于 r 和 0 和 7 二 0。 因 此 , 8(s) 是 一 固定 点 po 且 

1acs) 一 p01? 二 证 (TR)? 二 = 常数， 
由 于 2' 一 wn 是 已 知 的 ，|7| 一 | 如 1， 于 是 ， 除 一 个 符号 外 , 1% 是 确定 的 。 
由 于 + 一 %AP 以 及 曲率 是 正 的 并 由 二 zm 给 定 , 因此 曲率 也 能 被 确定 。 
首先 证 明 
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17. 


18. 


提示 与 答案 


于 是 , [a(s)as=arotan(%/z); 因此 /能 够 被 决定 ， 由 于 加 是 正 的 ,这 


也 给 


千 出 5 的 符号 ， 此 外 ,还 知道 313=| 一 如 一 7601 一 成 十 9, 与 /1 结 


合 起 来 就 完全 决定 了 妨 和 友 . 


a. 


设 a 是 固定 方向 的 单位 向 量 ,6 是 不 变 角 .。 于 是 , t*6 二 00s 0 一 常数 ， 
将 其 微分 就 给 出 mn*4=0.， 因此 ,4G=1c0s9+bsin 9, 将 其 微分 就 
给 出 Koos 6-Hrsinu0=0, 或 br= 一 tan = 常数 ， 反之， 若 4/T 一 
常数 = 一 tan 9 一 一 (sin 9/eos 0), 我 们 可 以 将 所 有 步 嗓 叙 过 去 ， 得 到 
tecos9 十 bsin9 是 … 个 常 向 量 sa， 于 是 ,1g=cos 0= 常数 . 

， 从 部 分 a 的 论证 中 直接 得 出 , "4 一 常 煞 蕴涵 %"4 一 0; 而 后 一 条 件 意 
昧 着 ”平行 于 与 垂直 的 - - 张 平面 ， 反 之 , 着 wea= 0， 则 (days)va 
二 0; 因此 ,加 4 一 常数 , 

.从 部 分 a 的 论证 中 得 出 ,ta= 常 数 莉 涵 584 一 常数 ， 反 之 ， 者 be*6= 
常数 , 微分 以 后 我 们 就 发 况 wa 一 0. 

. 用 骤 长 s 作 参 数 开 示 a 并 关于 s 微分 4 二 % 十 7%, 得 到 

学 一 人 一 9]) 志 十 7 92 一 人 TBD， 
由 于 da/ds 与 切 , (da/4s) 一 0; 因此 ,+ 一 0 

. 用 强 长 s 作 参 数 表 示 a， 用 5 各? 表示 4 的 弧 长 和 单位 切 向 量 ， 因 
为 df/ds=(di/d3)(d5/4s), 我 们 得 到 

4 
一 证 Qs + 0; 
因此 ， zt 一 常数 一 cos 9, 于 是 ， 利用 a 二 a 十 7%, 我 们 有 
COS 9=int 一 从 。 ;= 于 (1 rk), 
|sin 0| -HAi=| 至 Ce+roDAl=| 全 "|. 
从 这 两 个 关系 导出 
1—?rh 一 党 -BB 
了 9 
于 是 , 置 -= 4, 最 后 可 得 4b 十 Br 一 1. 
反之 , 设 最 后 一 个 关系 式 成 立 , 置 4 一 ”并 定义 a=a 十 rm. 干 是 ;再 
利用 这 个 关系 式 , 我 们 得 到 


经 A 


于 是 ， 的 单位 切 疝 量 i 是 (Bt- rb)/V BTNef， 由 此 导出 di/ads 


1. 


2. 


1. 
2. 


提示 与 答案 1478j 
一 〔〈(B8-7T)/V 末 二 ?0。 因而 ，7(s) 一 十 0(s)， 而 且 5 与 w 在 s 
处 的 主 法 线 重 合 。 天 此 ,a 是 Berirand 曲线 . 

6. 假设 存在 两 条 不 同 的 Bertrand 侣 线 a 二 a 十 7%, a 一 qa 十 ?%， 根据 b 
存在 常数 Ci 和 0s 使 得 1 一 ?kh 一 01C75), 1 一 ?kK 一 Ca(?7)， 明显 地 ， 
Qi 于 03， 微 分 这 些 表达 式 , 我 们 分 别 得 到 如 二 TC1, 如 二 T7039，。 这 昔 
涵 #r=7' 二 0。 利用 曲线 局 部 理论 的 基本 定理 中 唯一 性 部 分 ,容易 看 
出 圆柱 螺旋 线 是 唯一 的 这 种 曲线 。 


§1-6 


假定 s=0, 并 考察 在 s=0 附近 的 规范 形式 ， 由 条 件 1, PP 必须 是 形 如 

s 二 0y 或 y 一 0。 平 而 y=0 是 从 切面 ， 因 而 不 满足 条 件 3， 诈 意 到 如 果 

|sE 充 分 小 则 y(s)>0， 且 zfKs) 与 有 相同 的 符号 ， 根据 条 件 3, C= 

/yy 既是 正 的 又 是 负 的 ， 于 是 , 是 平 面 4 二 0. 

a. 在 s=0 的 一 个 邻 域内 , 考察 a(s)== 《zls), y(s), 8(s)) 的 规范 形式 . 
设 az 二 89 十 osg=0 是 通过 《0), a(0 二 hh)，a《0 十 ha) 的 平面 。 定义 
函数 了 FC(s) 二 az(s) 二 by(3) 十 cg(s) 并 注意 到 FFC0)==F(h1)== 了 (hg) 二 
0.， 利用 规范 形式 去 证 明 所 (0) =g, F”(0)=bk， 利 用 中 值 定理 去 证 
明 当 加, ho 一 0 时 ,4->0, 6 一 0。， 于是, 当 加 , hg>0 时 , 平面 dz 十 yy 
十 cs 一 0 趋向 于 平面 * 一 0 即 趋向 于 密切 平面 。 


§17 


不 存在 ， 可 用 等 周 不 等 式 . 


设 8' 是 贺 , 45 是 5' 的 一 条 蚤 , 且 由 和 4 和 B 存 S' 上 决定 的 两 条 弧 a 和 
B 中 的 一 条 , 比方 说 a, 有 长 度 1。 考察 由 8 和 0 组 成 的 分 段 01 闭 曲线 
《 见 定理 1 后面 的 注 3)， 设 6 固定, 而 0 在 所 有 连接 4 各 并 具 长 度 
2 的 曲线 族 中 变动 。 由 分 段 C7 曲线 的 等 周 不 等 式 ， 这 个 曲线 族 中 国 成 
景 大 面积 的 示 线 是 8。 由 于 B 是 男 定 的 ,因此 圆 弧 “就 是 我 们 的 问题 
的 解 . 


. 选择 坐标 系 ， 使 得 坐标 中 心 0 在 p 点, 且 “ 轴 和 gy 轴 分 别 按照 点 的 切 


向 量 和 法 向 量 来 定向 。 用 强 长 作 和 参数 来 表示 0,a(s)==(z《s), y《s)), 并 
假定 a(0) 二 2， 考察 (有 限 项 的 )Taylor 展开 式 


[474] 提示 与 答案 


11. 


12. 


5. 
i1. 


a(ls)=a(0)+a'C(0)s +a'(0 本 十 多 
这 里 lim RB/s?==0, 设 名 是 a 在 s==0 的 曲率 , 可 得 
Jes3 
x(8)=s+ Ro,, ys) = 士 一 十 已 ， 
这 里 及 =《(R。 BR,) 且 符号 依赖 于 w 的 定向 ， 于 是 ， 
[#1 =lim 2 lim -2 


a30 CC 


. 设 0 是 圆 盘 刀 的 中 心 . 通过 一 族 同心 圆 将 刀 的 边界 收缩 , 直到 它 与 曲 


线 0 相交 于 点 。 应 用 习题 4 去 证 明 C 在 wp 的 曲率 满足 ji >17， 


.由 于 a 是 简单 曲线 , 由 切线 回转 毛 理 我 们 有 


| (sy)ds=00) ~ 0(0) =2, 
因为 Cs) 不 0, 我们 得 到 
2z=| ts)ds<C| as=0L. 


.由 Jordan 曲线 定理 , 一 条 简单 闭 曲线 C 围 成 一 个 集 下， 如 果 玉 不 是 


凸 的 , 就 有 点 p, 9 € 下 , 使 得 线段 p9 包含 不 属于 K 的 点 , 且 pg 与 C 相 
交 于 一 点 f+， ?+ 关 p; 9。 利用 在 四 顶点 定理 的 证 明 中 间 给 出 的 论证 方法 ， 
证 明 由 jp 和 g 决定 的 直线 工 与 0 在 点 p, q, ?+ 相 切 ， 且 线段 2g 包含 在 
CCK 中 。 这 是 一 个 矛盾 ， 

注意 , 及 所 围 的 面积 大 于 或 等 于 0 所 图 的 面积 , 而 互 的 长 庆 小 于 或 等 
于 0 的 长 度 ， 通 过 一 族 平 行 于 豆 的 曲线 (习题 6) 扩 张 五 , 直到 它 的 长 
度 达 到 2 的 长 度 ， 由 于 在 这 个 过 程 中 , 面积 或 是 保持 不 变 或 是 进一步 增 
大 ， 我 们 就 得 到 一 条 与 0 长 度 相 等 但 所 国 面积 大 于 或 等 于 0 的 面积 的 


凸 曲线 五 '. 
(jn) 各 
wf eer 
〈 见 图 1-40). 
§22 
不 是 ,2 不 是 1-1 的 . 


b. 为 了 证 明 z 是 1-1 的 ,注意 从 4 可 以 得 到 4， 由 于 eosh vz>0. 因 


13. 
15. 


17. 
18. 


19. 


提示 与 答案 {475] 
此 ww 的 符号 与 的 符号 相同 ， 于 是 , sinh 以 因此 急 是 确定 的 。 


wl, v= (sinh eosv, sinh w sinv, eosh v2). 
在 连 蒂 p( 们 二 (0, 0 垃 和 g(t) = 二 (a, t, 0) 的 直线 的 方程 
2 4/t 一 一 (一 人 /中 消去 上 
.将 命题 3 推广 到 平面 曲线 并 利用 例 5 中 的 论证 . 
第 部 分 使 用 反 防 数 定理 ， 为 决定 FF, 置 w=p?, v=tan g; w=tan’6. 
记 Y 一 Ap, 9)cos py 一 fp 的 sin p, 这 里 了 是 待定 的 ， 于 是 ， 


T+ 二, =tan*0. 


由 此 导出 f=peos 9, s= psin9， 因 此 ， 

Fa ， 一 Vw DAW AL MU 
Cu, ©, 40) (yr ’ VET IT VIT ) 
不 是 。 对 0, 注意 在 垂直 的 弧 上 的 点 在 RR? 中 没有 邻 域 能 写成 一 个 可 微 
小 数 的 图 局 样 的 论证 也 适用 于 9， 


8&23 


1. 由 于 4? 是 恒 等 变换 ,所 以 4=4 


13. 


16. 


. 4 是 下 面 的 函数 4 Rs->R 在 s 上 的 限制 ， 


aC, y, 2) = {C2— ro) ty— Yo) +t C8 ~ 80) 3, 
《2w， Vy; 2) 大 (Zo， yo， 80), 


,如果 p= (oo 纺 8), 则 FCD) 落 在 直线 t>(trx, ty,#),t>0 与 及 的 交 中 。 


于 是 ， 


VIits , Mitre 
PP) (Yt TY 让 . 

设 世 是 去 掉 2 轴 的 民 ?， 那 末 , 如 上 定义 的 五 UCR?-> Rs 是 可 微 的 , 
如 果 了 是 这 样 的 一 种 限制 ， 则 是 可 微 的 ( 例 1 )， 为 了 证 明 它 的 道 , 设 

2 U>R3 是 s 在 加 附近 的 一 个 参数 表示 ， 如 同 命题 1 中 一 样 , 延 拓 2 成 
为 F.UXR—>R3. 设 琴 是 2 在 Rs 中 的 一 个 邻 域 使 得 在 本 上 六 :是 
一 个 微分 同 胚 用 9g(q)=foxowofF" 了 (9), 9 € 分 来 定义 g: Wz>R, 其 中 
m: U Xx RD0 是 自然 投影 、 那 未 , 9 是 可 微 的 , 而 且 限 制 9|r s= 玫 . 
作为 可 微 映照 的 复合 瑚 在 5- {N} 上 是 可 微 的 ， 为 了 证 明王 在 六 也 
是 可 微 的 , 考察 从 南极 点 s=(0, 0， 一 1) 所 作 的 球 极 投影 ws , 并 置 多 一 
ro 了 on7 :CC 当然 ,我 们 已 将 平面 #=1 与 《等同 起 来 )， 然 后 证 明 


[1478] 提示 与 答案 


i2. 


13. 


14. 


7， 


mxyrooxil 人 -时 一 人 是 由 wyow71(L) 一 4/L 给 出 的 ， 从 而 得 到 
_ Ln . 
OT Tt Ta 

因此 ,@ 在 《= 0 是 可 微 的 。 于 是 ,BR= mrlegoos 在 人 是 可 微 的 ， 


§24 


， 设 ql 引 一 (2(3), YC #2( 门 ) 是 曲面 上 在 i=0 时 通过 po 一 (go， Yo, 50) 


的 曲线 ， 于 是 ,了 Cz?(2),， (外 ,2《 门 ) 一 0; 因此 ,faze (0) 十 fy'(0) 十 fag'(0) 
= 一 0, 这 里 所 有 的 导数 都 在 po 处 计算 . 这 意味 着 po 处 的 所 有 切 向 量 都 垂 
直 于 向 量 (fo, fw 户 ), 因此 , 就 得 所 需要 的 方程 。 


. 用 尹 表示 f(y/z) 关 于 t=y/z 的 导数 ， 则 so 一 /一 (yo 六 的 一 关于 


是 , 在 (zo, go) 处 的 切 平面 方程 是 :一 aif 十 (f 一 /ao7)Gz 一 加 十 产 (9 
yo), 其 中 的 函数 都 是 在 (zo9o) 处 计算 的 ， 由 此 导出 ,车 # 一 0,y 一 0, 则 
4 一 (0 
对 于 正 交 性 , 比方 说 , 考虑 前 面 的 两 个 曲面 。 它们 的 法 向 量 平行 于 向 村 
(32 一 a, 2y， 24)， (3%, 3 一 25)， 在 这 两 个 曲面 的 交集 上 oo 一 by, 因 
而 ,在 这 两 个 向 量 的 内 积 中 利用 这 一 关系 就 可 证 明 这 个 内 积 等 于 0. 
a， 设 e 人 的 是 。 上 满足 a(0) 一 p, oC0) 一 的 曲线 那 末 ， 
j= 入 (CD po, AD pH om 人 续 只 . 
由 此 得 出 ; 当 且 仅 当 对 所 有 的 we Fo(3) 成 立 (oo 2 一 Zr 一 0 时 ,是 
了 的 一 个 临界 点 . 
a，7( 在 区 间 (一 ,0) 中 是 连续 的 , lim f(y 一 0,， ,lim f(D) 一 + 


于 是 , 对 某 个 妇 E《 一 ,， 0), 7 人 ) 一 1 类 似 地 可 找到 实 根 ty€ (6， 
b), ta€ (b, a). 
b。 两 曲面 (如 = 二 1 和 f(t)=1 是 正 交 的 条 件 为 
falt1)fo(t2) + fot) fy ta) t+)fs(ts) =0. 
这 个 条 件 可 化 为 


0 4 0 
CG—ti)Ca—ta) (Vt)0—ta) Ce—ti)(c—iao) 7? 
而 上 式 可 从 姑妈 入 一 帮 细 ) 一 0 导出 . 
由 于 每 一 曲面 局 部 上 上 都 是 一 个 可 微 函 数 的 图 ,所 以 在 p 的 一 个 邻 域内 ,sz 
由 je 2 人 一 0 给 定 ,ss 由 9(z, y, 3) 二 0 给 定 ; 这 里 0 是 可 微 函数 了 
和 g 的 一 个 正则 值 ， 在 j% 的 这 个 邻 域 内 , s11 ss 是 作为 映照 ,R38-> R35 


20. 


21. 
22. 


提示 与 答案 [4773 


CQ) 一 (fC(q), gCq)) 在 C0, 0) 的 原 象 给 出 的 ， 由 于 s1 和 ss 是 神 截 相交 
的 , 因此 法 向 景 (fs, ff) 和 (gz, 9s, 9s) 是 线性 独立 的 。 于 是 ，(0, 0) 
是 歹 的 正则 值 而 szn ss 是 一 条 正则 曲线 (参见 8 2-2 习题 17)。 

在 (zo, go, fo) 处 的 切 平 面 的 方程 是 


Ed yy gpo 
a to + 


过 2 且 垂 直 于 切 平面 的 直线 由 下 式 给 定 


二 一 = 


Too Wo 280 zrot YYyot Ego “ 
由 同一 表达 式 并 顾及 椭 球 面 的 方程 , 我 们 得 到 


ZX0 _ YYo _ kg80 _ wrot yyo tg80 


v202 yb3 _ 22c2 GC2073 + by + cp? 


w/a yo/b? ge/c 1 
再 从 同一 表达 式 并 利用 切 平面 的 方程 , 我 们 得 到 


T2 y? 23 3 十 42 十 的 


7 
后 面 三 个 方程 式 的 右边 部 分 是 相等 的 , 因此 就 得 到 所 断言 的 方程 . 
模仿 第 二 章 附录 中 命题 9 的 证 明 . 
设 * 是 与 8 的 法 线 相交 的 那 条 直线 , 并 设 PE5， 包含 9 和 的 平面 Pi 
也 包含 8 在 Pini 8 上 的 点 处 的 所 有 法 线 。 考虑 通过 Pp 是 垂直 于 7 的 一 
个 平面 Ps。 由 于 过 尹 的 法 线 与 r 相交 ， 因 此 Ps 模 截 于 Tp(CS); 因此 ， 
Pan S 在 p 的 一 个 邻 城内 是 一 条 正则 平面 曲线 C( 参 见 8 2-4 习题 17) .更 
进一步 , Pin Ps 徐 直 于 TS) n Ps 因此 , Pin Ps 垂直 于 0， 由 此 得 出 
0 的 所 有 法 线 都 通过 一 固定 点 9 一 rn Pa 从 而 , C 被 包含 在 一 个 圆周 上 
(参见 8 1-5 习题 人 )。 于 是 ， 每 一 点 p ES 都 有 一 个 邻 域 属于 某 个 以 * 
为 轴 的 旋转 曲面 ， 由 连通 性 , s 属于 这 些 曲面 中 确定 的 一 个 .. 


$25 


、 由 于 8/8v=0, 如 一 了 CO 只 是 & 的 函数 . 置 去 = | /五 ev. 类 似 地 ， 


G=G(o) 只 是 的 函数 ， 可 置 5= | /于 do。 于 是 ,七 和 五 度量 了 沿 坐标 
曲线 的 统 长 , 因此 瑟 =G=1, 他 =cos0. 


9， 用 弧 长 将 生成 曲线 参数 化 , 


[478] 提示 与 答案 


14. 


16. 
18. 


19, 


20. 


38 3 


- 由 于 密切 平面 与 垂直, NM' 一 ro, 因此 , 7?=|N'|?= 信 eos830+ 太 sin? 0, 


这里 9 是 4 与 曲线 的 切线 的 夹 角 ， 由 于 是 渐 近 方向 , 我 们 得 到 eos20 和 
sin20 是 所 和 zj 的 函数 ,将 它们 代入 上 面 的 表达 式 就 得 到 v2= 一 hikes. 
置 = 和 MTVs 及 和) 一 和 Vi 我 们 有 

aol | NONs— Cm NON 

=VNTN NN cos 6 

另 一 方面 ， 

lsin 6| = |NiANs|= InA CN1A No)| 

= |(%, N22 Ni1~ (n, Ni) Nal. 

用 一 个 包含 环 而 的 轴 的 平面 去 截 这 个 环 面 并 利用 习题 枯 。 
利用 下 面 的 事实 , 即 如 果 0= 232/ 则 


o(0) = 十 cos20- 二 十 cos2(M 一 1)9= 字 ， 
这 一 事实 可 利用 下 列 两 点 加 以 证 明 , 即 
o0) -F(T tam+1), 


v= 
以 及 在 求 和 符号 下 的 表达 式 正好 是 一 个 几何 级 数 的 和 , 它 给 出 
sin(C30 一 六 _ _1 
Sin “ 
a， 将 了 和 六 用 主 方向 构成 的 基 {el，e 外 表示 出 来 ， 并 计算 (CN(t， 从 ， 
b， 微分 cos =《N, 2， 利 用 CCD= 一 bt 十 Yoh， 并 注意 人 N, b= 
人 7 一 gin 6, 这 里 5 是 从 法 向 量 . 
设 1, Ss 和 5s 是 过 2p 的 曲面 证明 Ca 一 8an 5 关于 5 和 53 的 测 地 
挠 率 相等 ; 其 值 用 zi 表示， 类 似 地 , 7 表示 Ca= Sin 8 的 测 地 挠 率 , 78 
表示 5s 的 测 地 挠 率 ， 利 用 zz 的 定义 证 明 : 由 于 01, 02, 03 是 两 两 
正 交 的 , 因此 三 十 可 一 0 59 十 58 一 0, va 十 71 二 0。， 由 此 得 出 w==79 一 78 二 
0. 


§ 3-3 


， 渐 这 曲线 ;4 常数 ,0 二 常数 ， 曲 深 线 ， 


16. 


19. 


提示 与 党 案 i479] 
logCv 二 MV 全 二 0) 土 4 二 常数 . 


3. 0 二 常数 .4 一 0 二 常数 . 
. a&. 取 直 线 ? 为 # 轴 )7? 的 一 条 垂 线 为 2 轴 , 我 们 有 


8 一 
置 * 一 sin 2, 我 们 得 到 
:0)=| 2 CO 一 log tan 5 十 cos 0+ OO, 


如 果 gCw/3)=0, 则 C=0. 


VV 1—~%3 
F ， 


. a, 如果 互 一 人 :和文 一 人 1 是 满足 接触 定义 的 参数 表示 , 那 末 断 言 显然 


是 真 的 。 如 果 了 和 是 任意 的 ， 考 察 了 一 了 Xoh, 这 里 及 是 坐标 变 
换 。 由 此 得 出 大 并 = oao 记 的 偏 导数 是 fe 了 ZX1 的 偏 导 数 的 线性 组 
合 , 因此 , 随 着 后 者 等 于 零 它们 也 等 于 零 ， 

b， 引 入 参数 表示 (2, 外 = (z, y, fz, 力 ) 和 文 (Co =(%, y, F(%, 
y)), 并 定义 函数 jz, y, 8) 二 f(z, y) 一 gs， 注意 ho 了 =0 及 hoX= 了 
一 J， 从 9, 应 用 函数 就 可 得 出 了 一 了 有 阶 数 和 3 且 在 (0, 0) 处 等 于 
零 的 偏 导 数 .。 

d， 由 于 阶 数 >2 的 接触 蕴涵 阶 数 之 1 的 接触 ， 因 此 这 个 擅 物 面 通过 Pp 
且 在 2 点 与 曲面 相 切 ， 取 平面 ZaC8) 为 wy 平面 , 则 抛物 面 的 方程 变 
成 

fw, Y) =arm+2abrmy + ep +ar tey. 
设 g= 二 f(z, y) 是 曲面 在 平面 Z,pC8》 上 的 新 表示 ,利用 部 分 5b， 我 们 得 


1 1 
到 d=c=0, 4 一 广 J 3 b= foy, c= fw. 


. 如果 存在 这 样 的 例子 ， 那 末 局 部 地 它 可 写成 4 一 Jo, 四， 而 f(0, 们 = 


0, fo(0, 0) 二 (0, 0)=0、 所 给 的 条 件 要 求 在 (0, 0) 处 六- 十 fi 二 0 并 
且 fowfwwy 一 也 二 0 当 且 仅 当 《2, y) = 二 《0, 0) 时 成 立 . | 
作为 尝试 , 管 }(z, 纺 一 a(w) 十 BCY) 十 2y, 这 里 xz) 只 是 的 函数 ， 
By) 只 是 yy 的 函数 。 我 们 证 明 aww=c0s%，Byy 二 cos y 满足 上 面 的 条 
件 ， 由 此 得 出 
了 (z，0) 一 cog 2 十 cos ty 十 00 一 3 
就 是 一 个 这 样 的 例子 . 
取 一 个 包含 这 个 枢 面 的 球面 然后 连续 地 减少 它 的 灶 答 . 研究 球面 第 一 
次 碰 到 这 曲面 的 那些 点 处 的 法 截 线 . 
证 朋 双 曲面 包含 两 个 单 参数 的 直线 族 , 族 中 直线 都 必定 是 渐 近 线 。 为 了 


[480] 提示 与 答案 


20. 


31. 


24. 


找 出 这 种 直线 族 , 将 双 曲 面 的 方程 写成 
(Tt8I FEA) = -y+Yy), 
并 证 明 : 对 每 一 个 h0, 直线 zs 一 CLTY), % 一 z 一 (1/8) (1 一 切 属 二 
曲面 . 
注意 , 对 某 个 函数 成立 (z/a2，sy/ba， sf/o2) 一 FAN， 并 且 对 曲面 上 每 一 条 
曲线 <( 纪 一 《2 人 28，2(t))， 本 上 油 是 全 
(< ed ZN )==0. 


展 定 rr 0， 用 /os 多 个 方术 然 消去 “和 /at 《注意 此 方程 对 由 
上 的 每 一 个 切 向 量 者 成立)， 于 是 就 可 找到 四 个 济 点 , 即 


G2 — b2 2 602 b2— e2 
Cd 一 2 好 2 一 6 


y=0, 72 一 0 


车 s=0, 则 并 不 能 得 到 任何 新 的 脐 点 . 
a&. 设 dAN(01)= 二 801 十 bv9, GN (v9) 二 cv1 十 Qta， 直 接 计 算得 到 
ACFON C0) AaCFN) v9), FN = fdetCdaN)., 
b. 证 明了 N=《w/a?, y/0, #1/0”)= 二 WV, 并 注意 


QU 和 DC 一 (- 姓 人， 估 )) 这 里 如一 (a bo 7 i 一 二 


选择 w% 使 得 4 人 v9 二 入 ,就 可 得 到 
(a(f N)Cv1) Aaf (CN) (V2), FN?= 


这 里 X=(w, y, #). 于 是 , (W，, 了 ) 一 1. 
da,， 在 R? 中 选择 一 坐标 系 使 得 点 2€8 为 原点 0，wy 平面 与 Zp《S) 重 
合 , # 轴 的 正 向 与 仿 在 点 的 定向 相间 。 进一步 ， 在 ZTp《5) 中 取 % 
和 轴 与 点 的 主 方向 一 考 . 如 果 玉 充分 小 则 它 可 表示 为 下 面 的 
可 微 国 数 的 图 ， 


《了 ， 瑟 》 工 ， 
QO“0* fF 


a=fr, y), (%, y) EDCRS, 
这 里 也 是 只: 中 的 开 圆 盘 , 且 
faC0, 0)=f,C0, 0) 一 ov0 0) 一 0 foo0，0) 一 所 joy(0， 0) =hs. 
不 失 一 般 性 , 我 们 可 假定 在 也 上 加 之 0, ha>0， 并 设法 证 明 在 D 上 
yc, Y)>0. 
假定 对 某 个 4(z, y) ED, f(z, 9)<0， 考 察 函 数 ho() = 了 (3x, y)， 

0<t<t， 由 于 (0)=0, 存在 好 0 过 电 和 安 1 使 得 所 GT 和 0， 设 入 一 
(ii CHZ，22)) ES 并 考虑 了 关于 在 加 处 的 切 平面 了 pr(3) 
的 高 度 函 数 hy。 限制 于 曲线 wc( 思 一 (5z， 妈 ，j 弛 , 场 )) 时 ， 高 度 医 数 
是 加 (让 = 《a( 门 一 pi Ni1)， 这 里 Ni 是 pi 处 的 单位 法 向 量 。 于 是 ， 


10. 


11. 


12. 


提示 与 答案 | [481] 


(及 一 《(o (的 ，N3)， 且 在 # 一 刀 处 ， 
MD = (0, 0, HWE)), (~folp), —fylp1), 1 =m(t1) <0. 
但 是 所 全 ) 一 人 oa)，Na 除 了 一 个 正 因子 外 ， 是 2 处 在 w(t4) 方 向 
上 的 法 曲率 ， 这 是 一 个 耶 盾 . 


§ 3-4 


ce， 将 问题 化 为 这 样 一 个 事实 , 即 如 果 和 是 无 理 数 ，m 和 % 取 遍 整 数 ， 则 
集合 2m 十 员 在 实 直线 中 稠密 ， 为 了 证 明 这 一 事实 ， 仅 须 证 明 集 合 
{44 十 中 有 任意 小 的 正 元 素 ， 假如 不 是 这 桩 , 设法 证 明 俯 mw 十 各 的 正 
元 素 的 下 确 界 仍 属 于 {Xm 十 中 ,从 而 得 到 一 个 矛盾 . 

考察 妈 的 轨 线 的 集合 {cs: Tt> 科 ,要 求 0) 一刀 并 置 T=UVsls. 由 玲 一 

性 , 极 大 的 轨 线 ga: I>0 可 用 a) 一 o(), 1€ 工 来 定义 ， 

对 任 一 9 € 信 ,存在 4 的 一 个 领域 0 和 区 间 ( 一 e, e)，s> 0, 使 得 c(0) 一 9 

的 轨 线 ga) 在 (一 8，8) 中 是 有 定义 的 .由 紧 致 性 ， 可 以 用 有 限 个 这 样 的 

邻 域 覆盖 8 设 so 是 相应 的 6 值 的 最 小 值 。 如 果 aC() 对 1< 如 有 定义 

而 对 to 没有 定义 , 则 取 妇 Et{0, 区 ) 而 | 加 一 二 | <so/3， 考察 丈 的 满足 

BC 一 ci) 的 轨 线 BC 人 ,得 到 子 盾 , 


§42 


: 必要 性 部 分 的 证 明 是 直接 的 。 为 了 证 明 充 分 性 的 部 分 ， 设 BE8, vE 


TS), v 二 0， 考察 曲 线 w (8,8) 一 太 , (0) 一 v0， 我 们 断言 : 
lapoCaC0))1=1a0)|， 香 则 , 比方 说 [2pp《a"0))| > [eC0)|， 从 而 在 
0 的 一 个 含 在 (一 6, 6) 中 的 邻 域 了 内 ,我 们 有 [appCe C2))[>> a2)|. 这 
意味 着 2( 耻 的 长 度 大 于 pea(7) 的 长 度 , 这 是 一 蔬 盾 . 


， 在 的 一 个 邻 域 内 用 张 长 s 作为 & 的 参数 ， 在 平面 中 作 一 曲线 具 曲 率 


hk 一 k(s), 然 后 应 用 习题 5. 


. 置 0=(0, 0, 0), GC(0)= 二 po, G(p) 一 po 二 (Pp)， 于 是 , 映照 F: R8-> 良 ? 


满足 C0) 二 0 且 |PCp)1=1G(7) 一 G《0)|==jpj。 这 说 明 下 保持 RS 
的 内 积 。 于 是 , 它 将 基 

{C1, 0, 0)=f1, (0, 1, 0)=fs, (0, 0, 1)=fs} 
映 成 一 个 标准 正 交 基 ， 而 且 若 p= 二 af i=1, 2 3, 则 了 OD=Z mF 
Qo)， 因 此 ,了 是 线性 的 ， 
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11. 


12. 


17. 


13. 


16, 


18, 
19, 


20. 


a. 由 于 丸 是 保持 距离 不 变 的 ， 而 且 一 条 可 微分 曲线 的 强 长 是 它 的 内 接 
多 边 形 的 边 长 的 极限 ,因此 五 在 人 上 的 限制 |S 保持 8 中 曲线 的 
弧 长 不 变 . 

6、 考 察 平 面 上 的 一 块 开 带 形 到 去 掉 一 条 母线 的 圆柱 上 的 等 距 ， 

Fo y, 2) 二 (YY， 一 y， 一 8) 在 CQ 上 的 限制 是 0 的 一 个 等 距 (参见 习题 

17), 它 的 不 动 点 是 (1, 0, 0) 和 (一 4, 0, 0). | 

斜 驶 线 与 球面 的 经 线 交 成 固定 角 . 在 Mercator 投影 (见习 题 16) 下 , 经 

线 变 成 平面 上 的 平行 直线 . 由 于 Mercator 投影 是 共 形 的 ， 因 此 矢 驶 线 

也 变 成 直线 . 于是， 球面 上 的 那个 三 角形 的 内 角 和 ， 等 于 一 个 平面 直线 

三 角形 的 内 角 和 . 


S44 


。 利用 这 个 事实 , 即 测 地 若 率 的 绝对 入 等 于 普通 曲率 在 切 平面 上 的 投影 的 


绝对 值 . 


- 利用 习题 1 的 部 分 b 及 § 3-3 的 命题 5, 

. 利用 经 线 是 测 地 线 及 平行 移动 保持 角度 的 性 质 . 

， 应 用 关系 式 刺 十 码 = 太 及 一 Meusnier 定理 于 投影 柱 面 . 

将 peE5S 的 一 个 邻 域 用 参数 表示 ， 使 得 两 族 测 地 线 成 为 坐标 曲线 (8 3-4 


推论 1)、 证 明 这 意味 着 厂 =0, 及 一 0= Gu， 再 作 一 参数 变换 使 得 所 二 
0, B=G=1, 

在 了 Tp《5) 中 国定 两 个 正 交 单位 向 量 v(C2) 和 w(p), 然后 将 它们 平行 移动 
到 六 的 每 一 点 。 于 是 得 到 两 个 可 微 的 正 交 单 位 向 量 场 . 将 了 用 参数 表 
示 , 使 得 这 些 向 量 的 方向 与 坐标 曲线 相 切 , 因此 它们 是 测 地 线 . 应 用 习题 
13. 

将 PES 的 一 个 邻 域 用 参数 表示 , 使 得 曲率 线 是 坐标 曲线 而 4 一 常数 是 渐 
近 曲 线 ， 出 此 得 出 mw=0, 从 Mainardi-Codazai 方程 可 断言 ,二 0。 这 


” 草 活 "= 常数 的 测 地 曲率 是 零 .， 观察 球面 的 上 半 部 的 平行 环 可 以 得 到 所 


需 的 例子 . 
利用 Qiairaut 关系 (参见 例 5). 
在 方程 性 ) 中 , 将 Christo 立 el 符号 用 它们 作为 ,PF 和 G 的 函数 的 值 代 
去 , 并 微分 第 一 基本 形式 的 表达 式 : 
王 一 五 (ww7D73 二 37000 + GY) 
利用 Qlairaut 关系 。 


犯 林 与 管 案 [483] 


8 45 


4. b. 注意 映照 ?7 一作 8g 一 (办 ”6 一 (3)3 给 出 了 一 个 从 球面 ?十 护 十 a? 二 1 
到 曲面 (Z》+ (7) 十 (2)s=1 上 的 局 胚 . 
6. a。 限制 v 于 有 曲 线 g(t) =《cost, sin 人, t€ [0, 2m]。， v6) 与 2$ 轴 的 夹 角 
是 tt， 于 是 ,2 一 3m; 因此 ,I 了 = 二 14. 
d， 将 v0 限制 于 曲线 (二 《cost, sin 从 , 1€ [0, 2 我们 得 到 00) = 


(cos21—sin?t, —2 cost8in 从 == (co0s21， 一 Sin2t)， 于 是 ,T= 一 3. 


846 


8. 设 (p, 9) 是 测 地 极 坐 标 系 , 使 得 它 的 极点 是 人 的 一 个 顶点 ， 而 人 的 一 
条 边 对 应 于 8=0， 设 其 余 的 两 边 由 0=6o 和 p=h(9) 给 定 。 由 于 对 应 
于 极点 的 那个 项 点 不 属于 坐标 邻 域 ,因此 取 一 个 环绕 极点 的 半径 为 8 的 
小 贺 ， 于 是 ， 

h(@) 


| 区 VU dpa0= 全 d(H KE Vddp). 
A 


注意 VG 一 一 《VG)ow 及 lim (VC)。=1, 括 弧 里 的 极限 就 由 下 式 给 


出 
_aGCV 9) 
1 区 Ch(0), OO). 


利用 习题 7?, 我 们 得 到 
/jxva apdg= [a0— dp=o— Ct DY oi, 


全 
12. 6e、 对 下 二 0, 问 题 是 平凡 的 ， 对 玉 >0, 利用 部 分 b， 对 下 <0, 考虑 伪 球 
面 的 一 个 用 极 坐 宗 (p, 外 作 参 数 表示 的 坐标 邻 域 7 (参见 § 3-8 习题 
6 部 分 b), 亦 即 , 加 =1， 也 二 0, G==sin h2p， 计 算 7 的 测 地 线 , 为 方 
便 计 , 作 一 坐标 变换 tanh p 一 1/w, p 半 0, 6 一 0, 结 果 有 


_ lp 
Bn oO mr 
了 3 一 一 二 > 了 ia 一 一 mI To =w, 


而 其 余 的 Qhristoffel 符号 等 于 零 ， 由 此 导出 非 径 向 测 地 线 满足 方程 
(2?o1402) 十 人 一 0, 这 里 多 二 w(0)， 于 是 ,w= 二 4 cos 9 十 Bgin 外 即 


1484] 


13. b. 


提 去 与 答案 

Atanh pcos 0+-Btanh psin =1., 

因此 ,由 . 
< 一 tanh p cos 9, n=tanh psin 9 C£, 7) €E R?, 

给 出 的 从 了 到 R? 的 喘 照 是 一 个 测 地 映照 . 
定义 了 =g 了 了 pC0)C R38， 设 v=vCw) 是 UV 中 的 一 条 测 地 线 . 
出 于 yp 是 一 个 测 地 映照 及 R? 的 测 地 线 是 直线 , 因此 420/dw? 二 0， 将 
此 条 件 代 到 部 分 4 里 就 可 得 到 所 要 的 结果 . 
方程 (a) 可 利用 部 分 b 从 3 4 -3 的 方程 (5) 中 得 到 .从 $4-3 的 方程 
《6a) 及 部 分 b 我 们 有 

EF=(Ti),.~2C73).+ TT,. 
在 上 面 的 表达 式 中 交换 和 和 wv 然后 减 去 所 得 的 式 子 , 我 们 得 到 (719)。 
二 (了 和 )。; 由 此 得 到 方程 Cb)， 最 后 , 方程 (0) 和 (dd) 可 分 别 从 方程 (a) 
和 (b) 利 用 交换 和? 的 方法 得 到 . 


.将 方程 (8) 关于 方程 (p) 关 于 w 求 导 , 并 将 所 得 结果 相 减 , 我 们 得 到 


ER,— FRu=—K(B, -FN)+R(- FIY+ BT}). 
利用 7 条 的 值 , 上 面 的 表达 式 就 给 出 
BE,— FR,~——R(B,—F,)+R(B,— F,.)=0. 
类 似 地 , 从 方程 (0) 和 (4) 我 们 得 到 PFE, 一 GK 一 0， 由 此 匡 , 一 KK, 一 


0. 


省 


1. 在 Two(CS) 取 一 标准 正 交 基 et， es} 并 将 ea 和 es 沿 着 a 作 平 行 移动 ， 结 
果 在 每 一 To0,《5) 得 到 一 个 标准 正 交 基 {ei( 人 ,ea( 们 }， 置 Ca( 执 ) 一 
tw01(t)ei( 信 十 Wa(t)es( 仿 ， 风 Dy 二 wi.(0)er 十 w2(0)es 而 等 式 右 端 是 


dy wi(t)e1 十 wa(t)es 在 t=0 处 的 速度 向 量 . 
. 证 明 如 时 Ct1, i9) CI 是 小 区 间 且 不 包含 “a 的 角 点 ” 则 acCGay 纪 )) 的 
切 向 最 场 能 延 拓 成 在 a(《ti, #9)) 的 一 个 邻 域内 的 向 量 场 y、 于 是 ,将 
4 和 限制 于 o, 性 质 3 成 为 


了 (Vv(D), 20( 轴 7 一 (如 0 十 《人 "ar 


这 蕴涵 在 a| (ty 13) 上 的 平行 移动 是 -- 个 笔 距 .由 紧 致 性 , 这 能 延 拓 
到 些 个 了， 反之 , 假定 平行 移 芭 是 一 个 等 足 、 设 g 是 yy 通过 点 bE3 
的 轨道 ， 将 2 和 限制 于 a， 人 象 在 习题 1 的 解 管 中 那样 选取 标准 止 


ol 


提示 与 答案 [485] 

交 基 {ei()， ea(t)}, 并 置 ut 区 一 01461 十 0ag9， W(t) = 0101+ Wae9. 则 性 
质 3 成 为 林村 下 时 法 员 

志 已 vas) -= 习 凶 


wt vs 2 ， i=1, 3. 


。 设 D 已 给 定 ， 并 选取 一 正 交 参 数 表 示 oo v0). 设 y 一 zu 十 Woatoy 


WW=Wivy + Wry 。 从 性 质 1,2 和 3 得 出 Dyw 是 由 Daou, Ds os De, To 
决定 的 . 置 Ds z= At%w, 十 43izu， Ds uv 一 4jozu 十 4jro) D wot 一 


Aizvu 十 A432v,。 由 性 质 3 可 以 得 到 4% 与 了 满足 同样 的 方程 (参见 


8 4-3 方 程 (2)). 于 是 ,4% 二 了 这 就 证 明了 Du 与 “ 取 普通 导数 然 
后 投影 到 切 平面 上 ”的 运算 相同 ， 


daoo(b 0)=( 公 ) ,= Cs, aD), 00)) somo0), 
deo, 0, 1)= (本  )o=0 (OD)., 


. 利用 2 是 一 个 局 部 微分 同 胚 因而 可 用 一 族 % 在 其 上 都 是 一 对 一 的 开 


区 间 去 覆盖 紧 致 集 I。 再 用 Heine-Borel 定理 和 此 覆盖 的 Lebegne 
数 ( 参 见 § 2-7) 将 结果 整体 化 . 


.为 了 证 明 五 一 0， 我 们 计算 (参见 习题 2 的 性 质 幼 


Gd mn 了 双 凶 )= 到 Ox 了》 

再 了 2 Bs’” Bt 
ML Doe = 了 子 至 ) 
Ds”Ds Ot Os” OO Os/’ 


这 里 已 利用 向 量 场 Ox/9s 1 一 en 由 于 
= 了 (人 2，3 名)= 2( 亏 D Br 
Os 2 ds’ 如 


五 与 s 无 关 ， 但 五 (0, 力 =0, 因 此 我 们 有 了 =0, 


d. 这 是 =0 这 个 事实 的 结果 ， 
.应 用 Schwarz 不 等 式 ， 


(fe) =f fee, 


其 中 ye]|， 9 一 laa/ait|. 


.注意 到 扩 一 | {(awao)? 十 G(y(o 从 ,0)}dv, 我 们 得 到 《为 方便 


计 ， 记 (wv, 2» 一 4(9， )) 


1 4 Ou Fw DG | 
? 一 CC :tid 
BC) J.{2 Ov OvOt + Ow “Jj, 


1486] 


提示 与 答案 
由 于 对 t=0, 9w/9v=0 且 3G/8w=0, 我 们 已 经 证 明了 第 一 部 分 。 进 
一 步 ， 


yA fi O24 \? Ou iw .0G gg, OG we 
Bt) -| 人 2 ) + 2 F537 Ere Er Ou? (Wt a Ou do. 


sf) 


. 选取 s>0 和 R25 中 的 坐标 使 得 pCp, 8) 二 9。 考察 点 (p, 8) 一 ro 


(p, 8 十 2m8inB) 一 ?1,…,，《p, 8 十 2m8 sin 8B) 二 7s， 取 6 充分 小 ,我 们 
看 到 : 如 果 2wk sin B<w( 图 4-49), 则 直线 自 rorl …，rorx 属于 六 . 
由 于 9 是 局 部 等 距 , 这 些 线段 的 象 将 是 连结 9 与 9 的 测 地 线 , 它们 显 
然 在 g 处 有 和 角 点 (图 449). 


。 必须 证 明 每 一 条 测 地 线 和 [0, 站 一 9， YC0) =7Y(D) 一 9， 是 部 分 bp 中 


提 及 的 直线 段 ?071,，…，7074 中 的 一 条 在 9 下 的 象 ， 对 于 ?0 的 某 
个 邻 域 UCV, 耻 制 op|o= 多 , 是 等 距 ， 于 是 -toy 是 从 mo 出 发 的 身 
线 荆 上 的 一 个 线段 ， 由 于 wp(Z) 是 与 y([0, 站 7 在 一 个 开 区 间 上 重合 
的 一 条 测 地 线 ， 因 此 它 在 y 有 定义 的 范围 与 7 重合 。 由 于 (1)=g， 
因此 工 通过 点 集 74 5 二 4，…, 入 中 的 一 点 ， 比 方 说 rw 于 是 y 是 
7o7y 的 象 . 


§52 


利用 关系 式 p" 一 一 Eq 去 得 至 (9? 十 开 p9 一 下 9?。 将 后 一 式 的 两 


边 积 分 并 利用 题 中 的 边界 条 件 . 


§53 


5， 假 定 关 于 4 的 每 一 Cauchy 序列 都 收敛 . 设 y(C3) 是 用 粥 长 作 参 数 的 测 
地 线 。 用 反 证 法 , 假设 7y(s) 对 s<so 有 定义 但 对 s 一 8 无 定义 . 取 -- 序 
列 {5n}—> 50。 守 是 ， 给 定 a>0, 存在 ”20， 使 得 车 2%， 17 >>120, 则 | Fsn— sn) ~8, 


因而 ， 


dl(y(sm), (Sn)) < 1sn — sm| < 6, 


{ysn)} 是 关于 4 的 一 个 Caueny 应 列 .， 设 科 (sn)} 己 po€ 及 ,并 设 匈 是 po 
的 一 个 象 在 8 47 中 由 命题 1 那样 给 出 的 邻 域 ， 若 m, 1 充分 大 ， 则 连 


提示 与 答案 [487] 


结 y(sm) 和 ylsn) 的 小 测 地 线 明 显 地 与 7 重合 。 于 是 ，Y 能 被 延 拓 通 过 
2o, 矛盾 . . 

反之 ,假设 s 是 完备 的 , {pn} 是 S 上 的 点 组 成 的 关于 的 一 个 Qauchy 
序列 ， 由 于 a 大 于 或 等 于 区 氏 距离 9, 所 以 {pn} 也 是 关于 a 的 一 个 
Cauchy 序列 ， 于 是 , {pw} 收 敛 于 po & Ra， 用 反 证 法 , 假定 po 全 3， 由 于 
Cauchy 亭 列 是 有 界 的 , 因此 给 定 gs>0, 存在 指标 wo 使 得 对 所 有 的 2> 
m0; 距离 4&CDm，po) 二 6， 由 了 Hopf-Rinow 定理 ， 有 一 极 小 测 地 线 yn" 连 
结 pno 和 pm， 而 yn 的 长 度 <e， 当 % 一 co 时 , Yn 趋向 于 一 极 小 测 地 线 
?7， 7 的 长 度 <8， 将 y 用 强 长 s 作 参数 ， 则 因为 po 作 S, YY 对 s=8 无 定 
” 义 , 这 与 s 的 完备 性 矛盾 . 

. 设 和 pn} 是 8 上 的 点 的 序列 , 使 得 4Cp, pn)-> oo。 由 于 3 是 完备 的 ，S 上 
有 极 小 测 地 线 Ya《s) 《用 骤 长 作 参 数 ) 连 结 p 和 ps 且 Yn《0)==p， 单 位 向 
量 集 y%(0) 在 Ts(CS) 的 〈 紧 致 的 ) 单位 球面 上 有 一 极限 点 v。 设 Y(s) 一 
exp p50, 83>0.， 于 是 ,yY(s) 是 从 p 出 发 的 一 条 射线 ， 为 证 明 这 一 点 , 注意 
对 固定 的 so 和 充分 大 的 9 lim ynCs0) 一 Y(so)， 这 是 从 测 地 线 对 初始 条 


件 的 连续 依赖 性 得 出 的 ， 进 一 步 , 由 于 & 是 连续 的 , 因此 ， 
lm Al(p, yn(50)) =A(p, YC50)), 


但 是 车 % 足 够 大 ，4(《p, yn(so)) 一 3， 于是， 4Cp, Y(《s0)) 一 580, 所 以 YY 是 
一 射线 . 
.首先 证 明 . 若 & 和 Q& 分 别 表示 S 和 5 的 内 蕴 距 离 , 则 QCp, 9)>ca(g(p)， 
9(q1)), p, 9ES，、 现 在 设 {p 直 是 8 上 的 点 关于 4 的 Cauchy, 序列 ， 由 
于 刚才 指明 的 事实 ，{p 《pw)} 也 是 关于 4 的 Cauchy 序列 ， 由 于 8 是 完 
备 的 , {pCpa)} 一 glpo)， 由 于 6 于 是 连续 的 , {pw} 一 po， 于 是 , 关于 a 的 
每 一 Cauehy 序列 收 笋 ; 因此 6 是 完备 的 (参见 习题 5). | 
. 9 是 411 的， 用 反 证 法 , 假定 pi 庆 p3& 1 使 得 gCpD 二 gp《ps) 一 4。 由于 
Si 是 完备 的 , 有 极 小 测 地 线 y 连结 pi 和 pa， 由 于 9 是 局 部 等 距 , 9q*Y 是 
一 条 连结 9 和 的 长 度 与 7 相等 的 测 地 线 ， 在 ge 上 任何 不 同 于 2 的 
点 能 用 两 条 测 地 线 和 9 连结 , 这 是 一 个 矛盾 . 
9 是 到 上 的 : 由 于 9 是 局 部 微分 同 胚 , p(S1) CSo 是 583 中 的 一 个 开 集 . 
我 们 将 证 明 g(52) 在 8 中 也 是 闭 的 ;由 于 Ss 是 连通 的 ,这 将 蕴涵 wp(S1D 一 
S3， 如 果 g(51) 在 53 中 不 是 闭 的 ; 则 存在 一 序列 {p(t)} Pn E51 使 得 
{e(Dpo) ->20 侍 p(S1)、 于 是 ,{p(poo) 是 p(081D 中 一 个 不 收敛 的 Gauchy 
序列 .由 于 wp 是 1-1 的 局 部 等 距 ，{pn} 是 Si 中 不 收敛 的 Cauchy 序列 ， 
这 与 5S1 的 完备 性 相 了 矛盾 . 


[488] 提示 与 管 案 
10. a. 由 于 
入 op6)) 一 各 (POD; 从 一 <p 的 ,从 =(gradh, 协 
和 hp)) =dh(g'(t)) =ah(grad hb) = (grad h, gradhy, 


我 们 令 上 面 两 个 关系 式 中 的 最 后 一 项 相等 , 就 得 到 结论 |gradh| <1. 
b. 假定 pCi) 对 t< 加 有 定义 而 对 巡回 无 定义 。 则 存在 序列 {fn} >io， 
使 得 序列 p(n)} 不 收 合 ， 如 果 才 入 充分 大 ,利用 部 分 a 我们 得 到 
din), om) < lgrad hgC)) dt< lin tl, 
这 里 4 是 5 的 内 蒙 距离 ， 这 蕴涵 {p(tn)} 是 一 个 关于 4 不 收 铭 的 
Cauchy 序列 , 与 8 的 完备 生 矛 盾 ， 


| 


2. 假定 
lim(C inf K(x, 0))=20>0, 


则 存在 吾 > 0, 使 得 若 (x, 引 ) 作 DD, 这 里 

D={(%, W) €E R23 z+ < RY, 
就 有 KCw, Y) 之 C， 于 是 , 取 加 盘 DD 外 的 点 ， 我们 可 得 到 任意 大 的 贺 盘 ， 
在 这 些 圆 盘 上 五 42, 幼 疡 C>0， 容易 夏 出 这 是 与 Bonnet 定理 矛盾 的 。 


8 5 


3. b. 假定 a>5 并 在 关系 (*) 中 置 ==5、 利用 初始 条 件 和 在 [0, 碳 中 
V(b) <0, wb)>>0, ww 之 0 的 事实 去 推出 矛盾 . 
@， 由 [ww' 一 vw] 之 0, 可 得 到 2/v>w /fw 即 (log 2)'>> (logtw)'， 现在， 
设 0<soxss<a, 并 将 最 后 一 个 不 等 式 从 so 到 s 积分 ,得 到 
log v(s) — log v(s0) > log vs) — log wu (so0); 
也 就 是 说 ,了 Cs)/w《s) 之 《80) /ww《30)、 下 -一 步 ,注意 
. Vv(S . VY'CS 
is 1 
于 是 , 对 一 切 s € [0, 0@),0(5) 之 ws). 
6。 用 反 证 法 . 假定 对 sE 《0, so] 都 有 wls) 关 0。 利用 习题 8 部 分 b 中 的 方 
程 (*)( 取 会 一 工 , s 二 8s0) ,我们 得 到 


10， 


提示 与 答案 L459 


[es _ Iwvast uCso) so) (Ov'C0) =0, 
假定 , 比方 说 ,在 (0, s0] 上 wwCs)>>0, vCs) <0。 则 2 C0)<0, v'(s0)>>0. 
于 是 , 在 上 面 的 和 式 中 的 第 一 项 关 0, 而 其 余 的 两 项 >0, 产 生 牙 盾 . 其 余 
的 情况 可 类 似 地 处 理 . 


. 设 六 是 党 yY 有 性质 0)=0 的 Jacobi 场 J 的 向 芭 空 间 ， 是 3 纵向 量 


空间 ， 由 “和 70) 不 是 共 固 点 , 因此, 由 0《J) 一 VC0) 给 出 的 线性 
映照 0. -> 人 TP,0,(S) 是 1-1 的 , 从 而 由 于 维 数 的 原因 是 一 个 同 构 ， 于 是 ， 
存在 Je 六 满足 7(0) 一 2o。 用 同样 的 方法 ， 存 在 一 沿 y 的 Jacobi 场 了 
满足 了 (0) 一 0, 了 Q) 一 w1， 所 要 求 的 Jacobi 场 由 了 十 v 给 出 . 


§5-6 


设 ?: [0, 如 >S 是 S 上 的 一 条 简单 闭 测 地 线 ,2C0) € Txo《5) 使 得 lvC0)| 
二 1], 《v(0), Y(0)) 一 0， 取 vw(0) 沿 7 的 平行 移动 2(s). 由 于 如 是 可 定 
向 的 , 因此 vCD=vC0) 且 vv 定义 了 一 个 沿 y 的 可 微 向 量 场 .注意 , ? 是 正 
交 于 7y 的 且 Du/ds=0, s& [0, 如 ,定义 一 个 (端点 自由 的 ) 变 分 h. [0, 十] 
XC—e, 的 一 人 8 为 


h(s, t) =expyetv(s). 
验证 ; 对 较 小 的 i 变 分 曲线 及 (8s) 二 hls, 为 是 闭 曲线 。 将 弧 长 的 第 二 变 
分 公式 拓 广 到 现在 的 情况 并 证 明 

LL = | Kas<0. 
于 是 , y(s) 比 所 有 的 由 他 小 的 霹 比如 [| 计 <5<6, 决定 的 曲线 hs) 都 要 
长 ， 将 参数 # 变换 成 i/6, 我 们 就 得 到 所 要 的 同 伦 . 


§57 


， 利 用 曲面 上 一 曲线 的 测 地 指 率 ro 的 概念 (参见 § 3-3 习题 19).。 由 于 


CO 
ds 
这 里 cos9 一 (N,， 从， 以 及 曲线 是 闭 的 和 光滑 的 , 我 们 得 到 
[ was — | oa 一 am 
0 0 


这 里 是 一 个 整数 ， 但 是 在 球面 上 所 有 的 曲线 都 是 曲率 线 。 由 于 曲率 


一 全 一 Toy 


[dg90| 提示 与 答案 


线 的 特征 是 测 地 抄 率 每 二 零 ( 参 见 § 3-2 习题 19) ,我 们 有 
[ras= 27, 


由 于 宗 而 上 的 每 一 条 闭 曲 线 都 问 伦 于 堆 , 因此 整数 ”显然 是 过 
S510 


7 了， 我 们 仪 需 证 明 ， 趋 近 于 R3 边界 的 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 y(s)， 对 参数 
5 的 一 切 值 都 有 定义 . 如 果 未 是 这 样 ， 喜 将 丰 一 条 这 样 的 测 地 线 , 它 从 
一 固定 点 po 起 只 有 有 限 长 1， 但 是 对 于 R#+ 中 作为 测 地 线 的 圆 , 我 们 有 


CO .f° cos Gag 
= 了 到， Sing > lm | sing 


同样 的 事实 对 于 及 中 垂直 方向 的 直线 也 成 立 . 
10. e. 为 了 证 明 这 度量 是 完备 的 ， 首 先 注意 它 优 于 民 ? 上 的 欧 氏 度量 于 
是 , 如 果 一 序列 关于 给 定 的 度量 是 Cauehy 序列 , 则 它 也 是 关于 欧 氏 
度量 的 Cauchy 序列 .由 于 欧 氏 度量 是 完备 的 ， 因 此 这 样 的 序列 收 
和 伍 ， 由 此 导出 给 定 的 度量 也 是 完备 的 (参见 8 5-3 习题 D， 


一 Co 


”7 


